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Les propriétés spectrales des opérateurs pseudo-différentiels
sur une variété sans bord () ont été étudiées par plusieurs auteurs.
Notamment, pour les o.ps.d. classiques, Seeley [12] a donné 1l'estima-
tion principale du comportement asymptotique des valeurs propres (quand
Q est compacte) ; HYrmander [Qj a donné une estimation tres précise
de la fonction spectrale pour un o.ps.d. scalaire (en remarquant que
les résultats s'étendent aux systemes ou les valeurs propres du
symbole principal sont distincts) et Duistermaat-Guillemin L4] ont
étendu cette étude aux systemes ou les v.p. du symbole principal
sont de multiplicité constante. Récemment, Robert Lli,J a obtenu des
résultats pour certains o.ps.d. appartenant aux classes de Beals.
Signalons aussi que Kozevnikov [10] a trouvé l'estimation principale
du comportement asymptotique des v.p. d'une systéme d'o.ps.d., ellipti-
que au sens de Douglis et Nirenberg, sur une variété compacte sans
bord.

Comme conséquence importante de ces travaux, on obtient
des estimations spectrales pour les problemes aux limites différen-
tiels, étudiés d'ailleurs par Agmon [1], Agmon-Kannai [2] et beaucoup
d'autres. Dans une étude des problemes aux limites pour les
systemes (différentiels) elliptiques de Douglis-Nirenberg, nous avons
rencontré la nécessité d'étudier les propriétés spectrales des

problemes aux limites pseudo-différentiels [7], [8]; [6]. Peu de

choses semblent avoir été faites dans cette direction ; a notre
connaissance il y a un résultat particulier (qui ne s'applique pas aux
o.ps.d. fortement elliptiques) de Bui An Ton ﬁ4}, et il y a des résultats
pour le probléme de Dirichlet dans [ 11].

§ 1. RAPPELS DE LA THEORIE DE BOUTET DE MONVEL (3]

Nous considérons des problemes aux limites qui entrent dans
la théorie de Boutet de Monvel [33, que nous allons rappeler rapide-
ment.

Soit § une variété compacte C de dimension n=> 1, de bord T
et d'intérieur () ; et soit ¥ une variéte c” ouverte de dimension n
contenant () et muni d'une densité dx. Soit E un fibré vectoriel C° de
dimension q =2 1 sur ¥, muni d'une norme hermitienne, et soit E= ﬁlﬁ . On
peut alors définir les espaces L2 et de Sobolev de sections dans E, E ou

EIF (notés Lz(ﬁ), HS(E) etc...). Il est convenable de choisir une
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coordonnée normale X, telle que les points de Q pres de I' sont représen-
tés par x = (x',xn) € F><LO,1E.
Soit P un opérateur pseudo-différentiel classique dans ﬁl; i.e.

le symbole de P a un développement asymptotique (en coordonnées locales)

[o0]
g(P)(x,8) ~ T p.(x,§)

j=o J
ou les p:j sont des fonctions q X g-matricielles c” sur
Ux R" (U ouvert — R") homogenes de degré £ -j en & ; l'entier £
étant 1'ordre de P. Le symbole principal po(x,g) sera noté p(x,E).
Définissons 1l'opérateur PQ sur (Q par

u sur

P =r pPet , oueu = {

Q 0 sur $\O

et r' est la restriction v+ VIQ . (Nous utilisons plus tard les memes
notations avec R+, R au lieu de Q, £). Alors PQ est continu de HS(Q)

dans Hs_z(Q) pour s> --%, si P a la propriété de transmission (ESW)

dans des coordonnées locales (x';x ;§',8 ) pres de I' (ou {x =0} repré-

sente I') on a pour tout «,B, tout (x',§') avec §' # O que

Dz qgo(P)(x',O,g',gn) est dans H par rapport a € - Ici H désigne le

sous-espace de C (R) des fonctions f(t) tels qu'il existe un entier p
11-2
i 1+2z

pour lequel (1+2)Pf( ) est C° sur le cercle {[z| =1} entier.

Avec P_ on considere un systeme d'opérateurs

Q
P +G K c”(E) " (E)

(1) A = ( Q ) = X — X
T Q C (Fl) C (F2)

ou F1 et F2 sont des fibrés vectoriels sur ' de dimension N1 resp. N

T désigne un opérateur de trace ("allant de Q en I'"), K un opérateur

5 °

de Poisson (allant de I' en Q), Q un o.ps.d. sur [, et G un opérateur

de Green singulier (allant de Q en ), opérateur du genre ZlKjTj ou

les Kj resp.Tj sont des opérateurs de Poisson resp. de trace. L'opérateur
entier A est appelé un opérateur de Green .

On associe a A le symbole principal intérieur

*
%;(A)(x,é) = p(x,§), fonction matricielle sur T (Q)\O,

et le symbole principal au bord
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P (P)(x'58") + 02(G) (x'5E")  op(K) (x',E")
on(A)(x'5E") =

og(T)(x',g') a%(Q) (x',E")

famille d'opérateurs en une dimension paramétrisée par

3
(x',€') € T (r)\0. Dans [33, ces derniers opérateurs (dites '"de Wiener-
Hopf") operent sur H', un certain sous-espace de H qui peut etre défini

par
i - $(e+‘8(1-2+))

(ou % est la transformée de Fourier, et :5’(1-2+) = r"$(R)) . Nous préfé-
rons travailler avec la famille d'opérateurs qu'on obtient de
GO(A)(x',g') aprés une transformation de Fourier inverse. Alors en effet

r
O’I?(P)(X',g') sera (en chaque (x',§')) remplacé par 1'opérateur

p(x',i',DX )Q,oﬁ p(x',§',Dx ) est 1'o.ps.d. sur R a symbole (en §n)
n n

p(X"O’§'3§ )1 et p(X',g'yD ) = P+P(X'1§',D )e+. De maniére
n Xn Q Xn

analogue, si T est un opérateur de trace classique T = th(x',Dx,)Yj

(ou Yj“ = (D;—'I u)lx —o)’ alors son symbole au bord devient dans notre

n n

terminologie 1:(x',§',Dx ) = ztj(x',g')yj ( ou th(x',g')gg est le
n

symbole principal de ZTj(x’,Dx,)Di ) . Le symbole principal au bord

entier sera remplacé par un opératélur (pour chaque (x',8')):

p(x',§,D ), + g(x"»8',D ) k(x',&',D )\ S(®rHT  S(R)?
n n n . % - N
2) Ny Ny
t(x',8',D_ ) q(x',8") c )
xn
P +G K
On dit que A = ( G ) est elliptique si
T Q
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(i) p(x,€) (= OS(A)(X,Q)) est inversible pour chaque (x,§) € T*(ﬁ)\o,

P+ 8 k
(ii) Qt q)(x',g',Dx ) (ou OF(A)(X',g')) est inversible pour
n

chaque (x',§')€ T*(F)\O.

Quand A est elliptique, il a une paramétrixe

~ ~ ot
PQ+ G K
~
A =
~ ~
T Q

~ ~ , . ~ ’
ou P est une paramétrixe de P (sur ¥) et A est encore un opérateur de

Green.

I1 est important de remarquer qu'on opere sur trois niveaux :
p q q P

1) les opérateurs sur Q,
2) les symboles d'o.ps.d., fonctions (matricielles) de (x,§),

3) les symboles au bord, opérateurs sur R, (paramétrisés par (x',§')).

Soulignons qu'il n'est nullement nécessaire que N1 = N2 dans
(2). En effet, si P est un opérateur elliptique différentiel, on considere
d'habitude des systemes de la forme (%7)avec T opéfateur de trace
classique ; alors la condition (ii) pour 1l'ellipticité est la condition
habituelle de Shapiro-Lopatinski, qui entraine 1'existence d'une

~ . P
paramétrixe (§54-G K) (encore elliptique, a paramétrixe (TQ)). Pour (CP)’

N, =0 et N, =-%£ q dans le cas elliptique.

¢ 2. LA RESOLVANTE D'UN PROBLEME AUX LIMITES PSEUDO-DIFFERENTIEL

Soit P un o.ps.d. elliptique dans ﬁ ayant la propriété de
transmission par mpport a I'. Supposcns pour simplifier que P est forte-
ment elliptique (d'ordre £ = 2m> 0) et auto-adjoint ; on peut alors
supposer aussi que I est compact et P est positif et inversible sur T.

Les problemes spectraux que l'on doit poser pour les opérateurs de Green

A (voir (1)) contenant P ne sont pas évidents. Un probleme qui a
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un intéret est 1'étude des réalisations (dans L2(E)) des opérateurs

de la forme 334—G (G d'ordre < £ et de classe <4 [3:) définis par des

conditions au bord homogenes
(3) D(P+G)y) = (u€H (E)|Tu = 0}

(T de classe < £). En effet, dans 1'étude des systemes différentiels
de Douglis-Nirenberg [7}, la réduction a un systeme d'un seul ordre
nous conduisait exactement a ce genre d'opérateurs. On suppose que
P +G )

( QT ) est elliptique et qu'il a une paramétrixe (PQ+GT KTL alors
"~
Pb-rGT est une sorte de paramétrixe de (P+G)T

Quand P est fortement elliptique, il existe des opérateurs

3.

de trace T tels que ( ) est elliptique, par exemple T=vy = {Yo""’vm—l
Pour 1'étude du comportement asymptotique des valeurs propres, on peut
dire qu'il suffit de considérér la "réalisation de Dirichlet'", P , car
nous avons, si G et T sont des opérateurs tels que (P+G)T est auto-

adjoint positif,

(P+G)-1 - F v -(P +6G.) =
T = Ya =

QY T = Gp o

QY T

et les v.p. Xj(GY-GT) de l'opérateur de Green singulier Gy-G se

T
comportent comme s'il était un opérateur en dimension n-1 :

‘ =4/ (n-1)
1,06, -Gyl = C.j

(les v.p. arrangés par module décroissante, comptés selon les multiplici-

tés). Cela entralne

Proposition 1 : Si N(t, P ) = cpt n/4 o(t (n- G)/z),

n/4 t(n_d )/2), ou o' =min(o, ;éz-).

alors

N(t’(P"' G)T) = ¢yt

p + 05 (

Ici N(t,S) désigne le nombre de v.p. de S inférieurs a t.
Cette proposition permettra aussi de remplacer P par Pk (nous avons
bes01n de 1'ordre > n+1 plus tard) parce que (P ) est de la forme
(P* + Gy
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Pour 1'étude de PV nous allons donner une construction de la
résolvante Rl = (Pl--7\)_1 comme somme d'une partie principale a symbole
"homogene en A" et un reste qui décroit plus vite pour [A] - o.

P , défini par (3) avec G=0, T=vy, cofncide avec 1l'extension
de Friedriché de P_| au moins si P a la propriété de transmission

Q 00
CO(Q,E)

par rapport aux surfaces paralleles a ' pres de I, et alors

-1
R)\ = (Pl -2A)

existe pour A€ m\gm+ et est de la forme

ou ﬁl = (P--?\.)_1 sur 3, et GK est un opérateur de Green singulier,
continu de H°(E) dans HS+£(E)'pour s 2 0. Les approximations de R,
n'envoient pas nécessairement L2(E) dans D(P‘) 3 donc il est avantageux
de considérer le systeme 'mon-homogene" I

Q

(P -)»)
y s, avec son inverse (RX KK)

(ici K, = (I-RX(PQ-'K))KX y ou X, est un inverse a droite de y) ; ces
systémes opérent entre des espaces de Sobolev complétes.

Le fait que P est pseudo-différentiel (voir Seeley L13]
pour le cas différentiel) donne plusieurs problemes. D'une part, quand
p(x,E) est un polynome en £, alors (p(x,%)--?»)“1 (noté 5%(x,§)) est €~
en (E,A) pour tout (§,r) € Rn><(m\i§) ; mais quand p(x,&) n'est pas

polynomial, on a (dans les coordonnées locales)

-24

02085, () =0, ol e

gPa

k]

qui est < C, B(x)(l%li/ﬂ-rigl)_z_lﬁl seulement si |B|< 4.

Donc pour 1'o.ps.d. a symbole ﬁ%(x,g), les bonnes estimations en A
permettent seulement des manipulations utilisant des dérivations en €
jusqu'a 1'ordre 4. (Quand |A| -, on a besoin de 1'homogénéité en E

pres de 0).
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I1 y a un autre probleme : quand p est un polynome, les
racines en En de det(p(x',0,§',§n)-K) jouent un role important dans
la construction explicite de GK' Quand P n'est pas différentiel, on n'a
plus ces racines (cf. aussi [7, p.1117-1118!)), ni les formules explicites,

et il faut trouver un autre point de vue pour construire G Ici on va

3"
utiliser la positivité de la réalisation de Dirichlet de p(x',g',Dx ).
n
Soit V un secteur de € disjoint de ia_, par exemple :
(4) V= {re®lr=1, 0<e sesp, <2} .
Il est bien connu qu'on a pour A€V
(5) IR f]| =< clnl™H g £ € L2(E)
RK o c (fil, pour ’
et (puisque R0 est un opérateur de Green) pour s= 0
s
(6) ||RofHS+£ < cSHfHS pour f€ H°(E).
Définissant Hs’u(E) comme 1'espace H°(E) avec la norme
_ 2 [ 128y .42,1/2 L
“u“s,u = (HuHs+ [uf Hu“o) » on déduit de (5) et (6)
s
< !
(7) HR)\fHSw’p csl_[flls,u pour f€ H°(E) ,
uniformément en A€ V, ou on a mis
(8) o o= (—K)1/£ (réel pour A€ R_)
s ps . S,g',p:
Pour le symbole au bord nous definissons H (R+)

s 2 L, 2 2.8 2.1/2
comme 1l'espace H (IH) avec la norme Hu“s,g"u = (Hu“s+(|u| +[€1]°) HuHO) .
Soit

p(x',8',D )Q-)\ -1
(9) *n = (ry (x",€',D_) k, (x',E',D_)) ,
y A X A X

et notons que
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(10) r)\(x'vg"Dx ) = S)\(X'ag',Dx )Q+ g)\(X',’i',Dx ) )
n n n

ou g, est un op. de Green singulier sur IH_. Alors on montre par
analogie, que (en coordonnées locales)

(11) er(x"g',D < cs”st,E',u pour f€ HS(R+)q,

xn)fns+za§'au

1

uniformément en (x',§',A) € U'x R x V (U' relativement compacte dans

Rn-1) . (Dans 1'étude d'autres problémes aux limites on pourrait
prendre (11) comme hypothese).
On aura également de bonnes estimations pour KX et kx.
Nous allons maintenant définir la partie principale de RK' Avec

la notation habituelle pour les o.ps.d.

op(a(x,€))u = (2m) ™[ ™ a(x,8)0(8) a8
' R

nous introduisons aussi la notation d'opérateur de Green (du type ﬁQ’ G ou
T)

- - 1x1E ! A
Opgla(x',€',D_ ))u = (2mn) n+1J o1x'S a(x',&'yD Ju(§',x _)ag"' ,
X n-1 X n
n R n
avec une meme notation Opk pour des opérateurs de Poisson.
ler cas ou p(x',x ,,§&) = p(x',0,€) au voisinage de I' .

Dans ce cas nous posons (a 1'aide des localisations évidentes, voir [71)

R£ Opg(rx(x',g',DxH)) au voisinage de [ ,

Op(p(x,€)) plus loin de T,

Opk(kx(x',g',Dx )) au voisinage de T,
) n

0 plus loin de T .

On montre facilement que

HS?P(E)
X

W Hs+!@-j-1/2,u(E[ )
j<m-1 3

o Hs+£,p(E)

(12) (R, K.)

o o
A A
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est continu pour s> 0, uniformément en A€ V. Alors on peut obtenir

Théoreme 2
P ~-A
Q
(12')
Y

(R, K) =1I-8 ,

ou S, est continu de S M (E) x Tr HS+£_J-1/2’u(EiF) dans
j<m-1
Hs+1,u(E) % 17' Hs+£—j+1/2

’u(Elr) pour s= 0, uniformément en A €V .
L j<m-1

Pour montrer ce théoreme, on a besoin de montrer par exemple que :

90pg(r, (x',51,D_))y: B () ~ BSHH1R(p)
n

est continu (unif. en A) si supp®N suppVy = #, et que, pour deux

symboles au bord al,h et az,x',

Opg(ah,\)opg(az,x) = Opglay - az,x) + by s

ou le reste est d'ordre inférieur (unif. en A). Dans 1'étude du noyau

on a aussi besoin de montrer que
* * L
Opg(rx) = Opg(rk) + reste d'ordre inférieur .
Tout ceci est possible (comme dans [7}) grace au résultat:

Lemme 3 : Soit s= 0. Pour tout a', tout [B'|<4, on a (en coordonnées

locales), pour f€ HS(R+),

o' B! . »
HDX' Dg' r)\(x S ’Dxn)fns*'l"‘lﬁl’g'su SC@'vB"S“fIlSsg"u

1 1

uniformément en (x',£',A) € U'x R"" " x V(T compact C R .

Cela permet de faire des calculs analogues a ceux qu'on

fait pour les o.ps.d. en R"! . Ensuite nous avons



XIv.10

Corollaire 4 : Soit s=2 0. Pour AEV, [Xi suffisamment grand,
Sk
(R, K) = (R2 k%) =% s
(13) xS MM e P

(R, Ki) + 8,

ou Sy est continu de ' M (E) x -Tr HS+2"J_1/2’H(EIF) dans gSHi+Lin
j<m-1

uniformément en A.

2eme cas ou p(x,E) dépend de X pres de T .

Dans ce cas on choisit

Opg(rx(x',g',Dx )) + 0p(§i(x,§)-—ﬁ%(x',0,§))Q pres de I

R n

XN
Op(ﬁi(x,g)) ailleurs ,

o
et KK comme avant. Remarquons qu'on a en tout cas

N

o —
(14) AsQ

G; = Opg(gx(x',g',Dx )) pres de I’y O ailleurs ,
n

cf. (10). Le terme Op(p(x,i)-—p(x’,o,i))Q donne des complications j; (12)

déja est moins facile a montrer, et dans la démonstration du théoreme
2 on aura a traiter des termes ou les Opg(a) et Op(b)Q entrent en meme
temps ; on rencontre aussi des cpérateurs de Green singuliers du genre
L(Q,Q') = (QQ')Q - QQ%& (ou Q et Q' sont des o.ps.-d sur T ). Le
théoreme 2 est alors démontré a l'aide d'une analyse plus fine des

symboles, qui permet d'utiliser encore des notions de [3].
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§ 3. CONSEQUENCES

Nous supposons désormais que £>n+ 1 (cf. prop. 1). Alors le
noyau K(Rx)(x,y) est une fonction (matricielle) continue sur Q x (),

et nous avons que
_ ~0 O "
K(Rx) = K(PK,Q)a-K(Gh)4-K(SK) ,

cf. (13)-(14). Regardons les trois termes pour x=7y. Pour le premier

terme nous avons, pour x€(Q

K(ﬁg,g)(x,x) = K(ﬁ;)(x,x) = CO(X)(—K)_1+H/£ ’

(15) ¢, (x) = (207" [(p(x,8) + 1)1 at .

Pour le troisieme terme nous utilisons un théoréme d'Agmon (cf. e.g.[1;)

51 ¥ est, comme S, continu de L2(E) dans H'*1'*(E)

(unif. en A€V), ce qui donne

plus le fait que S

I—1+(n—1)/£

(16) lMsp(mxH SCNK , ¥x€Q, AEV .

Finalement, le noyau de G; a un comportement plus étrange. En utilisant

1' homogénéité du symbole de gx(x’,g',Dx ) on trouve que
n

(17) K(G;)(x,x) = P(x)K(x",x_o\)

ou ¢ est a support pres de 'y, #=1 au voisinage de I', et KG est une

fonction continue de (x',xn,h) avec la propriété, pour (x',xn)€]7xﬁﬁ;,

xea\m+et t> 0,

)
(18) Ko (x'hx stA) = t" KG(x',txn,x).

Donc pour x = O, K(G;)(x,x) est de la forme

o K(GD) (x150,x150) = ¢! (x') () "2/
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(comme K(?;)), mais pour Xn> o, K(G;) n'a pas cette homogénéiteé .
Par le théoreme d'Agmon, on a facilement

(20) [K(G) (xo3) | = eyln]~10/%

pour x€Q, A€V, mais on peut en effet montrer (comme dans L?Z, utilisant

que £>n+1) ,

l—1+(n—1)/ﬂ,

(21) [IQK(GK)(x,x)dxl < csl?x pour AEV .

Donc nous avons

Théoreme 5 : Quand £>n+ 1, le noyau de R}\ est de la forme, pour x=Yy,

_.1+n/ﬂ '—1+(n-1)/1"

(22)  K(R)D(x;x) = ¢ (x)(-A) + K(Gy) (x5 %) + o([A )

pour x€Q, A€V, cf. (15). Ici le terme K(G;)(x,x) a les propriétés
(17)-(21), tel que

-1+n/4 '—1+(n-1)/£)

(23) I K(RK)(x,x)dx: co(-h) +([A pour A€V,
0

avec c_ = ‘fnco(x)dx .

L'estimation (23) entraine, par un théoreme taubérien de
Hardy et Littlewood, une estimation du comportement asymptotique des

v.p. de P , qui reste valable aussi si £ < n+1 et si PY est remplacé
i

par (P+ G)T , grace a la proposition 1

Corollaire 6 : Soit (P+ G)T une réalisation positive et auto-adjointe

dans L2(E) (G et T étant d'ordre et de classe < £) telle que l'inverse

(P+ G);lest un opérateur de Green d'ordre -4 . Alors

(24) N(t,(P+G)y) = cPtn/Z + o(t™*) pour t =,
ou
1 o -n/L
C = m— tr[p(x,g) ],dw dx.
L p n(2n)" 'J‘Q J[§[=1 )
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Cette estimation a été prouvée d'abord pour certains o.ps.d. de
symbole rationnel dans [7} (prop. 3.6, th.5.7) ; le cas général est
esquissé dans [83. Pour le probleme de Dirichlet, une estimation du meme

genre a été obtenue dans Ell} pour certains opérateurs dans les classes

de Beals.

§ 4. REMARQUES ULTERIEURES

Le développement (22) differe de celui de Agmon-Kannai [2]

dans ce qu'il est uniforme en x€{ (mais A parcourt un secteur V seulement).

Le deuxieme terme K(Gi)(x,x) ne figure pas dans [2). En effet, dans le
cas ou P est un opérateur différentiel, on peut montrer (voir Seeley [13])
que K(GK)(x,x) est a décroissance exponentielle en |A| pour x€ compact

de Q.

De plus, Seeley a donné dans [13} un développement asymptotique
de la résolvante RK d'un probleme différentiel, qui implique pour le noyau
dans le cas £>n ,

N-1
(25)  K(R)(x;x) = T (K(B)(xyx) + K(G) (x,x)) + Ky(xs2)
j=o

avec K (x,0) = (] -1+ (n-N+1)/4

3 J
AEV. Ic1 les P)\ et Gx

de Green singuliers (définis pres de I'), a symboles homogenes. Il est

montré dans E13] que K(?j) et K(GJ) sont @(|h|_1+(n_3+1)/z) sur Q, et que

) pour tout N, uniformément en x@fi et

sont des opérateurs pseudo-différentiels, resp.

K(GJ) est a décroissance exponentielle en lkl dans l'intérieur de Q. On

voit facilement que K(PJ)(x,x) =y (x)( K)-1+(n J)/z(cj(x) continue

N

sur 0), et nos méthodes permettent en plus d'améliorer le reste KN a

I-1+(n—N)/£),

etre ([ et de démontrer que K(G{) est @(IXi"i*h‘j)/ﬁ)

= , =, -1+(n-j-1)/4 . . . -
sur O, son intégrale sur  étant (A (n-3-1)/ ). (Voir aussi Eskin ESJ
pour le cas scalaire). Pour les problemes pseudo-différentiels on

dans (12'), un

obtiendrait, en poussant plus loin 1'étude du terme SX

développement (25) pour N<Z, avec les estimations que nous venons de

-1+(n-£)/4

décrire, sauf que K(G{) serait seulement 3(|A| ) dans 1'inté-

rieur de Q.
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Les estimations données ici sont valables pour A dans un secteur
V, et il est naturel de chercher des estimations pareilles plus pres de
R+ s ce qui entrainerait des estimations du reste dans (24). Nous avons
une méthode pour ce probleme qui parait donner une estimation du reste
par G(t(n—d)/z) pour tout G<i%-(et pas plus). (Remarquons que les
estimations plus fines de [93 et [4J ne sont pas prouvés pour les

systemes généraux, et surtout pas avec des conditions aux limites. Pour

les problemes différentiels, Agmon a fait la remarque dans [1] que ses

estimations, ou G<&% , s'étendent aux systemes sans difficultés).
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