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INTRODUCTION

La classification microlocale des opérateurs pseudodifférentiels
"fuchsiens'" a été entreprise par Oshima [4_] dans le cadre analytique,
puis par Guillemin et Schaeffer [3_1 dans le cadre C . Cet exposé utilise
les méthodes de [3: - dues a Sternberg [5—GJ - pour démontrer des théoremes

qui généralisent ceux de [3} et [4__1 .

¢ 0. NOTATIONS ET RAPPELS

K=1R ou €. Tout ce qui suit s'entend dans le cadre holomorphe
si K=€, dans le cadre analytique (c®) ou €° si K=R. Comme nos résultats
sont locaux (et meme microlocaux), il n'y a aucune perte de généralité
a se placer directement dans un espace vectoriel.

Soit donc M = Kn+1, muni des coordonnées X 1-s-9X 5 on
note EO,...,En les coordonnées d'un élément du dual M* dans la base
duale. P¥M (resp S*M si K=1R) est le quotient de T*M\O (i.e. Mx (M*\{O}))
par l'action du groupe multiplicatif XK\ {0} (resp. R \{0}) dans la fibre
(i.e. le second facteur) % considere sur P M (resp- S M) les coordonnées

locales (x 1eesa X ,p ,...,p ,...,p ) définies dans U {§ )40}

(resp- U. = {+§1>0}) par p = —§J/§ » et la structure de contact (sous-

fibré Vectorlel de rang 1 de son cotangent) C’, dont une section locale est,
dans U, (resp. U » U, 7) la 1-forme dx, - Z p dx. = c; (resp.c;,c;)-
J#i
Une transformation de contact est un difféomorphisme local

3t 3 #*
h : P M®(resp-S MS) tel que hC = . Un champ de Lie est une transforma-

tion de contact infinitésimale, c'est-a-dire un champ de vecteurs X défini
dans un ouvert de P M (Iesp. S M) et tel que LxC', ccC. S1 m de51gne la
projection T M\ 0-P'M (ou st M), pour tout ouvert U de M (ou S M) et
toute transformation de contact h (resp. tout champ de Lie X) défini(e)
dans U, il existe une unique transformation canonique "homogene" Y

(resp- un unique champ symplectique X) défini(e) dans n"1(U) et tel(lLe)
que Teh= hem (resp. T'ﬂ:ai/ = Xom), et réciproquement. En particulier, si
F(x;8) est une fonction homogene (resp. positivement) de degré 1 en §,

- 3*
définie dans un ouvert conique 7 1(U) de T M\ 0, et si 1'on note HF le
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champ symplectique de hamiltonien F, il existe un unique champ de Lie

-
Vg tel que Tn s Hy = lFe

T e

Pour etre plus précis, supposons (ce a quoi 1'on peut toujours
se ramener localement par une transformation canonique homogene consis-
tant a '"permuter les indices des coordonnées') que nous sommes dans

-+ 0o 1 1 +
V=0 (resp- Uo)' Notant x = t, E° = T, P, =P et c=c (resp.co), on a

F

= 1f(t,x, - ?J = tf(t,x,p). Dans les coordonnées (t,x,p),'vk = X s'écrit
n n . d
(1) X = - Zf . + (f=<p,f >) °_ ., (f +p1f ) —
= Pt 9% p ~ ot 121 X§ v spt

On dit que f est le hamiltonien de contact de X par rapport a c. Il est

caractérisé par la relation <c,X> = f.

Si 0 est valeur réguliere de f, E= £71(0) est une sous-variété
de codimension 1 de V. Soit i 1'inclusion de E dans V. Si X s'annule
en tout point d'une sous-variété S de V, S est incluse dans E ; notant
j cette inclusion, on vérifie que l'application (i*C)oj (i*c étant
considérée comme une application de E dans T*E) est identiquement nulle ;
en particulier, j*i*c = 0, d'ou il résulte que S est de dimension au
plus n.

Un champ de vecteurs sur un ouvert U de V s'identifie a une
application X de U dans V. Sa partie linéaire en un point A de U ou il
s'annule est DX(A) € GL(V).

§ 1. GEOMETRIE

Théoreme 1 : Soit X un champ de Lie nul sur une sous-variété S, de

dimension n-k, de V, et dont le hamiltonien de contact f a 0 pour

valeur réguliere ; soit A un point de S ou les valeurs propres de la

partie linéaire Xo de X vérifient les conditions suivantes :

(i) O est valeur propre d'ordre n-k ;

(ii) l'enveloppe convexe des autres valeurs propres ne contient

g

pas l'origine ;

(iii) Celles-ci sont "aussi distinctes que possibles'" c'est a

dire au nombre de 2k+1.

== e AL ot

Il existe alors une transformation de contact h: V9 définie dans

un voisinage de A, de méme classe de différentiabilité que X, envoyant




XI.3

A sur l'origine, et telle que h,X ait par rapport a c un hamiltonien de

contact de 1'un des types suivants

1) Dans le cas holomorphe

k .
(2) Y (a,(Mx, + Q(y,x))p’ - (a_(y)t+P(y,x)),
S Y J J 0

a) X = (Xla---,xk)gtyv= (xk+1,...,xn).

b)  Pour chaque j, Qj(y,x) est un polynome en x, a coefficients
o o
holomorphes en y, et ne comportant que des termes en x11...xkk tels que
k k
(3) 2. 2 22¢etal0) =5 aa,l0).
i=1 1=1
¢) P(y,x) est un polynome en x, a coefficients holomorphes en y,
o X
et ne comportant que des termes en Xq" . xkk tels que
k
(4) a (0) = Z aiai(o).
1=1
2) Dans les cas réels,
k k-2m
5) T (ax, + Gxzapd + L ((a (5)/2) (2 + b, (5) ()2
= J J J . o J J
j=1 J—k1+1
_ . k-m
+ 2Re(R.(yyxy2,2) (=p.(y)x. +b.(y)pI))) + 2Re((a.(y)z. +
J LA jok=Zm+1 3
+ Sj(y,x,z,i))r:’) - (ao(y)t+ P(y,x,2z,2)),
ou
a) X = (x1,...,xk1), zj = xj + 1xm+j’ z = (zk—2m+1""’zk-m)’
J _ (3 _ s m+j _
rY = (p -ip vY)/2 et y = (xp,qre-eox )



XI.4

b)  Pour chaque j, Q (ysx,2,2) est un polynome en (x,z,z), a valeurs

réelles, a coefficients analythues ou €~ en y, et ne comportant que des

termes _en x szY tels que

[al +[B[+ v 22 et

(6)

a;(0) = Z a,a,(0) + Z: (Bya,(0) +v, a (0)),

i=k-2m+1

et agre-eray sont dans }O,ao/Z[.

~

c) S (ysx,2,2) est, pour chaque j, un polynome en (x,z,Z), a

coeff1c1ents analytiques ou c” en y, et ne comportant que des termes en

By ,
x*z"7 tels que (6) soit vérifiée, et ak_2m+1(0),...,a (O) ont_leurs

parties réelles dans 70,ao(0)/2[, et sont imaginaires.

N

d) bj(y) est, pour chaque j, une fonction analytique ou C°, a

valeurs réelles ; p.(y) est une des racines du polynome Kz-h+ b.(y),
J

supposées 1mag1na1res (i.e. b (y) > 1/4), et RJ(y,x,z,z) est un polyndme

en (xy2,2), a coefficients analythues ou ¢~ en y, et ne comportant que
des termes en x zB z'

a.(0) = 0)p.(0).
; a_( )pJ( )

tels que (6) soit vérifiée, si 1'on note

e) P(yyx,z,Z) est un polynome en (x,2z,z), a valeurs réelles, a

coefficients analytiques ou c” en y, et ne comportant que des termes en

2Py tels que (6) soit vérifiée pour j = O.

Remarques : 1) Pour k=0, ce théoreme a été démontré par Oshima ([4])
dans le cas analytique.

2) Pour k=n, ce théoréeme a été démontré par Oshima [4]
dans le cadre analytique et par Guillemin-Schaeffer [3] dans le cadre Cm,
sous l'hypothese supplémentaire qu'aucune des relations (3)-(4) ou (6) (j

variant de O a n) ne soit vérifiée.

3) L'hypothese (iii) n'est utile que si k < n (les racines
d'un polynome ne dépendent analytiquement de ses coefficients que la ou
elles sont simples).

4) L'hypothese (ii) est inutile si k=n (voir le théoreme 2

ci-dessous) ; elle est automatiquement vérifiée, si (i) 1'est, pour
k=0 (il en va de méme de (iii)) ; en revanche, dans les cas intermédiaires,
el;e est en général indispensable si 1'on veut un h analytique ou c” (qui
sinon n'existerait pas formellement). Si l'on ne désire qu'un

h C°(sz 1), on l'obtient en général, s dépendant du spectre de X (voir

M11).
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1

Démonstration du théoreme 1 : On note q = (pk+ ,...,pn). On trouve dans

Oshima [4} une démonstration du

Lemme 1 : Les hypotheses et les notations étant celles du théoreme, il

existe une transformation de contact, Qg_méme classe de différentiabilite

que X, et qui envoie A sur l'origine et S sur {(x,t,p,q)=(0,0,0,0)}

(notant p= (p's...,p")).

Voici une autre démonstration de ce lemme, plus naturelle que
celle d'Oshima :1'image de S dans le cotangent Kn><(mﬁ)* par la
projection ((xi),t,(pi)) - ((xi),(pi)) est une variété isotrope réguliere
I, qui détermine completement S des que l'on connait un point de S.
Supposant que A= 0 (on s'y ramene par la transformation de contact

((x;)stap™) = ((x; =)yt =B -2 (x, = @)y (5 =71)), si A= ((a),B, (1)),

I étant isotrope on peut choisir une base symplectique defﬁﬂKn telle que,
dans ces nouvelles coordonnées, l'espace tangent a I en O soit défini

par (x,p,q) = (0,0,0) ; en relevant la transformation canonique 'change-
ment de base' dans V (voir la démonstration du lemme 2 ci-dessous),

1'espace tangent a S en A= 0 est alors défini dans les nouvelles coordonnées
par (x,t,psq) = (0,0,0,0). On peut donc exprimer localement S comme le
graphe d'une application y ~ (x(y),t(y),p(y),q(y)).

Soit alors la transformation de contact fixant l'origine définie en rele-

vant la transformation canonique
X=x-x(y), P=p-ply) , Y=y,
Q = qg-q(y) + <p-p(y)yx'(y)> - <x=-x(y)s p'(y)> ;
elle démontre le lemme. n

Nous supposerons donc désormais que A est l'origine et que

S = {(xytypsq) = (0,0,0,0)}. Soit

(7) Fo2 g () Py

Oy Byy s

le "champ taylorien'" de f le long de S (i.e. la famille a parametre y des
développements de Taylor des applications (x,t,p,q) » f(x,y,t,p,q) a

l'origine).
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I1 résulte aussitot de (1) que ao(y) = 'fo100(y)’ et que seuls

interviennent dans la détermination de X0 des termes du champ taylorien

a 1'ordre 2 de f le long de S ; de plus,

(8) £ 000(Y) = foo\.fo(y) = £5006(Y) = £5000(Y) = O pour laf = Iv]=1T6l=1.

Le théoreme comporte en particulier une ''diagonalisation de
la partie linéaire de X le long de S'", qui va etre notre premiere

étape ; pour commencer, on a le

Lemme 2 : Soit X1 un champ de Lie nul a l'origine, de hamiltonien de

contact f, = cot-Q(x,p) (on se place dans 1'espace V, des jets d'ordre

1
1 d'applications de et dans @), ou Q est une forme quadratique. Si les

2k+1 valeurs propres de la partie linéaire de X1 a l'origine sont

¥*

1 telle que h1X1 ait

pour hamiltonien de contact cot-<p,Lx>, gﬁ_L est un opérateur linéaire

distinctes, il existe une transformation de contact h

diagonal dans la base standard.

Pour prouver le lemme 2, nous allons utiliser le fait élémentaire
*
suivant : soit W le cotangent Ek><(Gk) y muni de sa structure symplec-
tique habituelle. Soit g: (W,0) -» (W,0) une transformation canonique locale ;

au voisinage de O, g possede une fonction génératrice : si 1l'on note (x,p)

les coordonnées a la source et (x',p') les coordonnées au but, il existe

deux partitions {1,...,k} = I U J = I' U J' et une fonction u((xi)ié I
J ' v J . ,

(p*) (xi)'G I’ (p )jEtI') telles que le graphe de g soit donné

jEJI? i

localement par

(9) pt = u si i€I, x.=-ugj si jE€J, p'1=—ux, siié€1I' ,
i J p i

x'=u .j si j€J'.
J p"] J

Soit § la transformation dont le graphe dans V1><V1 est défini, si 1l'on

note (x,u,p) les coordonnées a la source et (x',u',p') les coordonnées

au but, par les formules (9) et par

(10) t' = t-u + E: pJu j o+ E:: p’Ju JJ -
jEJ Y jEJ' p
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~

g est une transformation de contact, telle que g-s = s.g , en notant s

la projection naturelle de V, dans W. Si u(0,0,0,0) = 0, g laisse fixe

1
1'origine.

Notant p comme un vecteur-ligne et x comme un vecteur-colonne,
supposons que Q(x,p) = thx/2-+pr4—thp/2, ou B, C et D sont des matrices
(k,k), B et D symétriques.

X1 se projette par s sur un champ Y linéaire dans W, de matrice

-B cI-"C

Par hypothese, les valeurs propres de Y sont distinctes. Si vy
est un vecteur propre de Y associé a la valeur propre c; (i=1,2) et que

cy # cy et cyt c2£ Co' Vq et vy sont orthogonaux pour la forme canonique

de W. Notant celle-ci F, on vérifie en effet que

F(vl,sz) + f(Yv1,v2) = (c1+-cz)F(v1,v2) = coF(vi’VZ)'

I1 existe donc k vecteurs propres VireeeaVy de Y deux a deux

de Y, deux a deux

orthogonaux, et k autres vecteurs propres LEEEEEEA N
orthogonaux, et que 1l'on peut choisir de maniere que F(wi,vj) = 6%
(symbole de Kronecker) ; si Yv, = ¢.v,, Yw, = (¢c_=-c.)w,.

i i'i i o i"7i

Si g désigne 1'automorphisme (canonique) qui fait passer de la
base standard de W a la base ((Vi)’(wi))’ h, = g permet de démontrer le
lemme. 0O

Corollaire : Dans le cas réel, sous les hypotheses du lemme 2, il existe

*
une transformation de contact réelle h2 telle que h2X1 ait pour hamilto-

nien de contact

. k k-2m k-m
cot-( Zf c.x.pd + 5::::i co(x%+ d.(pJ)z)/z + E , 2Re(c.z.rY),
j=1 JJ j:k1+ 1 J J j=k-2m+1 JJ

ou z. et rJ sont définis comme dans 1'énoncé du théoreme (2)a)).

- J

(dans la formule ci-dessus, le premier groupe de termes correspond aux

valeurs propres réelles Cyrm--aCp 3 le deuxieme groupe correspond aux

valeurs propres imaginaires de partie réelle c0/2 (avec, donc, dj> 1/4) ;

o1

le troisieme groupe correspond aux valeurs propres imaginaires cj et

de partie réelle £ ¢ /2).
0

J
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I1 reste a donner une version "a parametre y" du résultat précédent

Lemme 3 : On suppose que c et Q, dans l1'énoncé du lemme 2, dépendent de
k

maniére  analytique ou C  d'un parametre y€ K", et que les hypotheses

du lemme 2 sont vérifiées pour y= 0. Il est alors possible, dans la

conclusion du lemme 2, de faire en sorte que h, et L soient des fonctions

1
analytiques ou c” de y pour y assez petit. La meme remarque s'applique,

mutatis mutandis, au corollaire du lemme 2.

(Pour y assez petit, avec les notations de la démonstration du lemme
précédent, les valeurs propres de Y(y) sont simples, et dépendent donc
régulierement de y ; si 1'on fixe arbitrairement la base propre
((Vi(O)),(wi(O))), on peut par exemple choisir, pour y assez petit,
chacun des Vi(y) de maniere que sa composante suivant Vi(O) dans la base

précédente soit égale a 1 ; le hi(y) ainsi construit répond a la question).

Lemme 4 : Soit h : (V1,O) - (V1,0) un germe de transformation de contact

laissant fixe l'origine. Si h est "assez proche de l'identité'", elle

possede une fonction génératrice, c'est-a-dire, notant (x,t,p) les

coordonnées a la source et (x',t',p') les coordonnées au but, un germe

de fonction g(x,t,p') tel que le graphe de h soit donné par les formules

t'

g(x,t,p') - <p',gp,(x’t,p')> )
(11)
x!

"gp'(x’tvp') ip= ‘Bx(x,tap')/gt(x’t,P')-

Réciproquement, si ces formules définissent le graphe d'un germe d'appli-

cation, cette application est une transformation de contact.

(se déduit de l'existence d'une fonction génératrice pour la transformation
~

canonique homogene h associée a h comme il est dit au paragraphe 0).

Remarque : On obtient en fait ainsi tous les germes de transformations
de contact laissant fixe l'origine, a conjugaison par une '"transformation

de Legendre'" (échangeant certains des x; avec les p1 correspondants) pres.

Nous arrivons au bout de la partie pénible de cette démonstration,

avec le
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Lemme 5 : Le théoreme 1 est vrai '"formellement le long de S" ; plus

précisément, il existe pour tout entier s une transformation de contact

de meme classe de différentiabilité que X, définie dans un voisinage de

l'origine, envoyant O sur O, et transformant X en un champ de Lie ayant

meme ''champ taylorien d'ordre s" que le champ de Lie qui a pour hamilto-

nien de contact (2) ou (5) (et de plus il existe un champ taylorien

d'ordre infini de transformation de contact qui envoie le champ taylorien

(par champ taylorien, on entend "le long de S'", au sens défini par la

formule (7)).

La démonstration de ce lemme se fait en deux étapes : on commen-
ce par terminer la '"diagonalisation a parametre'" commencée avec le
lemme 3 (en utilisant le lemme 4), puis on utilise de nouveau le lemme 4

pour écrire explicitement 1l'équivalence entre champs tayloriens.

Premiere étape : On applique d'abord le lemme 2 avec (les notations étant
S a Y
celles de (7)) ¢ = f (0) et -Q(x,p) = / f (0)x p' .
o 0100 ﬂ;r:r;Tzz a0y 0

Puis on étend la transformation de contact h1 de V1 définie par le lemme

2 en une transformation de contact de V, a savoir

(x,typrysq) — (h1(x,t,p),y,q), et on remplace X par son image par cette

transformation de contact.

On applique alors le lemme 3 a ce nouvel X (dont on note toujours
f le hamiltonien de contact), ou plutot a la famille a paramétre y de

champs de Lie sur V., définie, avec les notations de (7) et du lemme 3,

par c (y) = f01000(;) et Q(ysxsp) = - o faoyo(y? xp' .

af+]y[=2

La construction utilisée pour démontrer le lemme 3 montre que la famille
de transformations de contact obtenue est égale a 1'identité pour la
valeur 0 du parametre (ne pas oublier la conjugaison déja effectuée! ).
Pour y assez petit, le lemme 4 montre donc qu'il existe une famille
g(y,x,t,p') de fonctions génératrices de ces transformations de contact ;
plus précisément, g est de la forme t-3(y,x,p'), ou & est une forme
quadratique en x et p', dépendant régulierement du parametre y. Si 1'on
considere maintenant dans V la transformation de contact dont la fonction

génératrice est g-<q',y>, on constate qu'elle envoie X sur un champ de

Lie nul sur S et dont le hamiltonien de contact est, a des termes d'ordre
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supérieur a 1 en t et supérieur a 2 en (x,p,q) pres,
t 1 t
- ao(y)t+pA(y)x + gB(y)x + qC(y) 'p + EqD(y) q>

ou A, B, C et D sont des matrices a coefficients fonctions de y, A
diagonale, D symétrique, et ou l'on note les covecteurs comme matrices-
lignes et les vecteurs comme matrices-colonnes.

Nous allons fabriquer une transformation de contact qui '"tue"
B, C et D, et que nous obtiendrons par le biais de la fonction généra-

trice de son inverse. Ecrivant celle-ci sous la forme

t 1 t
t' - (px' + qB(y")x'+ qv(y")p+ 5q08(y')"q + ay'),

toujours "matriciellement" (!), on constate que, pour

-1

y = C(a.oI--A)“1 s B=BA et 6= a;1(BtY +YtB-+D),

elle met sous forme normale la partie linéaire
de X le long de S (nous n'avons traité a fond que le cas complexe, mais

le cas réel s'en déduit aisément).

Seconde étape : Tout d'abord, on remarque que, si h est une transforma-

tion de contact et X un champ de Lie, 1'image de X par h a pour
hamiltonien de contact (e. h-1)(f.h-1), si f est le hamiltonien de contact
de X et si h* c = e.c. Par conséquent, il s'agit de résoudre (pour
1'instant, formellement)

|

g
X
(12) gt'(X"Y'7t'ap’q)f0(x"Y'7t""E;'"gyv/gtv) =

f(—gp,-gq, 8"<P’gp>"<Qagq>vP’q)’

ou fo est le hamiltonien de contact de 1'image de X par h-donné, dans le
cas qui nous intéresse, par (2) ou (5) - et g la fonction génératrice
de 1'inverse de h ; naturellement, on suppose ici que X a déja été
"préparé" suivant la premiere étape.

Pour obtenir effectivement (2) ou (5), il est indispensable
de se livrer au préalable a la manipulation suivante : dans les cas
réels, on fait en sorte que les projections orthogonales sur 1l'axe réel

des a_ (0) soient comprises entre O et aO(O)/Z pour 1 < i < n. D'apres
C i
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1'hypothese (ii) du théoreme, Rea, (0) ou Re(a (0) -a; (0)) est toujours
compris entre O et ao(O)/Z H qultte a "echanger X, et P Iu (par une
transformation de Legendre), on ne perd rien a faire cette hypothese.
Dans le cas complexe, il suffit de remplacer 1'axe réel par une droite
issue de 1l'origine, telle que la projection orthogonale de 1l'enveloppe
convexe des valeurs propres aO(O),...,an(O), aO(O) - a1(0),...,a0(0) - an(O)
sur cette droite ne contienne pas 1l'origine et ait la projection de
ao(O) pour point extrémal ; on fait alors la meme manipulation.

Si

—_— 5
(13) g = t' =<x",p>-<y'yq> + L—A gOLBYE)(y')x'at'BPYq ,
2B+laj+ly+ioi>2

(14) ¢ (x 2 Y'at'yp'aq') = Z (a (y' )x +Q (y',x ))p'J-—(a (y)t'+P(y',x"))
J=1

et

faﬁvé(y)x 2 PoY 8,

k .
(15) f(x,yst,psq) = a.(y)x.pd-a (y)t + ,
Z J J ° 2|3+|oc|+|y|+|6|>2

(12) s'écrit donc

(16) 2 Y A e —a (rBe Y al(v)
16 v (- a.(y')a.~-a (y')B+ a.(y')v. +
2B+[al+[v[+]6]>2 =1 I 3 ° =1 9 J

—a (3 Uyl + ol - 1))gaBY6(y')X'at'Bqu6 =

k ——
o)
P(y'yx') = 5 Q, (y'yx') + .(_ ¥ (y')X'at'Bqu )
j".-:‘i 25+|oc|+|y|+|6|>2 Py d

- ) i .
ou YCLBY@ ne dépend que des données et des gOﬁ'B'Y ,6,()’ ) tels que

2B'+a'+y '+ 0' < 2B+ +y + O .
ar conséquent, g y es ien déterminé et régulier pourvu que
P é t ochb( ') est bien déterminé et régulier p q

(17) Z(aa (y") +Y (a (y')-a (y'))) + (ﬁ+|6|-1)a (y') #£0.
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Ici intervient 1'hypothese (ii) : il existe un voisinage U de 0
dans S tel que toutes les relations (17) qui sont vérifiées pour y'=0

soient vérifiées ¥y!' € U . Restent les (ayByy+0)y en nombre fini, tels

que (17) soit transgressée. Pour ceux-la, on pose gaB'b(y') = 0, et 1'on
I

choisit le terme correspondant de P(y',x') ou de Q.(y',x') de maniere a

annuler le terme en xathan du second membre de (16). [(Grace a (ii) et

a la manipulation faite au début de la seconde étape, on vérifie que les

(a,Bsy 18) pour lesquels (17) est transgressée sont tels que B= lbl: 0,
et [v| =0 (termes de P) ou 1 (termes des Qj) 1. Ceci termine la

démonstration du lemme 5 . a
Passons a la partie "intelligente'" de cette démonstration,
dont 1'idée est due a Sternberg [4] (1'original est dans la these de

Poincaré).

Lemme 6 : Soit EXF un produit d'espaces de Banach sur K, et soit

T = (T1,T2) un difféomorphisme ¢’y ¢¥ ou holomorphe, défini dans un

voisinage de S = Ex {0} et tel que TIS = id . On_a donc

DT(0,0).(y,z) = (y,Az + By).

Supposons que le spectre de A soit intérieur au disque unité ;

soit o un entier tel que

p spec (A_1).[p spec (A)]a4’1 < 1,

et soit To un difféomorphisme de ExF défini dans un voisinage de (0,0),

de meme différentiabilité que T, et ayant le meme champ taylorien a 1'ordre

a le long de S que T .

Au moins lorsque To(y,z) = (y, U(y,2)) , il existe un difféomor-

phisme R, défini dans un voisinage de (0,0), égal a 1'identité sur S, de

méme différentiabilité que T, et tel que

dans le domaine de définition de R.

De plus,‘Ei E XF est muni d'une structure de contact et si T,EE

To sont des transformations de contact, il existe un tel R qui soit une
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transformation de contact.

Idée de la démonstration : On cherche un R = (Rl’RZ) tel que

soit

{ 1 1
R w(Rig T,R.: T),

Tgi(y,z) (y,W(y,2)).

Grice a 1'hypothése faite sur le spectre de A, la suite pr_ s T' converge

1

vers un R1 qui convient, si pry : E XF—- E est la projection naturelle.

Grace au choix de o, la suite W' (R, pr, T") converge dans

2
chaque 'variété stable R1 = constante vers un R2 qui répond a la question

(c'est le théoreme de Sternberg ES]) et dépend régulierement de R1.

. ’ ’ o0 .
La convergence des deux suites précédentes est C , et uniforme (ce

qui suffit) dans le cas holomorphe, dont le cas Cc® se déduit.

Pour prouver la partie "contact" du théoreme, on montre qu'en

fait la suite T;n T converge vers (R ,R2) au sens ! (cela suffit pour

1
que la limite soit une transformation de contact si c'est un difféomor-
phisme). O

Fin de la démonstration du théoreme 1 : Soit §,. le groupe a un parametre

]
de transformations de contact engendré par X (o étant complexe si X est

holomorphe). On restreint 6 a une demi-droite réelle issue de O et sur
laquelle Qe satisfait pour tout § aux hypotheses du lemme 6 (il en existe
une grace a l'hypothese (ii)). Pourvu que l'on ait, grace au lemme 5, "tué"

assez de termes de X, §. a meme champ taylorien d'ordre o le long de S que

e
Ye, ou Ye est le groupe a un parametre dont le hamiltonien de contact est

défini par (2) ou (5). Le difféomorphisme R qui conjugue @eszB est la

limite quand § = ® sur notre demi droite de V¥ ) et ne dépend donc

-8 9’
pas de 6. En dérivant par rapport a 6 l'identité R, = ¥ R , on obtient le

théoreme 1. ]
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Corollaire : Lorsque S est "de dimension maximale" (i.e. maximale pour

1'inclusion), le théoreme 1 est vrai en dimension infinie, le modele

local de X étant alors le champ de Lie dont le hamiltonien de contact est
- ao(x)t.

Théoreme 2 : (Oshima, Guillemin- Schaeffer). Si dans le théoreme 1 on

prend k = n, les hypotheses (i) et (ii) ne sont plus utiles pour en assurer

la conclusion. En revanche, il est indispensable d'ajouter une condition

de non résonance dans le cas C  (cf. [3}), et une condition diophantienne

assurant que l'on est "loin des résonances'" (cf. [4]) dans les cas

analytiques.

Remarques : 1) Les résonances a éviter sont celles qui obligent a
conserver une infinité de termes dans la forme normale "formelle'. En
revanche, comme nous 1'avons fait dans le théoreme 1, il est toujours
possible de donner des formes normales polynomiales (et utilisables!)
lorsqu'il subsiste des résonances moins méchantes.

2) L'usage de fonctions génératrices simplifie la démonstra-
tion de Guillemin-Schaeffer (leur '"théoreme de prolongement de Whitney"
pour les transformations de contact se réduit au théoreme de Whitney
habituel pour les fonctions).

3) Le théoreme d'Oshima se déduit, ainsi que la (légere)
généralisation qui en est donnée au 1), d'un théoreme de Rlissmann (preprint,
I.H.E.S., 1977), qui améliore d'ailleurs la condition diophantienne y
figurant.

4) Dans le cas holomorphe, si ladite condition diophantienne
est transgressée sans que le soit la condition de non
résonance, il existe une transformation de contact ¢ VoV qui conjugue
X a sa forme normale (du moins lorsque O est intérieur a 1'enveloppe

convexe des valeurs propres) !

§ 2. OPERATEURS

. 3 *
Théoreme 3 : Soit, au voisinage d'un point A de P M (resR.S M) un 0.p-d.

du ler ordre B, dont le symbole principal iF est tel que QTF,vérifie les

hypotheses du théoreme 1 (ou du théoreme 2) ; il existe une transformation

de contact quantifiée U (opérateur intégral de Fourier dans le cas Cm),

telle que (modulo un o.p.d. d'ordre -« dans le cas C') UoB LU - S',
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défini au voisinage de (t,x,t,%) = (0,0,1,0) par

k
(18) S' = (ao(y)ta-P(y’x))§%+ ;g%(aj(y)xj+-Qj(Y»X))§§.+ b(y)

dans le cas complexe, et par

k
S' = (ao(y)t+P(y,x,z,z))-agt- + J:ii (aj(y)xj+Qj(yax,z,z)) 'aé;:l +
k-2m
a (y) 2
2 2 d o,-1
2 (x® 22 (2 .
e O A

(19)

2Re (R, (¥:%,2,2). (- p,(y)x, 2 bj(y>§;j)>) ,

k-m
+ E 2Re ((a.(y)z.+ S.(ys1x,2,2))
j= k-2m+1 J J 3

fe)
dz.
J

) + b(y)

dans les cas réels, les notations étant celles du théoreme 1.

Si 1'on appelle équivalence microlocale la conjugaison de deux

0.p.d. par une transformation de contact quantifiée, modulo le produit par
un o.p.d. elliptique (par exemple (g%)a'si 1'on est pres de T=1), on voit
que les modeles microlocaux d'o.p.d. complexes présentant les singularités

que nous venons d'étudier sont des opérateurs différentiels du premier

ordre. Dans le cas réel, (19) montre que, si 1'on désire un modele

différentiel, il arrive que 1'on doive le prendre du second ordre (cas

ou il y a des valeurs propres de partie réelle ao(O)/2).

Démonstration du théoreme 3 : Soit h la transformation de contact cons-

truite dans le théoreme 1 (ou le théoreme 2). Il existe une transformation

de contact quantifiée au-dessus de h qui conjugue B a un o.p.d. dont le
symbole principal est celui de S'.

Supposant donc désormais que B et S' ont le meme symbole princi-
pal F, nous allons démontrer le théoreme en prouvant l'existence d'un

o.p-d. elliptique d'ordre 0, U',tel que
(20) Ur. §' = B.U!'

Soit G_ (resp. Gé) le symbole sous-principal de B (resp. S'),

et soit Uo le symbole principal de U'. D'apres (20),
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(21) {F,U}+ (G -6G)U =0,

\%
ou{ , } est le crochet de Poisson. Si U, =e °, (21) s'écrit

—~ ' =
(22) {F,V Y+ G -G =0 .

D'apres les hypotheses d'homogénéité, F = 1f(t,x, - %), VO::Vo(t,x,— %),

G, = go(t,x,-%J et G! = gé(t,x,—%& . Si 1'on pose, comme précédemment,
p= - %, (22) équivaut a

- "
(23) X.v + g, -8 =0,

ou X est le champ de vecteurs

_ R ~ sl o i o
(24) X==-%f ax."(f p f ;) STHE(E +p ft) i
P i P 1 op

c'est-a-dire qu.

Supposant (23) résolue, er S' - B °Uo est un o.p.d. de degré

Lo -1
-1, ainsi que S'--Uo - B °Uo .

Pour démontrer le théoreme 3 "formellement" et dans le cas Cw,

il faut prouver le

Lemme 7 : Soit T un o.p.d. d'ordre 1, tel que S' =T soit d'ordre -k

(k entier > 1). Il existe alors un 0.p.d. de la forme 1+Uk , ou U est

2= Vg =2

homogene de degré -k , et tel que

(1+ Uk)S' - T(1+-Uk)

soit de degré -(k+1).

T-kgk(t,x,-%O le symbole principal

Soit en effet Gk(t,x,T,§)

de T-S'. I1 s'agit de résoudre

|
o

I

(25) {F,Uk} * Gy =

soit encore
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(26) Xou + kf u + G = 0,

avec les notations (24).

Lemme 8 : (23) et (26) ont des solutions, pourvu que g, - &, soit nulle

pour (t,x,p,q) = (0,0,0,0).

Nous ne démontrerons ce lemme que dans le cas du théoreme 1

(celui du théoreme 2 est dans [3' et [4]).

Soit @e le groupe a un parametre engendré par X. Restreignong
6 a une demi-droite réelle issue de l'origine comme a la fin de la
démonstration du théoreme 1. (23) équivaut a

e
(27) Vo = Ve @e + jo(go-gé)nén dn .

Vo = I (go-gé)cé d_est bien définie et répond a la question.
o

mn

De meme, (26) équivaut, en posant Y = f;lx.et h

- N

= f, g a

k

(28) Y.uk-l-kuk + hk =0 .

'(O’OQOQO)}’ la

résolution de (28) ne présente aucune difficulté, et donne un unique champ

Formellement le long de S = {(x,t,p,q)

taylorien solution le long de S. Par conséquent, on est ramené (par
prolongement et soustraction) a résoudre (28) quand h_ est nulle ainsi que

toutes ses dérivées le long de S. On vérifie que

(o]

ko
(29) u = jo e (hkcwe)de

a un sens et répond a la question.

On en déduit le théoreme 3 dans le cas C . Dans le cas analyti-

que, la convergence résulte d'un résultat général d'Oshima ([4?). o

Remarque : Le lemme 8 est un cas particulier d'un "théoreme de Cauchy-
Kowalewska' démontré par Oshima [4] dans les cas analytiques. Ce théoreme
est nettement modifié dans les cas C correspondant aux hypotheses du

théoréeme 2 (voir [1]).
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CONCLUSION

I1 n'est sans doute guere possible d'aller beaucoup plus loin
dans la recherche de formes normales sans hypothese particuliere. Nous
n'exposerons pas, faute de place (et faute de 1'avoir fait oralement),
des résultats analogues (voir [1]) pour les systemes différentiels (et
pour les familles d'o.p.d. qui commutent). Oshima [4} est bien loin
d'avoir traité tous les cas, meme '"génériques'", car il se limitait aux
situations ou la variété caractéristique est réguliere.

I1 faut remarquer que la recherche de formes normales pour les
systemes 'fuchsiens' est nettement moins facile dans le cas c” que dans
les cas analytiques (voir [1}: meme pour des 0.p.d. qui commutent, on doit
"adapter" des résultats fins de Dumortier et Roussarie [2]).

Enfin, il nous parait fort probable que les propriétés de
propagation des singularités pour les opérateurs réels exclus du théoreme
2 (mais tels que le champ X ait un zéro hyperbolique) ne seront pas bien

différentes de celles des opérateurs auxquels ce théoreme s'applique.
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