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V.1

Nous considérons des équations d’évolution du type àu/3t = Au,

u(0,.) = f(.), en norme uniforme, A étant un opérateur local sur un

espace localement compact Q, possèdant une "bonne théorie du potentiel"
(suffisamment d’ouverts réguliers, et un "principe du maximum" ou

similaire). Le contextee et plus précisément les notions, terminologie,

et notations que nous allons utiliser sont celles de [Lu 2] , [Lu 3l .
Le niveau de généralité est similaire à celui d’une théorie axiomatique

du potentiel de Brelot, (en fait notre contexte est moins restrictif).

En même temps nous obtenons des résultats qui, pour autant que nous

sachions, sont nouveaux même dans des situations très concrètes,

apparemment même (en grande partie) pour le laplacien ordinaire dans
R . Les résultats dont nous allons parler ici sont en partie publiés ou

à paraître? [Lu 11 , (Lu 21 , [Lu 3~ , [Lu 41, [Lu 51 , [Lu - P3, et en partie

encore non rédigés.

0(0) = 0 désigne l’ensemble des ouverts non vides de O. Pour

V E 0, C(V) = [fonctions continues à valeurs complexes, sur nl,
C(V) : f s’ annul e à l’infini dans V}. Pour chaque V E 0,

l’opérateur local A opère dans C(V) avec domaine D(A,V) c C(V).

("Opérateur" veut toujours dire ici "opérateur linéaire").

Il nous semble que le mieux soit de décrire les problèmes et
résultats qui nous intéressent sur un exemple simple et concret, et

ensuite énoncer -ou donner des indications sur- les résultats dans leur

forme générale.

§ 1. L’EXEMPLE DU LAPLACIEN

Nous prenons 0= Rn, A= p comme opérateur local sur Q (voir [Lu 1]),
c’est-à-dire avec D(a,V) = (fEC(V) : ~f (distribution) E C(V)l V VE0
Pour chaque V E 0 on définit l’opérateur Av dans l’espace de Banach Co(V)
(muni de la norme du "sup", i.e. la norme uniforme), par

6f (distribution) E 

6Vf = pf dans V , pour f E D(QV).
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Dans ces conditions, l’équation d’évolution, (équation de la chaleur),
= àu, u(O,.) = f(.), posée en norme uniforme", c’est le "problème

de Cauchy abstrait" suivant, dans l’espace de Banach C o (V) :

auquel nous ferons allusion par la suite simplement comme "le problème de

Cauchy pour V" ou " le p.c. pour V". On sait , p.130, 132, que (2)

est uniformément bien posé si et seulement si 6V est le générateur d’un
semi-groupe dans C (V) (que nous appelons alors "semi-groupe solution"
ou "s.g. solution", et écrivons symboliquement Lorsque cela est

le cas, i.e. lorsque 6V est générateur d’un s.g. dans Co(V), nous disons

que "le p. c. (correspondant à 6) est résoluble pour V E CI.

Le p.c., à càuse de la convergence uniforme, est un problème
,

plus exigent que le problème correspondant en norme L2 (problème variationnel)
et on peut s’attendre à ce qu’il ne soit pas toujours résoluble, même pour

des ouverts assez simples (voir 4, Exemples).

1. Question : Quels sont exactement les ouverts de Q = Rn pour lesquels
le p.c. (correspondant à à) est résoluble.

Pour donner une réponse, nous introduisons la notion de "barrière de

Cauchy pour V". On appelle ainsi une fonction h réelle, définie dans V

près de bV, i.e. définie dans VBK, K compact c V, 0  h E D(6,VB K) ,
h "s’annule sur (Q-1)hs 0, (h est dite "(6-1)-surharmonique"). On a

2. Théorème : Le p.c. (correspondant à A) - i.e. le problème (2)- est
résoluble pour V E (~, si et seulement si ~ une barrière de Cauchy pour V.

3. Théorème : Si la condition du théorème précédant est satisfaite, i.e.

si le p.c. est résoluble pour V, etv est un semi-groupe de Feller
( i. e. positif, et à contraction).

Le p.c. est en particulier résoluble pour tout V E ~ borné,
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régulier (au sens de la théorie du potentiel), et pour de tels ouverts

] borné défini partout ; est alors un potentiel de Hunt

(iHl, p.190), et on a

("s-lim" signifie "limite au sens de la convergence forte").

4. Exemples : : Contrairement à ce qui se passe pour le problème
correspondant en norme L2 (problème variationnel ), le p.c. n’ est pas

toujours résoluble pour des ouverts bornés. Exemple: 0 = R31
V = [boule unité il n’est pas difficile de montrer qu’il

ne peut y avoir de barrière de Cauchy pour V (voir [Lu 1 J, corollaire 6.7).

Observons aussi que même avec le laplacien ordinaire il peut

arriver que le p.c. soit résoluble alors que le problème de Dirichlet
ne l’est pas ; i.e. ~ des ouverts non réguliers pour lesquels le p.c.
est résoluble. Un exemple immédiat R2, V= R2Bboule unité ferméel.
V n’est pas régulier (pour le problème de Dirichlet) mais le p.c. est

résoluble pour V (une barrière de Cauchy pour V est : h = log r près du
cercle {r= 1}, h = e r près de r désignant la distance à l’origine).

Dans tout ce qui précède, démonstrations des résultats énoncés,

existence ou non existence de barrières, etc.,un rôle fondamental est

joué (outre l’existence de suffisamment d’ouverts réguliers) par : .

a) La "dissipativité locale" de 6 (propriété du type "principe local
du maximum"), i.e. la propriété suivante :

Si VE0, V compact, f E C(V) et flv (f restreint à V) E D(6,V),

(4) 
avec maxjf) 1  alors 3 xE V, avec )f(x)j = (4) 

a V 
C(V) C(V)

b) Les principes du maximum globaux qui se déduisent de la dissipati-
vité locale, tels que :
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5. Théorème : Soit V E compact, h réelle E C(V), (A-1)-sur-

harmonique dans V (i.e. hlv E 0 dans V) , et soit u

réelle E C(V), (A-1)-harmonique dans V (i.e. ulv E D(A,V), = 0

dans V). Alors

On peut aussi remplacer ici 1 dans "A-1" par un À&#x3E;0 quelconque.

6. Théorème : Soit V E (g, V compact, u complexe E C(V), (A - À)-harmonique, .
avec XE 0152, Re ~, &#x3E; 0. Alors

Le théorème 6 est valable pour des fonctions et des À complexes ; il

intervient dans la démonstration du résultat suivant, concernant l’holo-

morphie des semi-groupes solution du p.c.

7. Théorème : Pour tout V E o(R) pour lequel le p.c. (correspondant à 6 )
est réséluble, le s.g. solution est holomorphe.

Observons qu’il est en général beaucoup plus difficle d’établir

l’holomorphie d’un semi-groupe en norme uniforme , comme c’est le cas

ci-dessus, qu’en norme L2. On donnera plus loin, dans le contexte général,
un résultat plus précis concernant l’holomorphie des s.g. solution du p.c.

§ 2. EQUATIONS D’ EVOLUTION EN NORME UNIFORME DANS LE CONTEXTE GENERAL

La situation dans le contexte général mentionné au début, est

en fait très similaire à celle que nous avons esquissée ci-dessus pour
l’exemple très particulier du laplacien. Nous allons indiquer cela

rapidement.. Pour les précisions concernant le contexte général, nous

renvoyons a LLu 1 .
Dans le contexte général, V 0(Q) on définit l’opérateur

AV, et l’on introduit le p.c. (correspondant à A) pour V, en remplaçant

"à" par "A" dans (1), et (2), respectivement. On suppose que l’opérateur
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local A est réel, localement fermé , localement dissipatif (voir [Lu 1],
et (4) ci-dessus), et on suppose des conditions appropriées concernant

les ouverts réguliers de 0 (de façon précise, on demande à cet égard

que soit satisfaite la condition nécessaire et suffisante du théorème

3.1 de avec une famille exhaustive ? d’ouverts réguliers). Dans

ces conditions le théorème 2 est remplacé par le résultat général suivant

8. Théorème : Le p. c. (correspondant à A) est résoluble pour 

(7-compact, si et seulement si 3 une barrière de Cauchy pour V et D(Av) est
V

dense.

" 3 une barrière de Cauchy pour V" est défini comme dans § 1 , et équivaut
exactement dans la terminologie de [Lu 11 p.422, 423, à "V est quasi régu-

lier à l’infini par rapport à 1-A".

De même les théorèmes 3, 5, 6,. sont remplacés par des résultats

similaires valables dans le contexte général, (voir [Lu 11 , [Lu 2l, [Lu 3 ~ ) .
Les résultats que l’on obtient permettent entre autres de traiter en norme

du sup certaines équations singulières liées au changement de temps en

processus de Markov (voir [Lu1j) . (Un exemple simple est : r Au,
u(o, . ) - f(. ), u(t, . )~, f E r distance à 0, 

Par des méthodes similaires à celles utilisées pour le p.c. on

peut aussi traiter en norme uniforme le "problème de Cauchy avec valeurs
au bord continues indépendantes du temps", 3u/3t = Au, u(0, . ) = f( . ) ,

f(.)!9V pour t? 0, u(t,.), fE D( )* , V compact (ou VEO

en travaillant dans lecompactifié de par un point). Ceci est décrit

dans [Lu3l,[Lu5] .

En ce qui concerne l’holomorphie des s.g. solution, au lieu

des caractérisations usuelles des semi-groupes holomorphes sur un espace

de Banach, [F] p.101 et suivantes, [Y3, il nous faut utiliser la

caractérisation suivante :

9. Théorème : Soit X un espace de Banach, etB un s.g. sur X (de généra-
teur B). Alors etB est holomorphe si et seulement si 3 des constantes M,

w 2 0, telles que :

_ 
_________---,_

. 
D( )c: C(V) est le domaine de l’opérateur qui remplace Ay pour le

problème en question (voir [Lu3J ).
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1) La résolvante de B, R~, existe pour "’E ~, oo.

A l’aide du théorème 9, et de la version générale du théorème 6, on

peut démontrer le suivant

10. Théorème : Supposons le p.c. résoluble pour Q. Alors les semi-groupes

solution sont holomorphes avec des constantes (définies au théorème

9 ci-dessus) fixes, pour tous les VEO relativement compacts pour lesquels

le p.c. est résoluble, si et seulement si le s.g. solution pour Q est

holomorphe. Si cette dernière condition est satisfaite, le s.g. solution

pour tout VEO (relativement compact ou non) pour lequel le p.c. est

résoluble, est holomorphe, avec constantes M, cu, fixes.

§ 3. RELATION DU P. C. AVEC LE PROBLEME L2 CORRESPONDANT

Considérons d’abord l’exemple du laplacien (section 1 ) , V

relativement compact E 0(R )- Le problème (variationnel) L2, correspondant

en norme L2 au p.c. pour V, est obtenu en remplaçant dans (2), àv par
l’opérateur variationnel (changé de signe) qui correspond à la forme

sesquilinéaire (définie sur suivanteq 
o 0

(1.e. l’opérateur qui, dans la terminologie de chap.IV, "est défini

par le triplet (H 1 (V), L2(V) , - a(u, v) ) 11, a(u,v) étant donnée
o

par (7)). Comme il est bien connu, -tv est générateur d’un s.g. holomor-
phe dans L (V), qui est le s.g. solution pour le problème L mentionné.

R. Beals a montré récemment (communication orale) que l’on a

Nous avons étendu ce résultat au contexte général, sous des hypothèses
appropriées. Ici contexte général veut dire le contexte de la section 2

précédante, où en outre on a muni 0 d’une mesure positive Il qui par
restriction à V(E(3- permet de définir L2 ( V ) _ L(V,F), et où on se donne

V V (ou pour une certaine classe d’ouverts) un triplet
définissant un opérateur (suivant la terminologie de
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chapitre IV), opérateur "variationnel" que nous désignerons par

On fait les hypothèses
nécessaires sur la relation entre Hy 

1 

et Hy 
2 

lorsque V1 c V2 , et sur

la densité des fonctions de HV "à support compact". Dans ces conditions,

si on suppose pour Y E 0- a-compact qu’il est relativement compact, que

a v (u,v)satisfait une condition de coercivité appropriée, et qu’il y a

suffisamment d’ouverts ("très réguliers")G c V pour lesquels AG c G on
peut montrer que

Si en outre le p.c. est résoluble pour V on peut montrer que

(fermeture de A V par rapport à la norme L2(V)).

Ces relations (9), (10), ~ entre le p.c. et le problème variationnel L2

correspondant, ont des applications intéressantes à l’un et à l’autre de

ces problèmes, dans de nombreuses situations concrètes.

Observons que (9) est en général faux si V n’est pas relativement

compact.
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