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IT.1

Dans cet exposé nous esquissons une théorie abstraite pour
des équations linéaires d'évolution du type '"hyperbolique non strict"
abstrait, avec une application aux équations aux dérivées partielles

de ce type.

§ 1. UNE EQUATION ABSTRAITE INDEPENDANTE DU TEMPS

On cherche u(.), a valeurs dans un espace de Banach X, tel

que

(1) u'(t) = -Au(t) , t=05 u(0) = u_ .
L'opérateur A est supposé fermé, avec domaine D(A) dense dans X. On con-
sidere formellement

(2) U(t) = exp(-tA) = (2ni)”1[ ™M

r

Rxdk 3

ici RK = (KI--A)_1 est la résolvante et I' est une courbe convenable
qui entoure le spectre deA. Pour une classe de problemes hyperboliques
on obtient le probleme (1) avec A tel que

(3) R, existe et satisfait ”RKH < Co(1+ |X|)n—1

A
quand M€EQ={\: Re) S-Cl|Im7\|a} ;i les

constantes a, T| sont dans [0,1L.
(4) on a IR, = (:2(1--7\)"1 quand A< 0.

Dans un tel cas on prend [ = frontiere d'Q, et on voit tout de suite que
la formule (2) n'a aucun sens. Cependant, on peut introduire un facteur
de convergence. Prenons bG_]a,lL, et posons hb(K) = exp(-06 Kb), 5> 0,
AEQUTI. Alors les opérateurs Ub(t) existent

(2)

o Lé(t)

dv, t=0 .

(2mi)~? jrhé(h)e'xtnx

D'ailleurs, U/ (t)

i}

AUb(t). Donc on peut résoudre (1) pour chaque
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uOE Y, (avec £=0), ou

Y = Ub Jé(x) y Jg = Ub(O).

Y est dense dans X ; en effet Jeu ™ u comme 6 = 0 si u€ D(A).

L'espace Y est du type LF, muni de la topologie évidente (les

Jb étant injectifs), et A engendre un semi groupe dans Y. On dispose

aussi d'une caractérisation intrinseque : soit

B =b 1 (donc B € J1,a 2, M = T'(Bk+ 1) ;

k

llullcj = supo® Mlzl &%, k=0,1,2,...,
X = lu:flfl < ).

Alors Y = Uo>>0xo est la limite inductive.

Tous ces résultats sont connus Ll], mais pour le cas ci-dessous
il faut avoir des estimations plus précises. Pour cela nous construisons
le semi groupe (U(t)) dans Y directement, a partir d'un calcul formel.

Parce que a<1, il y a M > 0 tel que
M. Re(A?) = —ReA + |[A] %+ log C,, NEQUT.

Posons g(A,t) = (211:1)_1 exp(-tk-—MtKa), AeQUTD .

Donc

an| g(A,t)] < C, exp(-t|A|?), A €eQuUT.

3

Formellement,

U(t)

1

J g(X,t)exp(Mtka)Rde
r

En)™ [ g, t) (mea?)” R, dA
r

T U (t).
n
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Les opérateurs Un(t) sont bien définis sur Y, quelque soit t> 0.

D'ailleurs on a

(5) U_(t) = ()] g0 (e AN AT R, A"
n r
avec m= m(n) une puissance quelconque -meme fractionnelle-. Choisissons

m(n) = an+ T+ €, avec €> 0 quelconque. Alors (5) définit Un(t) sur Y aussi

quand t=0, et on a

(6) 14%u_(e)ull = et )" [[A™* ulf .

On peut montrer (par convexité) que pour tout m=20, >0, €>0, on
a

) A" = ko7 Fw

(Bien sur, c'est vrai avec €= 0, K8= 1 quand m¢€ Z+ ). Apres du travail,

on déduit de (6), (7) 1l'estimation

(8) locerull, < ¢y . o725 (10g (o/0)™ Dlull

' E
ouY = B(M+€), quand 0 < T1<0 et

(9) 0 <t < max{T, co®log (a/7)} .

Donc on a U(t) : Y = Y continue. On montre aussi que U'(t) = AU(t).

Ecrivons U(t) = exp(-1tA) .

§ 2. UNE EQUATION D'EVOLUTION

On considere ici 1'équation

(10) u'(t) = -Atlut) + f(t), t=0 ; u(0) = u -

On cherche des opérateurs U(t,s), tz s, tels que

(11) = Utys) = -4, U(t,s), U(s,s) = 1 .
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Rappelons la méthode de Sobolevskii et Tanabe (voir [8]). Le point de

départ est la paramétrix
Uo(t,s) = exp(-(t-s)AS).

On cherche U(t,s) dans la forme

t
(12) U(t,s) = U (tys)+ [ U (t,r) 2(r,s)ar .

s
Alors (calcul formel)

9
(13) 0=('ﬁ+At)U=
t
= —Ql(t,s)+ @(t,s)—.f @1(t,r)§(r,s)dr,

S

ot &, (t,s) = _(g%-+ AU, = (A_- AU (t,5).

L'équation (13) a une solution formelle obtenue par récurrence

© t
(14) e= T, 8 (ts) - J e (t,r)2 (rys) ar.

n
n=1 s

Pour résoudre (11) dans le cadre ici, on suppose que (At)tE R

est une famille d'opérateurs fermés dans X, qui satisfont uniformément

les conditions (3), (4) ci-dessus. On suppose d'ailleurs que
k k
D((A)") = D((A)"), kE€EZ , st €R.

Posons D= D(At)' On suppose que

(15) cHlull, = laull = cllull ), veD, ser ;
(16) H(At—AS)uH < clt-sllluHD, u€D, st € R ,
ou “ “D est une norme sur D. Posons LS = [AS,. 1, c'est a dire

L (B) = [AS,BJ = AB-BA_ .

On suppose que
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(17) lﬂ?AQM‘SCSJﬂt-slmJNmD, uEMA?ih

ou encore Mk = I'(Bk+ 1). Enfin, on suppose que les constantes a, B, M

ci-dessus satisfont
(18) 1< B < minf{a?, 2(M+1)7 13,
Posons

[ PP

et soit X  _ 1'espace correspondant. Les conditions (15) - (17) entrainent
9

(19) all, = Ml
si
(20) 0<t<0 <0 <8, |t -s| = c, log (o/7) .

Nous pouvons supposer que C_ < 1. D'apres (19), on a

Y=Usso0 xo,s = UT>O xr,t » st € R
Soit @1 comme ci-dessus. Les estimations (8) (15)-(19)

impliquent que
(21) e, (taodull, ;= Ko‘t-SIG'W]' 1°g(°/f)6—2““”o,s ’

si (20) est satisfait, ou ' = N+ 2¢e et 6=2-B(N+1+e). Grace a (18) on
peut choisir €> 0 tel que 65> 0.

On peut montrer que 1l'application (t,s) * Qi(t,s) est
continue de {t= s= 0} dans £(Y), munie de la topologie de la
convergence bornée. Donc on peut définir @n par récurrence, comme (14).

On obtient des estimations sur les Qn par récurrence, a partir de (21)
(22) e (t,s)ull < g1 F((n+1)6)_1(t—s)n6+110g (0/1)27°,
n+1 T,t T

si (20) est satisfait. En effet, on prend p = p(r) tel que
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log(a/p)loglp/t)" 1 = (t-r)(r-s)~1 ,
et on considere

én(t’r) @1(1‘,8) H XG,S - Xp,r - XU,T

en utilisant les estimations pour @1, Qn .

On déduit immédiatement de (22) la convergence de la suite
(14) qui définit &, et on voit que (t,s) ™ 3(t,s) est continue a £(Y).
Donc on peut définir U(t,s) par (12), et on a la continuité de
(tys) » U(t,s) et aussi la condition U(s,s) = I. Enfin, on voit sans
peine que (0/0t)U(t,s) = AtU(t,s).

11 en résulte que le probleme (10) a une solution.

t
u(t) = U(t,0u_+ [ U(t,r)f(r)ar

[0}

pour quelconque u € Y et quelconque f€ C(LO,“E;Y).

§ 3. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU TYPE HYPERBOLIQUE

1

Considérons dans R™ " = {(x,t)} un opérateur

a k

v—————-ﬂ
P = p(x,t,Dx,Dt) SV A (x,t)Dth ,

k+|a|Sm

ak

ayant pour symbole principal la fonction P On suppose que Pom = 1,
que p_ est hyperbolique par rapport a t et elliptique uniformément par

rapport a x

2n+1

(x,t,E) € R , pm(x,t,g,r)z 0= T€ER ;

lpm(x,t,g,O)l 2 Clglm’ (X’t,g) € R2n+1 ’

ou C > 0. On suppose d'ailleurs que les coefficients appartiennent a

une classe de Gevrey en x, avec une condition lipschitzienne en t
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Y S _ .
(23) il,li) le pak| scs ) M =T (Bk+1)

S;P‘ﬁipak(x’t)’ Dipak(x,s)l = C‘t-sls_lY‘MlY| .
On réduit le probleme

(24) Pv = £, t>0 ; Dl:v(x,o) = g (x), 0k <m,

a un systeme du premier ordre en t de la forme (10) par la méthode usuelle.

On prend pour X 1l'espace Hm_lem—2

X...x H®. Alors les conditions (3),(4) sont
satisfaites (peut etre apres avoir remplacé A par A+ XOI), avec Tl = 1/2
et a=1- (2k)‘1, [2]. Drailleurs (23), (24) et 1'ellipticité

impliquent (15), (17). Donc si
-1
1< B < max{4/3, 2k(2k-1)""} ,

il y a une (seule) solution de (24) pour chaque (gk) et f suffisamment
)™, ou G, = G,(R") est 1'espace

B P

de Gevrey des fonctions qui satisfont des inégalités comme (23).

réguliers. Dans ce cas l'espace Y= (GB

§ 4. REMARQUES

Signalons que des résultats analogues pour les équations
hyperbolique non strictes sont dus a Ohya [6], Leray et Ohya LS], et
Steinberg L?], avec des restrictions sur la multiplicité ou la
régularité des racines caractéristiques, mais sans la condition genante
d'ellipticité. (On voit par exemple que la condition d'ellipticité
n'est pas nécessaire pour les estimations (3), (4) mais le probleme
est assez délicat). Ivrii a annoncé [3] un résultat plus précis, au
moins dans le cas de la régularité de Gevrey par rapport a t, sans aucune
condition sur les caractéristiques. Il a annoncé aussi que la régolubilité
dans les espaces G, avec P grand entraine des conditions du type de Levi
sur les termes d'ordre <m ; L3j, L4].

La méthode exposée ici est assez brutale ; elle utilise seu-
lement des estimations pour les résolvantes. En revanche, au moins dans

le cas A, = A, elle permet aussi d'obtenir des résultats pour des
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problemes mixtes tres généraux ; L2].
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