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XXII.1

On s'intéresse ici a des résultats du type "Théoreme de
Cauchy-Kovalewsky'" pour des équations pseudo-différentielles non linéaires ;
en fait, dans cet exposé, on se restreint a un exemple significatif
(pour lequel on donne une idée succinte des démonstrations) qui est
1'équation d'Euler pour un fluide non visqueux compressible sur une
variété riemannienne compacte analytique sans bord.

Soit ' une telle variété ; si E est un fibré vectoriel
analytique sur T', on note Q(I",E) les sections analytiques de ce fibré ;
on note Q(I") 1'espace des fonctions analytiques sur 'y T[' le fibré
tangent a I" et ¥ la connexion riemannienne de I'. Soit T > O ; on cherche

a résoudre le systeme (ou (t,x) désigne le point courant de E-T,T]><F)

( %% + VLu = EE?E;B + f
%%-+ grad p.u = 0
(1) ) divu=0
p(0,x) = po(x)
L u(0,x) = uo(x)

ou grad, div désignent respectivement grad_ , div_ ; dans (1) on peut

remplacer ‘7uu par div(u® u).

On a le résultat
Théoreme 1 : Soient f € C([-T,T],a(r,Ir)),p € a(r), p > 0 et
u, € a(f,Ir), div u = 0. Il existe € > 0 et
une unique fonction u € Cl([-s,sj, a(,1)),
une unique fonction p € C;(E—s,sj, a(r))
et une fonction p € C([—s,s], Q(T')) déterminée a une constante pres,
sat isfaisant le systeme (1) sur ]—s,e[><F.
De plus si f est aussi analytique par rapport a t, les fonctions

u, p,p sont aussi analytiques par rapport at.

Dans le cas de données Cm, Marsden [2] a démontré 1l'existence
et 1'unicité de solutions C du systeme (1).
Lorsque Po est constant, le systeme (1) est celui d'un fluide

non visqueux incompressible pour lequel 1'analogue du théoreme 1 a été
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montré dans [1]. La difficulté nouvelle ici est la '"forte non

linéarité" du probleme pseudo-différentiel auquel on réduit le

systeme (1).

§ 1. REDUCTION DE (1) PAR ELIMINATION DE LA PRESSION

On réduit (1) en projetant sur les u a divergence nulle, ce

. A ’ . .
qui en meme temps élimine p. Pour cela on note

>
]

div % grad pour p > O ,

o
1

grad A;ldiv

(Qp est bien défini et est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre O dans

a(,)),

on a, pour u € a(r,1TT') et p € Q(T'),

i) Apu = u si divu= 0
ii) div Apu =0
iii) A (5-%—‘9-1) = 0.

;
-g—:+1\p div(u®u) - A f =0
du + gradp.u =0
(2) ¢ ot
u(0,x) = uo(x) avec divnﬂ)= 0
L 0(0,x) = p,(x) > 0.

(3) p = A;1 div (div (u®u) - f), défini a une constante additive pres.

On se propose donc maintenant de résoudre le systeme (2).
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§ 2. RAPPELS SUR UNE FORMULATION ABSTRAITE DU THEOREME DE CAUCHY

Soient (ES)0< une chaine décroissante d'espaces de

s<s
o

Banach, T < 0, R > O, V0 € ES ’ gfune fonction continue de
o

[_-T,Tj x {V € ES; ”V—VOHS < R} dans Es' pour tous 0<s'<s < So? telle
qu'il existe C > O vérifiant

(4) lfTET” F 6,V - Fe, v, s =S v-vr|

pour tous V, V' dans E_avec HV-V H < R et HV'-—V H < R.
s o's o''s
On suppose de plus que la fonction

(5) t Hff(t,Vo) est continue sur [—T,T] a valeurs dans ES .
o
Alors un résultat de Nishida [4] (améliorant un théoreme de
Nirenberg £3?) permet d'affirmer qu'il existe a > O et une unique fonction
1 _
VeEC (]-a(so- s), a(s - s)[, Es) pour 0 < s < s vérifiant v VOHS <R

et

(6)

et on définit la chaine (Es) comme suit

on prend X ..,Xr, r champs de vecteurs analytiques réels sur I' qui

1’
engendrent TT' en chaque point. On note, pour a = (ai,...,az) ou

aj E {1,---,1‘}

X" =X X ...X s L o= |al.
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1/2

On choisit une norme || || sur ¢ “(I') (1'espace des fonctions

h8ldériennes d'ordre % sur '), qui en fait une algebre de Banach.

Pour s > 0, on note
k

o1 sup | X%l < =3 5

F_={u€c(); =
< llull o

(=]
pX
k=0
on vérifie que (Fs) est une chaine décroissante d'algebres de Banach et

que 1l'on a

e(r) = U F .
>

S
S o

Plus généralement, si E est un fibré analytique riemannien sur Ty on note

P8 = (we @il - 5 A e IV Sull <o)
S $  k-o ) Iocl:k
ou ||| || aésigne une norme sur C1/2(1",E) et v; = Vx Vx .
%1 %%

On remarque aussi que (Fs(E)) est une chaine décroissante d'espaces de

Banach, vérifiant a(I',E) = U FS(E) et telle que 1'on ait
s>0

”fu”s < “stHuHs pour tous f € Fs’ u € FS(E)-
On prend enfin
ES = FS(TF) X FS .
On utilisera les résultats suivants

Lemme 1 : Soient E, E' deux fibrés riemanniens analytiques sur I' et P
un opérateur pseudo-différentiel analytique d'ordre d (d € N) opérant
de a(T',E) dans @(T',E').

I1 existe S, >0, C> 0 tels que 1'on ait, pour tous 0 < s' < s < s _,

o

c
P M) S T3 -
| ”s(FS(E),FS,(E N = aen?@
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Pour une démonstration de ce lemme (dans le cas scalaire) on peut voir

(1]

Lemme 2 : Soient E et E' deux fibrés riemanniens analytiques sur ' ,
u, € G(T'yE) et Q un ouvert de E contenant uo(x) pour tout x € " ;
soit £ : Q = E', analytique et respectant la fibration. Alors il existe

S, > 0, C> 0 et € > 0 tels que : pour tout s € ]0,50], pour tous
u,v dans FS(E) vérifiant

Hu-uoHS < e et Hv-—uoHS < €
les fonctions x P f(u(x)) et x+ f(v(x)) sont dans FS(E') et vérifient

[£(u(-)) = £ (D] = € flu=v]| _ -

On ne donne pas ici la démonstration de ce lemme.

§ 3. IDEE DE LA RESOLUTION DE (2).

On utilise les lemmes

Lemme 3 (formule de la résolvante) : Soient p,, p, dans Q(T) et
1 2

strictement positifs ; on a

e

Démonstration : Soient f €Q(',TI') et u une solution de A_ u = div f ;

1
on agradu=Q f . A u= (A =-A )Ju+ divf,
Pq Pa P Py
-1 -1 .. . 1 1,
gradu =gradA (A - A )Ju + gradA_~ divf; comme A -Ap =div(— --—)grad,
P Py Py Pa Pa Pq Pa Py
on obtient
(@ -Q J)f=2q - i)gradu
P1 P2 Pg Pp Pq
(@ -q )f=0q (2-2L)q .
P P2 Pa P Pg Py
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Lemme 4 : Soit p € a(T') et strictement positif. Il existe

S, > 0, € > 0, C1 > 0 tels que, pour tout s € ]O’So] et tout p € FS

vérifiant Hp -po“s < g, on ait
SeF,

S

Q, € S(F (), F_(1)) et

”Qp“.t(F (tr),F (1)) = €1 -
S S

Démonstration : Il résulte du lemme 2 que % appartient a FS pourvu

que s et Hp-—pons soient assez petits.
En utilisant le lemme 3 on obtient
1 1
Q =(I-Q (=—-23))a .
Po Po Po P p

Pour s et ” -p ” assez petits, il résulte des lemmes 1 et 2
P o's

1 1 1
“QpO(Fo -l £(P_(Tr),F (1)) =2

et alors I - Qp (—l-- 50 est inversible et la majoration annoncée
o o

résulte de

e 1 1 n
Q = £ (@ (=-=))7q .
P n=o o po Po

On peut maintenant écrire (2) sous la forme (6) en posant

A div(u ® u) - Apf)

,
F(t,V) =( P

gradp.u
<
Yo
()
\ Po

et il reste a vérifier que les hypotheses (4) (5) sont satisfaites avec
le choix fait de la chaine (E)) et de d. La vérification de (5) est

immédiate. Pour vérifier (4) on traite successivement les différents
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termes de Sr’en utilisant systématiquement les lemmes 1, 2, 3 et 4.
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