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§ 0. INTRODUCTION

I1 s'agit d'écrire, modulo Cw, la solution du probleme de

Cauchy pour 1'opérateur (dans R3)

P-af - B2 -3 s altixyia00)
al'laide d'intégrales de Fourier, lorsque les données de Cauchy sur
{t=0} ont leurs singularités proches du point (x=0, y=0, § = +1,
n = 0).

L'opérateur est hyperbolique strict en dehors de la variéteé
= {t=7 = 0}, et le calcul direct permet de préciser les phases et

les symboles pres de IZ.

1l

Les résultats, plus que les méthodes, sont a rapprocher des
travaux de L. Boutet de Monvel et ses éleves sur 1'hypoellipticité des

opérateurs a caractéristiques doubles.

§ 1. ETUDE D'UN CAS PARTICULIER ; QUELQUES NOTATIONS.

Pour motiver les notations du cas général, étudions 1l'opérateur
2 2.2 2 ;
P = Bt -t Bx -0_ + xax, LS
I1 se traite sans Jifficulté a 1l'aide d'une transformation de

Fourier partielle en (x,y) : posons, quand c'est licite,

5ie - i—A
T(A) - 4 4 2A+1(sh1nA)F(A;1),
AF=-1/'2-—12-‘-€-(17»+“.]2/§) (e=*1),
2 r.e1/2 .2, A
: 1 ig—E v etg z -iz"/4 €
N(A )= e 2 (| e e z ~dz)
€ TZAé) fL
" X : 3_2_5 ‘/;‘tguz i 2274 A
(resp. N(A)) = =73 T ([ e ZeTt 2%y fan))
«/25 T(A8+1) L

ou L désigne le contour complexe suivant
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3t/4

L'intéret des fonctions N(As)(t,g,n)(resp.ﬁj est indiqué dans la

Proposition 1 : Si ReA £ +3,2 7,...,%(4p-1),...(resp.
Re>\.£ t5,t9,---,t(4p+1),---), alors
i) P(e1x§+1ynN(A€)) =0 (resp. P(elX+ iV N(4_)) = 0).

ii) N(As)lt:o =1 (resp. CH ﬁ?As)It:o = 1) .

Cette proposition résulte aisément de travaux classiques (par exemple
[1], [6] 3 Voir aussi Lz]).
En fait, les solutions N(A+) sont "oscillantes pures” (et par conséquent

indépendantes) .en un sens que l'on va présicer.

¢ 2. CLASSES DE SYMBOLES ET COMPORTEMENT DES N(A+)

-1/2
Posons 1/§ wy & = ME s S = t§1/2 s T = ¢s24-92,

AR U |
- -1/2
Ay = le] +§ 1/2’ d. = Jtz*-wz-Fg 1/2

1

. En suivant L. Boutet de Monvel L3],

nous dirons que a(t,x,y,§,M), fonction ¢ (pour t=0) définie dans un
.. . H
voisinage conique de (0,0,0, +1, 0) est un symbole de classe gMs Tk

Si, pour tous Ay B, Y s o} 9

2% 3F

m—(y+6)dK—B du—é
X,y t

v 0 <
aganal ‘Cg r w

dans les conditions usuelles.
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On dira que a € smH

" si on a les majorations

o B.Y.®
oy ;30 al <C§

m-(v+6) p=5
|2 " a

Grace a ces notions, on précise le comportement des N(A,) dans la

Proposition 2 : Si C est une constante > O assez grande,

2
1/2 ich ¢
i) pour !nlg' <C, N(Ac) =e B
2 = cRen+1 eRel+1
. et el
(resp- N(A ) = e "2 PJs et p €8
£ € €
Re R
N _E 2+1_1/2,_s Zﬁl,o
(resp. p_ €S )

ii) pour |ﬂ|§_1/2 2 C, N(Ae) = elsb q. (resp. N = elsb a;)
eRéA+1 cRéA+1 eRéN+1 eREN+1
04— p) , P) —1,.— ) 0+ ) -1
et q€ € S (resp_ ’d’s 6 S )’

———

t
ou P(t,&,1m) = f «/;2§2+n2 du.
o

La conjonction des propositions 1 et 2 permet d'élucider la
forme de la solution du probleme de Cauchy dans le cas particulier
envisagé en 1, en admettant que 1l'indépendance de N(A+) et N(A))
permette d'obtenir par combinaison ,une solution du noyau de P de traces

’ . . ’ . ’ ~ ’ ’
données. Ce dernier point gera précisé en meme temps que le cas général.

§ 3. LE CAS GENERAL

2 2.2

R 2 R
1] 1 —_ - -
C'est celui ou P = at t Bx Byﬁ*A(tsX,yan’Dy) ou

ANm D2 A

v Ay étant un symbole homogene de degré h en (§,7),
jz o

1-j/2
dépendant de fag¢on C°° de t. On note A= A(x,y) :.% Ai(o,x,y’+,1,o)’
2\° - A(0,0), As(x,y) = Ae = -1/2 - ig'(ix*'ﬂ2§_1).

La solution du probleme apparait comme une 'perturbation'" de celle
du probleme du paragraphe 1 avec A = A% .
Sunrocon. Red®/ L3, X7,... et définissons localement en
(x,y) pres de (0,0), N(Ag) par la formule du § 1 (resp. ReA®# %5, fg,...

et définissons K(Ag)). On a alors le
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Théoreme : i) Les fonctions N(As)(t,x,y,g,ﬂ) jouissent des
propriétés indiquées dans la proposition 2, ou l'on doit prendre A=2°,
et ajouter + 0 aux ordres de tous les symboles (on dit que

a € gmorkrosnro L yeso, JU_ voisinage de (0,0) tel que

a'u € sm+s,K+s,ﬁ&€).
€ ii) Pour toute x € C:(IU, égale a 1 sur un voisinage de 0
assez grand, il existe

. un symbole w € S+°’1+o’+°

- Re)°
. un symbole w, € S 1/4(eRer”+ 1)+0,+0

1 W

s plat sur t=0

R o
. un symbole w_ € g+t011/2(eRer +1)+0

5 " y plat sur t=17 = O,

nul sur t=0, tels que, en posant
2

.t
Es(t,x,y,§,ﬂ) = N(As)(1+ w)+e'® T2 5

vy x(0) + 1 (12 (0))

P(e1x§+-1yﬂE8) soient des symboles tangentiels d'ordre -« , dépendant de
fag¢on Cco de t.
iii) En notant sl(Rz)l'espace des u € s'(Rz), avec WF(u)
contenu dans un voisinage conique assez petit de (0,0,+1,0), définissons
2 0 _9
— ' — ]
E = €+(R ) ct(R+’ x,y‘n)) par

£

(E9) (tyx,y) = fei"g + 1y E_(t,x,y,8,MPE, 1) dE dn

(Q petit voisinage de O dans R ; 1'intégrale est 'oscillante'", cf. E 57)

I1 existe alors des opérateurs pseudo-différentiels tangentiels ¥ , de

x
TOIYO ot M, de symbole u € S-1/2'0’+0, tels que

symboles o € S
+ w w

(E,2, + E_x )|, _ =id 3, (E T +E x|, _ =0,
(E,-E_)Ml, _ =0, , 3, (E-E)M[ _ = id.

Enfin, lorsque Reho;é‘i5,:t9,...,on obtient un théoreme complétement
analogue en utilisant ﬁXAS) en place de N(As)' L'intéret de ce théoreme

est de montrer
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i) Quelles phases sont ''responsables" de la propagation des
singularités (pres et en dehors de ¥).

ii) Comment les symboles se comportent pres de I.

On espere, a partir de ce cas particulier, pouvoir aborder 1'étude du cas
général des opérateurs hyperboliques a caractéristiques doubles.

Une conséquence facile est la suivante :

Soit C+ la relation canonique homogene définie par

(t,x3y:T,§ 1T])(X'1y'7§'aﬂ') € Ci si § = E', 'ﬂ = T]' et (tax,Y9T’§’ )

appartient a 1' agrc de bicaractéristique nulle du symbole T:«t2§2+‘n2

issu de (0,x',y',¥ IM|,€,0). Alors, pour toute uc¢ sl(Rz)3
WF(Et u) CZCtb WF{u) .

§ 4. SCHEMA DE LA CONSTRUCTION

Elle s'effectue essentiellement en deux étapes :

Etape I : on résoud le probleme "infiniment pres" de la singularité
¥, i.e. on construit des opérateurs '"indépendants" F+ tels que R+ = PF

+

soient des opérateurs de symboles a décroissance rapide dans des zones
t < Cte 5'1/2 /2

’ |ﬂ|‘3Cte§ .
Etape II : On résoud le probleme "a 1'extérieur" des singularités, i.e.
on utilise la construction standard '"phase-équations de transport" pour

obtenir des opérateurs G+ tels que PG+ = R+ .

§ 5. ETAPE I

Elle utilise la notion suivante de quasi-homogénéité (q.h.) :

f(t,x,y,&,7) est q.h. de degré k si, pour A > O,

1/2 1/2

(A~ tyx,y,AE,A T]) = xkf(t’xsbﬁgsn)-

On cherche une solution u de Pu = O sous la forme

= e1x§ " in‘l V(t9XaYa§9T]) y et
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‘ixg‘i)"ﬂ _ ' _ :1_2_2 Y ' n‘__2 : ' "o
e Pu= P'v = vit t [ g v-+41§vx+vxxj [ 1N +21ﬂvy;+vyy]+

+ Z 1' A(a)Dav .
al
o

>
v Oil \%
k’

k=o

On prendra v est gq.h. de degré -k/2, en sorte que

k

P'v = 0 équivaut formellement a la suite des équations

{Pov0 = 0, POV1+P1V0 = 0, etc... ou

(P = 32

2.2 2
o t + t7§ + +A1(O’X’Y’§10)1

—2iT] oy + tA1,1(01X’Y1§’0) +nAi(0,x,y,§,0) + ./\.1/2

A
o
[y
i

etc...

Les opérateurs Pj sont obtenus en remplagant les symboles Ah par leurs
développements de Taylor (formels) en t = N = 0, puis en regroupant les

termes par degré de q.h., en sorte que Pj est de degré 1- j/2.

a) Noxau de P0

I1 a été étudié aux paragraphes 1 et 2 ; on prendra donc v, = N(As)
(qui est bien g.h. de degré 0), avec A = A(x,y) (voir notations du
début du paragraphe 3). La preuve de la proposition 2 du § 2 est assez

délicate, et repose sur les résultats du chapitre X de Sibuya [6] .

b) Résolution de Pov = w

Nous utilisons ici les variables (q.h. de degré 0) s et 6 (cf. §2).
Observons d'abord qu'appliquer un opérateur Pj’ c'est effectuer certaines
dérivations en x et y (non en t!), et multiplier par des puissances de t
ou des constantes (pour 1'équation différentielle PO)-

Dériver N(As) fait apparalitre sous IL certaines puissances de log z et

modifie le "facteur de normalisation'" T(Ae)' On note

2 . 2 A
1 ies“/2 Js sz =iz /4 k €

= d
Nk(Ag) _m e df'Le e (Log z) =z Z

et on observe que
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; T(A +1) T(A -1)
SNk(As) -z-rg'T(—A;—N (A+1) %T(A—j_ ke 1 -1) - ...

A_ T(A_ -1)
- /—-—T(—A—T N (A -1).

I1 est possible d'établir les points techniques suivants

a) Les intégrales Nk(Ag) jouissent des propriétés indiquées dans la
proposition 2 pour les N(Ae) (avec ici A = A(0,0)), a ceci pres que 1l'on
doit ajouter + O aux ordres de tous les symboles (cf. point i) du
théoreme § 3 ).

) En rappelant la notation As = —1/2-1%-(1X+-92), on a pour le| = cte,

- € N ..
—T——Tr Y T(A ) = Elmglel-rzo, ou Zo désigne un symbole d'ordre O en 6.

T(A -1)
€
v) Avec les notations de B), est un symbole d'ordre -1 en 6.
TZAS;

Le point crucial de la résolution de Pov = w est donc de pouvoir

résoudre lorsque w = Nk(AC+£) (LeZ). C'est 1'objet du

Lemme : Soit E = az+-s2+-ik+-ez (= §_1Po dans les variables s, 0) et

w = Nk(A€+-£). L'équation Ev = w admet comme solution particuliere la

fonction

k J j
. (=1)Ik(k-1) ... (k=j+1) | (A_+8)

L
2 f/(]+1 k-j

J::O

. i
(sid=0, v = 501y Mea 8-

On note que v est '"oscillante pure'" comme w, et que son comportement

est connu (cf. o) ci-dessus). 5

Le lemme résulte du fait qu'apres le changement de fonctions v = eiSS /2u,
1'équation E devient ai+~2iesaS»+Cte , laquelle se réduit, par
transformation de Laplace le long de L, a une équation du premier ordre

pour laquelle il est aisé de choisir des solutions (pour tout détail voir

[2]).
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Si 1'on convient de choisir les vk (k= 1) successifs conformé-

ment au lemme, on peut alors établir par récurrence que

+k
Vi = E_l/zlelk E: [N(A€+£)]. On a convenu ici de noter [N(A€+-2)J une
£

quantité telle que § X Nk(A€-+£), ou k€ N et ¥ est un symbole en r

ou o (dépendant C de x et y) d'ordre +0 (on "néglige'" de mentionner k
conformément au point a) ci-dessus).

La solution (formelle) v de P'v=0 sera écrite sous la forme
v v v
vo(l-r;— et 75+...), et on peut montrer que ;5 ¢ grorkro,ro

o] (o] (o)

c) Passage du "formel" au "vrai

I1 s'effectue en deux te&ps v

. on remplace la somme 5 t-eet 5 fe-. par un symbole w € S
o o
qui lui est asymptotiquement équivalent en ce sens que ¥ N,

+0,1+0,4+0

Vk +03N+0,+0
w - zz: — €S8 ’ ? . Pour une telle construction, voir [3].
k<N "o

m, +o, 4 m, N,

. on calcule P'vo(1+w). Si on note S =N 8 s, on trouve
N

P'vo(1+~w) = VOR, ou R € Sl+0’+w’+o.

L'étape I est alors terminée, F+ étant les opérateurs de noyaux

P vt )m
Iel(x x')Erily y’)T‘N(Ac)ﬂ+hbd €dn (comparer avec les points ii) et iii)

du théoreme du § 3).

§ 6. ETAPE II

Précisons d'abord qu'un symbole a d'une certaine classe S est
dit "plat" sur une variété {u = 0} si, ¥ N, uNa € S (par exemple, si
¢ C(R), 9=0 pres de 0, ®=1 hors d'un compact, le symbole
o (7 e=1/2) ¢ g0°

W
Pour appliquer la méthode standard, il faut '"faire sortir" la

n'est pas plat sur 7=0).

phase de v,» comme dans la proposition 2 ; si x est choisie comme

au point ii) du théoreme (§ 3), on écrit

v.R = x(G)VOR4-(1-X(e))VOR .
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Analysons chacun des deux termes

ler terme : Modulo un symbole régularisant, il s'écrit

ias2/2 N
x(e)VOR = e x(e)R1 » ou R, est un symbole plat sur t=0 de la classe
g1-1/4(eRe A%+1)+0,+0.
w
2eme terme : Modulo un symbole régularisant, il s'écrit
(1-x(8))v R = (1-x(e))e18bR2, ol R, est un symbole plat sur t=17=0 de

o
eRel "+1

1+o,———§——-— +0

la classe Sw .

On cherche donc le noyau de G+ sous la forme

2

i(x-x")E+i(y-y')I iej;-é .
Ie [e 2 w1x(e)+e1€¢w2(1-x(e))jd§d’ﬂ

< 2 . .2 2 .2 . 2 B
ou (218t§at+at+1e§-21§t ax“t%x”‘ —21’ﬂay-ay+ A')wl_R1,

1/2(...)+...]w = R_ .

2 2 2 i
et [E(S/; +w” 3, -t ax-way-g Al(t,x,y,l,w))+-§ 5 5

Pour résoudre ces équations, il suffit de pouvoir résoudre 1l'équation

de transport (coefficient de §) dans une classe de symboles convenable.
Pour le premier terme, c'est aisé, car on a une équation du type de Fuchs
avec un second membre plat.

Pour le deuxieme terme, on peut réduire 1'équation de transport a une
équation du type'/T2+-w2.aTu + Au = f, avec f plat sur T = ¢ = O,

laquelle se résoud " a la main" (et 1'on peut imposer uIT—o = 0) .

§ 7. LA QUESTION DES TRACES

. Ca pcut choisir les v, (k = 1) en sorte que Vklt—o = 0, dans 1'étape I

k

(i1 suffit de les modifier par Cte X vo). Les opérateurs F+ sont alors

"indépendants" avec pour trace (sur t=0) 1'identité.
Les '"termes complémentaires" de 1'étape II sont 1'un, plat, 1'autre

nul sur t = 0.
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Le point iii) du théoreme suit alors sans grosses difficultés d'une

fagon analogue a celle de [2], par exemple.

¢ 8. PROPAGATION DES SINGULARITES

2
e

Pour la partie de E+ qui fait intervenir la '"phase' e'2

on peut appliquer les théoremes habituels (cf. par exemple fSW).

Pour la partie du type el€¢(1-x(6))s (s symbole), on note

que ¢ n'est pas réguliere sur le support conique du symbole, mais

seulement sur son support.
C'est une situation analogue a celle qu'on rencontre par exemple dans
(4], [7]. I1 est possible alors d'utiliser la procédure habituelle

d'intégrations par parties, a ceci 8rés que les coefficients de
1'opérateur L tel que tL(eleb - e'f seront des symboles de type

(1/2, 1/2) et non des symboles '"classiques'.
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