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§ 1. INTRODUCTION

On se propose de généraliser aux opérateurs intégraux de Fourier 1la
propriété de transmission pour les opérateurs pseudo-différentiels,
telle qu'elle est formulée par exemple par Boutet de Monvel [3].
Pour cela, on donne une définition de la propriété de transmission
pour les distributions de Fourier qui, sous une forme plus précise et plus
générale, est parallele a une définition locale donnée par ‘GHrding t9].
On établit aussi un théoreme de composition pour les opérateurs intégraux
de Fourier de transmission. En particulier, on obtient ainsi tres
simplement une propriété de transmission pour la solution fondamentale
d'un opérateur fortement hyperbolique, ou d'un opérateur hyperbolique
a caractéristiques de multiplicité constante vérifiant la condition de Lévi.
Cette propriété permet de retrouver tres facilement des résultats de
Maslov [14}, [15] sur la "métamorphose des discontinuités', et des
résultats de GHrding [9] sur les lacunes a coefficients variables.
On généralise aussi certains résultats sur les lacunes établis dans le

cas des coefficients constants par Atiyah, Bott, GYrding [1], [2].

On désignera par Iil(X,A) 1'espace des distributions de
Fourier de degré m dans X associés a la sous-variété lagrangienne
"conique A de T*X\0, classiques en ce sens que les amplitudes admettent
un développement asymptotique de la forme a . a., ou a, est homogene

JEN

de degré p-j (p€ R) .
Rappelons brievement la propriété de transmission pour les opérateurs
pseudo-différentiels. Soient P € LZI(X) et Q une variété a bord de X. P
a la proprjété de transmission par rapport a0 (voir ES]) si, localement

au voisinage de chaque point de 30, P s'exprime par
(Pu) (x) ~'j'e1x'§p(x,§) 2(E)d& (modulo un régularisant)

p(x,8) ~ EE:: pj(x,g), P homogene de degré m-j en § , avec :
iz o0
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(1.1) fPour tout j€ N, la fonction pj(x,-g)-elm(m—:j)pj(x,ﬁ) est
f_nulle d'ordre infini sur le fibré conormal intérieur a Q.
On sait qu'alors

( )%[P(uo)“‘ la € C°(7) lorsque u € C (3), u® désignant le prolongement
1.2)7% _
z’de u par O en dehors de Q.

Désignons par Naﬁ le fibré conormal a 3Q privé de sa section nulle, et

appelons C:Bﬁ l'espace des distributions A sur X qui sont de la forme

A~ u°+ somme de couches sur 85 a densité Cm (modulo COO(X))

ouu € Cw(ﬁ).

En utilisant les formules (voir par exemples [_10])

i __1 1 .
‘fxn+ T+l G+1 PoUr JEN, g‘n;£ 0
i j! §n

sVDja(xn) = §g pour j € N

on vérifie immédiatement que c® < est l'espace des distributions A sur X

+ 30

vérifiant les deux conditions suivantes

m n 1_, s
(1.3) A€ Icl(x’Naﬁ)’ avec m+Z-EEE (n=dimX ) ,

et au voisinage de chaque point de d(, dans une carte locale transportant
30 en {xn—_- 0} et Q en {xn> 0}, A admet une représentation, modulo ¢ (x)

ix § .
A(x) ~ j‘e n na(x,gn)dgn (ac€ 51", a~z aj(x, §n))

jizo

telle que

(1.0) Pour tout j€ N: aj(x,-gn) = (-1)u_jaj(x,§n) pour §n;£0
(noter que p€ Z d'apres (1.3)).

Lorsqu'on remplace respectivement les deux conditions (1.3), (1.4) par

), avec m+£—-1£ Z

m
(1.5) Ag Icl(X,N i3

0

—in(p-j)

(1.6) Pour tout j€ N: aj(x,—§n) = e aj(x,§n) pour § >0 ,
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8

66 s 1'espace CO: 33 des distributions A

qui sont localement de la forme, modulo Cm(X) :

alors on obtient, au 1ieﬁ de C

1+

AGx) ~ ()% D)

,oi £ € C(RY, nfz.
Ceci résulte des formules (voir [10]) :
. T
1-2-7\
- LAY e -(A+1)
J[(§n+10)] —ZET,T_TTXH_ pour A £ Z .

En particulier, constatons que A est c” jusqu'au bord de chaque coté de

(¢e]

3 lorsque A € C: et que A n'est C jusqu'au bord que du coté intérieur

?3q '’
de 30 lorsque A€ d:am'\dm(x). Notons que c'est précisément en utilisant
des relations du type (1.4), (1.6) qu'on établit classiquement (1.2), et
que, d'autre part, des distributions de Fourier ayant des propriétés de
régularité au bord analogues a celles des distributions A précédentes

interviennent dans 1'étude des lacunes : soit par exemple E la solution

2 2 2
élémentaire directe de l'opérateur des ondes itéré ( 5 - jl—é ...--j%s)p.
ot ax1 axn

On sait que E=0 a 1l'extérieur du cone {tZ(L les t}, et qu'é

. d 3 ~
1'intérieur de ce cone, on a :

pour n impair E =0 si 2p < n+1
_h+1
E = C(t2-lx|2)p 2 si 2p = n+1
_ns1
pour n pair E = C(t2-|x|2)p 2 .

Si W={t>0, |x| =t} est le cone de lumiere épointé, on voit que E est
c® jusqu'au bord de chaque coté de W lorsque n est impair, et que E n'est
c” jusqu'au bord que du coté extérieur de W lorsque n est pair.

Dans le paragraphe suivant, nous allons donner une généralisation des

formules du type (1.1), (1.4), (1.6).

§ 2. LES DISTRIBUTIONS DE FOURIER DE TRANSMISSION

(2.1) Notations : Soient X une variété Cw de dimension n, et A une

sous-variété lagrangienne conique de T*X\0. On suppose que A est symétrique,
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en ce sens que £(A) = A, ou £: T*X —» T*X est la symétrie

A= (x,8) » £(A) = A = (x,-E). On appelle S*X:l*x—y) le fibré en spheres
T X\0 "
cotangentes sur X, et P¥X = R le fibré en espaces projectifs cotangents

sur X. On désignera toujours par n les projections naturelles, et on
notera SA, PA les projections respectives de A dans S*X, X .
Soient 51/2 le faisceau sur A des restrictions a A des 1/2-densités C.

sur T¥X\0, et L le fibré de Maslov sur A. Pour r€ R s appelons 5:(1;;

Appelons L°

le
faisceau sur S\ des sections homogenes de degré r de 61/2.
le faisceau sur S\ des sections localement constantes de L .

Rappelons que si M', M", M, M sont quatre plans lagrangiens d'un espace
symplectique tels que M, M transversesa M', M", 1'indice de HUrmander s

est défini par

2s(M',M",M,ﬁ) = sgn(M',ﬁ,M")-sg‘n(M',M,M") ,
par exemple, sgn(M' ,M,M"") est la signature de la forme bilinéaire
symétrique sur M' : (a,B) - o(TayB), ou ¢ est la forme symplectique,
et ou T est 1'application linéaire de M' dans M ayant M'" comme graphe.
On notera jx le faisceau sur S\ des microfonctions de Fourier classiques

de degré m associées a A-

(2.2) Symboles complets
Soient deux fonctions Y(x,\) et x(x) telles que
g. v e CC(XxA,R) , avec Y(x,tA) = t¥(x,A) pour x€ X, AEA, t€ R\O .

x € C:(X), a valeurs 1/2-densités sur X.
. ‘Y;((X,K) # O pour x € Suppy s AEA.

. Pour tout A€ nnl(suppx), le graphe 6\{, A = {(x,‘l’)‘((x,K))lxé X}
, 9

de la différentielle de ¥ par rapport a X coupe transversalement

ﬂAﬂn—l(supp x) se réduit a {A}.

A en A, et de plus G‘P,?x

- Y(ntA,A) =0 pour A € A
|1/2

Soit w1/2 la restriction a A de la 1/2-densité canonique Idx AdE sur

T*X. Pour A€ A, désignons respectivement par M'{A), M"(A), MW(K) les

espaces tangents en A a la fibre de T*X, a A, a G‘l’ At
9
o~

m s o e N o
Pour A€ Icl(X,A), on définit v XA € C (A’Q1/2 ® L) par

k]

. U ) "
Siv(xon) P s M), MM, (M)

(B, A (MM = 0 2<A(x) s (x)e

¥,

pour A€ A, M plan lagrangien de TX(T*X) transverse a M'(A) et M"(M).
Grace a la formule de la phase stationnaire, on sait ([5:], EG}, [12])
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n
m+
que T Ac S (A,Q ®L) . On peut donc définir naturellement le
Yo% 1/2
morphisme de faisceaux sur SA
(m+ -3)
(2.2.2) g+ I —D 3 a,, ® L°
"X JEN

Notons que

gSi le symbole complet ZW X d'une section @0 de JA =U :jx est nul
9
m
(2.23)pour toutes ¥ vérifiant les hypotheses (2.21), alors @ =0 au-dessus
de {x€X|[x(x) # 0).

Pour généraliser les formules du type (1.1), (1.4), (1.6), il nous faut
comparer les valeurs du symbole Ty X en deux points symétriques de SA.
k]

Pour cela, donnons la

(2.3) Définition : Soit¥ un faisceau sur SA. On appelle 4-involution

de ¥ une involution T de meF (ou m: SA - PA) telle que :

suppf(Tf) = Z(Suppj f) pour toute section f de m, F .

(2.4) Exemple : Soit d€ R fixé. Pour k€ Z, on définit la 4-involution
%\z(k) ~(d+k) z(k) ~(d+k)

de 01/2 par £, f = (-1) kg™ ¢ pour toute section f de E*Q1/2 .
Passons maintenant aux fZ-involutions du faisceau de Maslov L°. Si f est
une section de Lo, on définit la section conjuguée f* de f par
* () (M) = T(M) (M) (£f* est bien une section de L° puisque la symétrie
L change la forme symplectique de T¥X en son opposée). Si ?(x,6) est
une phase dans un ouvert conique ' de XX (RN\O)telle que
ig: (x,0) + (x,¢;(x,9)) soit un isomorphisme de C@=:{(X,G)G'F|¢é(x,e) = 0}
sur un ouvert conique A@ de A, on sait lui associer une section f(p de
L° au-dessus de

T
i7(s Lp" 10) - ' "
Myt LM (M =e T oo (x:8) - sgn(M' (A),M,M"(1)))

ou A = ni@(x,e) s (x,8) € Cy - On vérifie que fZ; =f o .

1(2.5) Définition
w = SA -

On appelle indice sur A toute fonction antisymétrique

R .
A7 telle que : si 9(x,8) est une phase définissant localement A,
alors gp(A) + sgn¢ge(x,9) est localement constante (pour X:niw(x,e))
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(2.6) Proposition : Les #4-involutions T de Lo, c'est-a-dire les

R . o . . . . .. .
Z-involutions © de L qui commutent a la conjugaison, sont en bijection

avec les indices w sur S\ par

ig(w(h)+sgn@ge(x,9))

T(fw) = e f_@
On note Ew la *4-involution de L° d'indice w.
(2.7) Définitions : Soit d€ R. On pose 1A’d . U C!x , et on
m+-f§-dez

définit naturellement a partir de (2.2.2) le morphisme de faisceaux
sur SA

~/|
5 d P qlark) g o

Soit @ un indice sur A, et p=(dw)- On définit, grace a (2.4) (2.6)

la £-involution £ de &P 5;3;1‘) ® 1° par 4 = D L‘(ik) ® 1 .
k€ZZ P k €ZZ w

(2.8) Théoreme et définitions

Soit p = (d,w), ou d € Ret ou ® est un indice sur A

(i) il existe une et une seule £-involution de J encore notée

A,ad’

Lp, telle que : T L =4 % pour toutes Y,y vérifiant (2.2.1)

Yyx P P "¥ax

(ii) On dit qu'une section 0 de my JA d est de p-transmission si
9
4L a=a.
P
(iii) Soit F une partie conique et symétrique de A. On dit qu'une
section O de n*:]A,d est de p-transmission dans F si ﬁpzw’x a-zw,xg

est nul d'ordre infini dans nF pour toutes ¥,x vérifiant (2.2.1).
(iv) Supposons 0 a support compact dans un ouvert de phase symétrique,

c'est a dire représentée par

A(x) = I elw(x’e)a(x,e)de, ou I est un ouvert conique symétrique
(2.8.1) r

de Xx (RMN0), ¢(x,-8) = -9(x,8)s ac ¥ , a~ D aj -
j=o

i
5

§Alors zpa est représentable par

B(x) =j‘ eiq)(x’e)b(x,e)de , oub € A s b~ Z b.
r j=o



XIV.7

avec
N . . T "
pry-d-j 1—2-(w(7x)+sgn @ee(x,e))
(2.8.2) Pour tout j€ N: bj(x,—e) = (-1) e a}k,e)
(ou A =1tE(x,9))
Pour que ¢ soit de p-transmission dans F, il suffit que :
u+12\1 -d-j i—’é—(w(lhsgn‘!"e'e(x,e))
Pour tout j€ N: aj(x,—e)—(—l) e aj(x,e)
(2.8.3) soit nulle d'ordre infini sur 151(F).
Lorsque a(x,6) ne dépend de (x,0) que par 1'intermédiaire d'une
coordonnée locale sur Cw, les conditions (2.8.3) sont nécessaires
et suffisantes pour que 0 soit de p-transmission dans F.
Indications sur la démonstration du théoreme (2.8) : 1'unicité de lp

résulte de (2.2.3). Plagons nous dans la situation locale (2.8.1); la

formule de la phase stationnaire permet de montrer que

-1/2 1/2 .
(54, @) () ~ z_k:_olaet atx,8) |72 R (xa ) (000200 1,000, o
?y (x,0) = ¥2_(x,A) Plg(x28)
(X’e) € CLP’ A= iq,(x,e) ’ Q(x,08) =
q’é'X(X’G) ¢ge(Xa9)

R, est un opérateur différentiel en (x,0) de degré < 2k, dépendant de ?,Y,

k
et tel que R = I, K = (-1)R_ (ol (x76) = (x,-6)). La densité

k

| det Q|—1/2 Rk(xa:i )w1/2 est homogene de degré m+ %-j-k .

D'apres (2.4), (2.6), (2.7), on obtient, pour A= Lp(x,e)

i -725-(0)(7»)+sgn¢'e'9 (x,6))

m+£—d—j-k
(1, 3y, QYA ~ ;T_'Sm('l) T R e (e Ee £,(X)
De meme, pour
(2.8.4) B [ eiq’(x’e)b(x,e)de sy b~ S b., on a

r j=o
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FUUVINEEE -1/2 /2,
(2, PR ~ 3,k20|det Qlx,=8) |7 7R (xb ) (x, -8 )0 “ (M) £, (R)
S0 Jaet aGoe) | Y2 (c0)%R (b ) (8)0 Y 2. (R
jrk=o k2™ i
d'ou

(2, P-43, a)r)
P ¥ax

Y,X \P,
Z S K , m+%-d-j ig (w(7\)+sgn(Pé’e(x,9))

~ L. (-1) RkEx(b.-(—i) e a.)](x,0)
pEN j+k=p J 3

Posons donc zpa -h, ou Best définie par (2.8.4) avec

m+2-d—j iE(w(K)+sgn¢" (x48))
bj(x,-—e) = (-1) ¢ e 2 68 aj(x,e) .

(2.2.3) montre que la microfonction B ne dépend pas de la représentation
(2.8.1) choisie pour @, et que 1'application @ »~ & se prolonge en une
4-involution ﬂp de ‘7A,d satisfaisant aux conditions exigées dans (i).
Enfin, (2.8.5) montre que 0 est de p-transmission dans F si et seulement

si, pour toutes ¥,y vérifiant (2.2.1), et pour tout p€ N, on a

, m+s-d-j im(w(\)+sgn®"_ (x,0))
EE::;(—l)kRktx(xj— (-1) 4 e 2 o8 aj)]

J+k=p
nul d'ordre infini sur i;i(F), d'ou (iv) en remarquant que Ro = I,
m+ == +--I\-I
7-P*3 -

§ 3. EXEMPLES

(3.1) Exemple : Les formules (1.1) montrent qu'un opérateur pseudo-
différentiel de degré m dans X est de transmission par rapport aq siet

seulement si il est de p = (d,w)-transmission dans Naa avec
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n

m+—2§-d€ Z

ny - 2d +w (M) =0 (mod.4) lorsque A€ Fibré conormal intérieur adQ.

Les distribations de p-transmission forment évidemment un faisceau de
(o]
C (X)-modules sur S\ ; nous allons en préciser des générateurs lorsque

A =N S hypersurface lisse de X .

S’

‘ (3.2) Proposition : Soient S une hypersurface lisse de X, NS son fibré

conormal privé de la section nulle. Les microfonctions de Fourier classiques

associées a NS qui sont de p = (d,w)-transmission sont les microfonctions

qui, au voisinage de chaque point de S, dans une carte locale
transportant S en {x¢€ Rnlxn= 0}, sont représentées par les distributions
A qui, modulo Cm(Rn), sont de la forme suivante , ou w+ est la valeur

1 o n
dewpour§n>0,p.+-2--d€Z,fethC(R)z
. T + .TC .TC +
i=(-1+2d+y ) —1—2-'p.x_(u+1)-(e12(-1_2d+w )

LT
isp
A(x) ~ f(x)[(e 2 -1)e 2

X;H(-].L+ 1 ) ]

-1)e
1
dans le cas d-EE Z .

Dans le cas d—% € Z ,

it(1-2d+w") 1-725(1-2d+w+)

A(x) ~ £(x)[ (e 2 +1)1D%6(x ) - (e —1)it*1

p,!vpx;(]'“])]

15(1_2(14.0)4') i%(1-2d+w+) .
+ g(x)[(e +1)nY(xn) - (e -1)i Loglxn|_l

avec L EN ou

im(1-2d+w’)

‘ iZ(1-2d+w")
A(x) ~ g(x)[ (e +1)7nx

-(u+1)—(e -1)ix;(u+1)Log|xn|]

n+

avec P entier < -1.

En particulier, on a les cas remarquables suivants
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(3.2.1) Pour d—%% Z, 1-2d+¢ = 0 mod4

A(x) ~ f(x)x;£u+1)

1 o
avec u+-§-—d € Z ; donc Ac C+S .

(3.2.2) Pour d—%f Z, -1+2d+w = 0 mod4

-(p+1)

A(X)~ f(X)Xn+

avec p,+—;--d € Z ; donc A € Ca_o_S .

(3.2.3) IMur(Lwée Z, 1-2d+®w =0 (mod4 )

o0
AEC+S .

(3.2.4) Pour d—% € Z, 1-2d+w =0 (mod4 ) :

-(p+1)

A(x) ~ f(x) VDX

+ g(x)Longnl avec B € N

ou

-(p+1)

A(x) ~ g(x) X

Loglxnl avec p entier < -1 .

Cette proposition résulte des formules de transformation de Fourier

rappelées dans 1'introduction, et complétées par

(—i)x -(A+1)
X

. < 1.
=) *ns lorsque A entier < -1

:T—(vp §:;) ~ 2T

= A -2 . -(A+1) .
v (vp sgngn.gn) ~ m)(lxn) loglxn! lorsque A entier < -1.
7 (sgn gn'gﬁ) = 217\+1F(7\+1)Vpx;(>\+1) lorsque A€ N

x'(l"—3+1) = xJ vpx_(p'+1) (ou €z, jEN)

v
p n n n

k-1

x D¥6(x ) = ik D To(x ) pour k entier = 1 .
n n n

(3.3) Cas ou A est le fibré conormal a une hyerpsurface singuliere S de X.

Pour simplifier nous supposons dimX = 2. Avec des coordonnées convenables
dans X, on sait qu'on peut localement représenter A par une phase @ de la
forme ?(x,§) = x.§ ~-H(E). On se place par exemple au voisinage de § = (0,1),

g
-§—2 , h(t) = H(t,1). On peut toujours supposer h(0) = O,

et on pose t

i

h'(0) = 0. On ctudie le cas ou h(t) n'est pas nulle d'ordre infini pour
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t=0, et on appelle p le plus petit entier tel que h(p+1)(0) £ 0. A est
alors le fibré conormal a la courbe S définie par X, = h'(t),
X, = (h(t) -th'(t) ; S admet O comme point stationnaire lorsque p=2. Soit

®» un indice sur A ;3 posons wo = »(0,0;0,1). En calculant sgnlﬂ%g) y et

(

en supposant par exemple H p+1)(0) > 0, on vérifie que, pour

7\=E(H'(g)a€)

w(A) = w + sgn§, si p est pair

w(A) = w oo sgn§2 si p est impair =2 3
x
2 X,

w
oA
w +1 w +1
4
X1 A *1
S

Les figures ci-dessous donnent les comportements au bord remarquables des
microfonctions de p-transmission dans le cas ou, par exemple, p est pair

(reg signifie : C jusqu'au bord sur la partie lisse de S)

(3.3.1) d-—2-EZ, d g Z, 2-2a+w®_ =0 mod4 :
irr /. irr /
irr irr
ou
irr €g reg Ler
irr reg /.
reg irr
(3.3.2) de Z , 2-2d+0.)0=0 mod 4 : ou
. reg irr
irr reg
irr .
1 irr
(3.3.3) d-5 € Z, 2-2d+w_= 0 mod 4
reg

reg
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3
. t
(3.4) Remarque : Dans le cas p=2, on peut se ramener a h(t) = = et
représenter toute distribution de Fourier associée a A = NS par

3

igz(tx1+ x2-1:3—) "
A(x) = fe a(x1;t§2,€2)|§2|dtd§2 ) avec a€ 4" ,

et a(xi;t,l) = f(x1)+'tg(x1) , ou f, g€ C’(R) . On en déduit facilement que
la régularité n' a plus lieu en général au point de rebroussement dans le
cas de la deuxieme figure (3.3.2). Par des méthodes de déformation de con-
tour en la variable t, GHrding EQ] a démontré que cette régularité a par

contre lieu dans le cas de la premiere figure (3.3.2).

§ 4. CONJUGUES, COMPOSES, PARAMETRIX

On a évidemment la proposition

(4.1) Proposition : Zp commute a la conjugaison des microfonctions ;

si 0 est de p-transmission, il en est de méme de Q.

Soient maintenant X2,X,X1 des variétés C ) C1 une relation canonique
. 3

homogene et symétirique de T X dans T*Xl, C2 une relation canonique

homogene et symétrique de ’I‘*X2 dans T°X. On se place dans les conditions

habituelles de la composition pour C1° 02 :

- §;£0 Si (Xl,gl,X’g) E C ou si (X,@,X2,§2) 6 C

1 2

3
. L'intersection (Ci><02) N ET*X1><Diag(T5X><T*X)><T*X2] est transverse,

se projette dans T*(X1><X2)\O, et cette projection est propre .

(4.2) Définition : Pour (Kl,K) € C, et (K,Xz) € C,» on définit 1'indice
de composition wcl’cz(hi,h,k2) par

— " . - n . - " .
wcl,cz(Kl,K,hz) = sgn@ee(xl,xzqe) sgnq’ieiei(xl,x.el) sgn¢29262(x,x2,92)

ou @1 est une phase définissant C, au voisinage de (Xi,X)

1

?_ est une phase définissant C

5 au voisinage de (X,Kz)

2

et ou ¥ = @14-@2 est la phase correspondante définissant Clo 02

voisinage de (Ki,kz) (on rappelle que le second membre de (4.2.1) ne

au
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dépend pas des phases ® ., @, choisies : voir [12]).

Donnons sans démonstration une interprétation géométrique de Oe o - Si
1’72
A, B, C sont trois plans lagrangiens quelconques d'un espace

A B G suD=ANB+BNC+CNA

symplectique, posons sgn (A,B,C) = Sgn(D"ﬁ’D

A B C . . s
(noter que D°'D’D sontgr01s plans lagrangiens deux a deux transverses de

1'espace symplectique 3-). Cette définition est parallele a une

définition donnée par Leray [13].

(4.3) Théoreme : Soient respectivement dC dC, les espaces tangents a

1’

C,, C, en (Ki,K), (K,Kz), et Mj, M', M) les espaces tangents aux fibres

1’ V2
de T*Xi, T*X, T*X2 en Xl, Ay Xz. Alors

= =14 ' '
(4.3.1) wci,cz(xi,x,xz) = s,gn(dc1 oM ,d02M2) mod 8 .
m.
Si aj est une section de jCJ (j=1,2), on définit naturellement la
m,+m,,
composée al.aaz s section de :jC C (dans les notations, on confond
1 72

systématiquement une relation canonique et la variété lagrangienne
associée). En utilisant les formules du théoreme (2.8), (iii), on obtient

le théoreme de composition suivant

(4.4) Théoreme : Pour j=1,2, soient Py = (dj,wj) ou dj € Ret
n
ou W, est un indice sur Cj' On pose p = (d,w), ou d= d14-d2-?? , et ,

C

pour (Xl,Xz) € C eC,

qu'on suppose indépendant du point A choisi tel que (Ki,h) € Ci’ (X,Xz) € C2.

Soit Oj une section de m, J (j=1,2). Alors

C.,d,
J J

)

£, @) 4, (@) = 4, (- 0y

1
Donc si aj est de pj-transmission dans Fj (j=1,2), alors Olv 02 est de

p-transmission
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|Plus généralement, si Oj est de pj—transmission dans Fj (j=1,2), alors

'Glc Oz est de p-transmission dans Flc,F2 lorsqu'on suppose que les
conditions (XI,X) € C1,(k,X2) € Cz,(Kl,Xz) € F, - F, impliquent
I(xl,x) € F1, (X,Xz) € F2)- On en déduit la

(4.5) Proposition : Soient X1, X2 deux variétés C_ de meéme dimension

n, et Uj (j=1,2) un cone ouvert symétrique de T*Xj\O. Soit C une bijection

canonique homogene symétrique de U, sur U . Soit p = (d,w) ou dE R et

ou w est un indice sur C. On pose § = (n-dw» ), ou w est 1l'indice sur C
défini par N(Kz,Kl) = —w(Xl,Kz). Soit @ une section elliptique de
-1
a i .
JC,d(U1><U2)’ et son inverse. Alors

(i) J&pa est elliptique, et on a (!&pcz)'1 = !&a(a'i)
(ii) Si @ est de p-transmission dans F, a™ ! est de f-transmission
dans F_1 .

(4.6) Exemple : Soit P1 un opérateur pseudo-différentiel dans X, de

degré m,, et de transmission par rapport aQ (voir (1.1), (3.1)). Soit
02 une section de n*,JN _ de Py = (d2,w2)—transmlss1on. Le théoreme de
a0
composition (4.4) montre que P@z est de p = (d,w)-transmission avec
p 1 1
d-5 = d, - 5+my (mod zz)

1-2d+w = 1-2d2+-w; (mod4 ), ou le signe + correspond au

fibré conormal intérieur a 3Q. On retrouve ainsi en particulier la

propriété classique (1.2) grace a (3.2.3), (3.2.1).

(4.7) Exemple : Soit P1 un opérateur pseudo-différentiel dans X, de

degré dans Z , et de transmission par rapport a toute variété a bord

- . R n
Q de X. Ceci revient a dire, d'apres (3.1), que P, est de p1=%§§,0)—

1
transmission. Soit C2 une relation canonique homogene et symétrique de
T*X2 dans T*X ; (4.4) montre que P, commute a Lp » et donc que P,
2

conserve la propriété de p2—transmission. Ceci s'applique en particulier

lorsque P, est un opérateur différentiel. Réciproquement, signalons la

1

(4.8) Théoreme : (i) Si deux {-involutions Ly £, de JA q commutent
I — 9
aux opérateurs différentiels, elles sont proportionnelles en ce sens

qu'il existe une fonction w : SA - @¥ localement constante telle que
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(ii) la £-involution £ de JA 4 Géfinie dans (2.8), (i) est
9

l'unique 4-involution de le a qui
?

commute aux opérateurs différentiels
(m+%—d)
. induit la £4-involution Zd 1820) sur les symboles

principaux (voir (2.7)).

§. 5. APPLICATIONS AUX OPERATEURS HYPERBOLIQUES

(5.1) Soient Y une variété € de dimension nys et X = ¥YX R. On note
x=(y,t), €= (N,7). Soit P(x,Dx) un opérateur différentiel de degré r
dans X, fortement hyperbolique (ce qui suit s'appliquerait de la meme
fagon, grace a [4], a un opérateur hyperbolique a caractéristiques de
multiplicité constante vérifiant la condition de Lévi). Soient p le sym-

bole principal de P, et
C = {(x,§; ) € (T*X\O)x (T*Y\0)|31: € R avec p(y ,0357 ,1.) =0
o - ) 9}’0,“0 o P yo, 1Tl = W

(x,€) € bicaractéristique de p issue de (yo,O;no,to)} .

Co est une relation canonique homogene et symétrique, qu'on suppose

fermée. Considérons par exemple le probleme de Cauchy standard pour P

(5.11) {Pu = 0 dans X

VU = 5k,r-1g dans Y (k=0,...,r-1)

S Dk « On sait

ou v, est 1'opérateur de restriction a Yx {0}, et v +

k
que le micronoyau E0 de la paramétrix de (5.1.1) est caractérisé par
~(r-1)-4

: 2
(5.1.2) E_€ JCO

(sco); PE =0 ; ykEo = 6k’r_11 (k=0,...,r-1).

(5.2) Théoreme : (i) 1I1 existe un et un seul indice W, sur C0 tel
que o = O pour t = O

n
.. Y . .
(ii) E0 est de (?r,wo)—transmlss1on.
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Ce théoreme se démontre immédiatement grace a (4.4), (5.2).
Pour 1'interpréter, on doit préciser W, D'une fagon générale, en
intégrant la variation de sgnwge(x,e)on obtient le
(5.3) Lemme : Soit A une sous-variété lagrangienne conique symétrique
de T*X\0. Pour A€ A, posons k(A) = dimKer dn(A) = dimM'(A) N M"(MA), ou
T : A X est 1la projection. Soit @ un indice sur A ; alors
w(k)-w(ho) = k(K)-—k(Ko) modulo 2 si A, Ko sont dans la meme composante

connexe de SA.

Soit A2 une sous-variété lagrangienne conique symétrique de T Y\O. Les
hypotheses du théoreme de composition (4.4) sont toujours vérifiées pour
Co’ A2, avec wco’Az = O pour t=0. Posons A = Co‘°A2' Si 02 est de
p2—transmission, EJ32 est donc de p = (d,w)-transmission, avec d= d2,

w(yo,o;no,ro) = mz(yo,ﬂo) . On va examiner deux exemples de varieté A2 .

(5.4) Prenons d'abord A2 = NS’ ou S est unrhypersurface lisse de Y.

On vérifie alors que, pour [t] petit, A = LJ NS , ou les Sj sont des
=1 7j

hypersurfaces lisses de X, deux a deux a croisements normaux.

D'apres (5.3), on a w(x,§) = wz(yo,ﬂo) + k(x,€) -1 modulo 2 lorsque

(x,€) est sur la bicaractéristique issue d'un point de la forme

(yo,O;T]o, To) .

Plagons-nous dans un ouvert connexe V de A tel que

(5.4.1) Dans V, A est le fibré conormal a une hypersurface lisse W de X.

Alors la formule précédente se réduit dans V a
w(x,§) = wz(yo,’ﬂo)+2v (vez) .

On obtient donc, selon la parité de v, le type de transmission de EOG2

en fonction du type de transmission de 02.

H. ou
i%

S.

P

Pour |t| petit, (5.4.1) est vérifié et v est pair, donc E002 =

e

J
Jgj a, par rapport a Sj’ la meme transmission que Oz par rapport
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Pour t quelconque sous l'hypothese (5.4.1), on obtient par exemple que

Yy

. 0 oo 3 .
. si 02 € C-;_-S » alors E002€ C+w si v est pair reg (reg

anz du type (3.2.4) si v impair irr( irr
si @, est du type (3.2.1), alors

anz est du meme type si v pair reg irr

E O, est du type symétrique (3.2.2) si v impair,
W
d, € Z . (
2 irr reg

Quand on franchit une singularité de W, la parité de v varie ; les figures
ci-dessus, ainsi que les figures du type (3.3.1), (3.3.2), (3.3.3) montrent
comment varie le comportement au bord de anz. Ces résultats sont, au
moins dans des cas particuliers, connus de Maslov ¢14] sy p-145-146, et

[15])) sous le nom de métamorphose des discontinuités.

(5.5) Nous considérons enfin le cas ou A2 est le fibré conormal a un point

3"'0 de Yo’ et ou 02 est la masse de Dirac en ce point. On pose Eoby = E .
o

Pour t> 0, E cofncide avec la solution fondamentale de P, dont nous
allons étudier les lacunes. A est ici la réunion des bicaractéristiques
issues des points (yo,o;go) tels que p(STO,O,QO) = 0. Puisque 6}7 est de
n n o

Y .
(—2‘, 0)-transmission, on obtient que E est de (—;—,w)—transmission, ou g
est 1'unique indice sur A tel que w=0 pour t=0. D'apres le lemme (5.3),

on a w(A) = k(\) - ny modulo 2, ce qui montre que, dans un ouvert convexe

V vérifiant (5.4.1), E est de p = (d,p)-transmission, avec
Ny
(5.5.1) d =, w:i—ny+2v (VeEZ)

D'apres (3.2), on obtient

(5.6) Proposition : Dans les conditions (5.4.1), et avec v défini par

(5.5.1)

- . . . ’ o -
(i) si ny est impair, {E € C"'W pour Vv pair.

E est du type (3.2.4) pour v impair.
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(ii) si ny est pair,{:E est du type (3.2.2) pour v pair (donc E€ dfw).

E est du type symétrique (3.2.1) pour v impair

W) : - —
Pour ny pair, E est donc toujours C jusqu'au bord d'un coté de W.

(donc E € Ci

L'hypothese (5.4.1) n'est évidemment pas satisfaite partout. Le cono¥de
bicaractéristique peut présenter des singularités, meme pour t # O petit.
Quand on franchit une singularité, la proposition précédente, ainsi

que les figures du type (3.3.3) pour ny impair, et les figures du type
(3.3.2) pour ny

retrouve ainsi des résultats établis par Garding [9] a 1'aide de prolonge-

impair précisent la métamorphose des lacunes. On

ments presque analytiques des phases et des amplitudes.
On peut dans certains cas calculer le nombre v. Par exemple, la proposition
suivante généralise le théoreme 1.9.3 de [I].

(5.7) Proposition : Soit rﬁ = p—l(O) N T% O(X) le cone caractéristique

0,

de P en (?0,0). On suppose que sa courbure est non dégénérée en (§0,03§0),

et on appelle q (resp : p) le nombre de valeurs propres négatives
(resp : positives) de cette courbure, relativement a un choix d'équation

#* of
f = 0 de Fo tel que 3T < 0.

Alors
(i) Il existe un voisinage V de (?6,0;50) dans A tel que (5.4.1)
soit vérifié dams V=V_=VN {ft > 0} .

(ii) Le nombre v de la proposition (5.6) est donné par :

<
"

q dans V+

<
1

p dans V_

~ * ~ —
On remarquera que le cone dual FO de Fo est le cone tangent en (yo,O)
au conof¥de bicaractéristique ; q (resp : p) est aussi égal au nombre
de valeurs propres négatives (resp : positives) de la courbure de Fo,

guand le fibré conormal a Ty est orienté par —§o .
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