J. NOURRIGAT
Paramétrixes pour une classe d’opérateurs hypoelliptiques

Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique) (1976-1977), exp. n° 13,
p- 1-9

<http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1976-1977 A12_0>

© Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique)
(Ecole Polytechnique), 1976-1977, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Equations aux dérivées partielles (http://sedp.cedram.org) im-
plique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1976-1977____A12_0
http://sedp.cedram.org
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ECOLE POLYTECHNIQUE

CENTRE DE MATHEMATIQUES

PLATEAU DE PALAISEAU - 91128 PALAISEAU CEDEX
Téléphone : 941.82.00 - Poste Ne
Télex : ECOLEX 691596 F

SEMINAIRE GOULAOUIC-SCHWARTZ 1976 -1977

J. NOURRIGAT

Exposé n® XTT1I 8 Février 1977






XIII.1

Nous nous proposons de construire des paramétrixes pour une
classe d'opérateurs différentiels sur R™ dont 1'hypoellipticiteé

a été démontrée dans [4] .

§ 1. RAPPEL DES CONDITIONS SUFFISANTES D'HYPOELLIPTICITE

Considérons tout d'abord des opérateurs différentiels dansimz,

a coefficients polynomes, de la forme :

m za a
(1) L(t,D,D)=D+ZatD
x' 7t t o X
os<m
ou les a, sont des nombres et les Za des entiers =2 0. Pour ces opérateurs,
il est donné dans [4] une condition nécessaire et suffisante

d'hypoellipticité avec régularité maximale, c'est a dire pour que l'on

ait
D 2 m s 2
ue 2 (R% Dju € H® (R%)
(2) p— P
s 2 Lo s 2
Lu € Hloc(R ) t Dxu € Hlo (R%)
ce qui entraine aussi
s+m' 2
u € H/ (R®)
ou l'on pose
(3) m' = m§ 6 = sup —— .

a<m £ +m
o

Rappelons tout d'abord ces conditions sur un exemple correspondant a

m=2. Soit :

4

2, t2K5p2 . athp
X X

(4) L(t,Dx,Dt) = D}

ou N € C. I1 y a trois cas a distinguer suivant les valeurs de o pour
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lesquelles le sup est atteint dans (3).

a) Si 4 > k-1, L est toujours hypoelliptique avec régulariteé
maximale.

b) Si £ = k-1, L est hypoelliptique avec régularité maximale si
et seulement si 1l'opérateur différentiel ordinaire
(5) L (t,0,D,) = D%+ t%y2 4 atty

o t t

est injectif dans S(R) pour w = *1.

c) Si 4 < k-1, L est hypoelliptique avec régularité maximale si
et seulement si

£

(6) 12+-t2k§24-ht E£O0 pour t £ 0 et (§,7) % (0,0).
Dans les cas a) et b) la condition est connue depuis Grushin ESJ,
dans le cas £ = 0 depuis HYrmander EGJ et dans le cas c) en général elle

a été établie par Bolley-Camus-Helffer E4] et par Menikoff E?].

On peut énoncer un systeme de deux hypotheses qui sont
équivalentes dans les trois cas aux conditions ci-dessus. On définit un

opérateur différentiel ordinaire Lo(t’w’Dt) pour w = £ 1 par :

(7) Lo(tswse) = Lin 1™ Leelg] 8,8, 5121
gl

E =€ |w

ou m' et § sont définis en (3). Dans les trois cas les conditions ci-dessus
sont équivalentes aux suivantes

(H1) L'opérateur différentiel ordinaire Lo(t,w,Dt) est injectif dans

< (R), pour w=%1.

(H2) 1I1 existe A>0 et C> 0 tels que

11818+ 1115178 > & = [L(t,E,0)] = e(lc]?+| €3] + [tPE])

En effet, dans les cas a) et b) (H2) est toujours vérifiée et dans le cas c)

elle est équivalente a (6). Quant a 1'opérateur L, >

D 4-t2kw2 et (H1) est toujours vérifiée

dans le cas a) Lo(t’w’Dt)

2

t
y) X

dans le cas c) Lo(t,w,Dt) = Di+7\t w et (H1) résulte de (6)
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Dans le cas plus général des opérateurs (1), la condition
nécessaire et suffisante d'hypoellipticité avec régularité max male
s'énonce de fagon analogue
(H1) L'opérateur différentiel Lo(t,w,Dt) défini en (7) est injectif
dans S(R).

(H2) 1I1 existe A>0 et C> 0 tels que

L
LeIEI% 1218170 > & = [L(t.Es0)] = o(l<]™s 2t %€%])

as<m

Cette hypothese (H2) peut s'énoncer de maniere plus explicite dans tous
les cas (cf.[4]), mais contentons-nous de le faire sur un exemple :
6.3 324

tD+at8D2+at1D+at D,
X 2 X X X

4
L(t,Dx’Dt) = Dt+a. 3 4

1
ou les valeurs numériques des za sont choisies telles que le sup soit
atteint pour a=1 dans (3), de sorte que 9::%-. L'hypothese (H2) s'énonce
alors

124-a1t§4-a2t8§2 A0

2

8.2 16, 3 32=4
%+ azt g +-a3t g +-a4t E* £ 0

pour t £ 0 et (7,§) £ O.

R . , L n
Considérons maintenant des opérateurs plus généraux dans R

L . .
(8) L(x,t,D_,D ) = D + > a . (x,6)t? (3)p2p]
x 't t . ol x t
al+Jj<m
la <m

On pose toOujours

o4
8 = sup ZT%T%T:E m' = mo

IalSm
On fait 1'hypothese de convexité suivante sur les entiers £(a,j)-
Pour tout multi-indice (a,j) il existe deux multi indices (a_,0) et

1
@2,0) et 3 réels = 0 A ,A A, tels que
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7\0+7\.1+>\.2 =1
lalgkﬂaﬂ+hﬂa2' j<A m
£(asj)z Al(ag50) + At (ay,0)

ou encore

2(&1,0) w‘[a

e o | 2
[efCerdd g lal )i o (g HEEE

4(a,0) o lA A
(el 2 18l %) 2™ °.

En représentant les points de coordonnées (a,j,£(a,j)) dans le
graphique de Vishik-Grushin, cela signifie qu'il existe une suite
croissante a1<fa2...< o = My telle que, en désignant par Ap le point
(ap,o,z(ap,o)) et par A le point (0,m,0) tout point (a,js£(ax,j))

soit au-dessus de 1'un des triangles A A A .

o p p+1
L
A A
3
Ay
o
Ay (o js2)

%2 ; A,
al M N
7]

On définit toujours un opérateur différentiel ordinaire

n-2(w

Lo(x,t,w,Dt) pour ® € S = T%T) par (7) et 1'hypothese (H1)

s'énonce comme précédemment
(H1) ker L (x,t,0,0,) N S(R) =0 % x e, ¥oes?

et de meme pour (H2)

(H2) 1I1 existe A > O et C > O tels que
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1 1E1® s 1ol 11 > & = [Liotsn)] = 0 o [¢]4 @) g laly i,

al+j<m

I1 est démontré dans E4] que moyennant 1'hypothese de convexité et les
hypotheses (H1) et (H2) (cette derniere étant formulée d'une autre
maniere, plus explicite, dans [4]), l'opérateur L est hypoelliptique
avec régularité maximale. Ces conditions sont nécessaires si les aaj
sont constants.

Signalons que ces résultats s'étendent a des opérateurs pour
lesquels la surface t =0 est caractéristique, comme 1'exemple suivant :

0,4 .4 2 2.2
L(t,DX,Dt) =t (Dt+ Dx)+M)t + ut Dx + va (o > 2)

pour lequel les hypotheses (H1) et (H2) s'énoncent de maniere analogue

en posant

_ 1 4 v o
8 = sup(z, 0+2) m' = 29

Voir [4] pour la discussion complete dans tous les cas -

§ 2. ENONCE DU RESULTAT

Soit un opérateur différentiel P sur Ifl, de la forme :

(8) P(x,t,D_,D,) = > aaj(x,t)t““’j)nanj

|a|+jSm x t

ou aaj(x,t) € CC(R") et £(x,j)€ N. On suppose qu'il existe
m'E€ER et § € ]0,1[ tels que 1l'opérateur différentiel po(x,s,w,Ds)

dont le symbole est défimi pour tout (x,w) E:mn—1><sn-2 par
. -m' -6 9
(9) p (x,5,050) = Lim  [8] ™ p(x,s1817°,8,0081°)
[§ |-
E=]€|w

vérifie pour tout (x,w) € TR s"2 .
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(H1) ker pO(X,S 7’&)9Dg) n /((R)

D'apres la forme (8) de P, pour assurer l'existence de la limite

dans (9) nous supposerons

(10) m' = sup {|al+8j - 64 (a,j)}
(0C7.j)

En désignant par I 1'ensemble des multi-indices (a,j) ou le sup est

atteint dans (10), on a aussi

£
(11) Po(x,s,w,DS) = E::::j a .(x,0)s (a’J) “p
(a,jler *I s
Nous ferons maintenant des hypotheses d'ellipticité plus faibles que
(H2). Posons r = (|§|2 1/2. On supposera

(H3) ©Pour tout compact K C R" il existe A> O et C > O tels que
&) -8 m' .
[t]r® + [7]lr™° > A= |p(x,t,E,7)]| = cr si (x,t) € K

(H4) Pour tout compact K c:m“, pour tout multi-indice (s Bsy,0) il
existe A>0 et C> 0 tels que, si |t|r6+-|rlr_e>>A et (x,t) € K on ait :

la t ga P(Xat7§9T) < Clp(x,t,g,r)](|t|+r—e)_6r_lyI(|I|+re)_6
Voici le résultat essentiel

Théoreme 1 : Soit P un opérateur différentiel de la forme (8). On sup-
pose qu'il existe m'€ R et § € ]O,lE liés par (10) tels que les
hypotheses (H1) (H3) et (H4) soient vérifiées. Alors P admet une

paramétrixe a gauche E dans £ . De plus le symbole de E vérifie :

9,9
pour tout compact K c R" , pour tout multi-indice (a,B,v,0) il existe

C > 0 tel que, pour r assez grand

(12) IB 8 ‘éa e(x,t ,E,T)I<:CEIP(X7t §7T\LFT ] 1(ltl +I 9) -P —I{kITI+r X
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Les opérateurs vérifiant 1'hypothese de convexité et 1'hypothese H2
du paragraphe 1 vérifient (H3) et (H4). Mais on ne retrouve pa sous les

seules hypotheses du théoreme 1 la régularité maximale. D'ou

Corollaire 1 : Si de plus il existe A> 0 et C > 0 tels que

(13)|t|re+ Irlr_e>A = |pix,sts€,1)| =2 CE:::::(|t|+r_e)£(a’j)r|a'(|T|+re)j

A+ jsm

lalors P est hypoelliptique avec régularité maximale.

§ 3. PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION

Elle repose sur l'étude d'une classe d'opérateurs pseudo-
différentiels définis a 1'aide de fonctions poids & et ¢ au sens de
Beals [1] . Soit 8 € ]0,1[. Posons

(14) 8 (x,t,8,7) = (1+|T|2+ 1‘29)1/2
QP(X"‘hgs":) = (tz + r-29)1/2
Définition : On désigne pour tous B € Ret k € N, par Sg’k 1'ensemble

des fonctions a(x,t,§,7) C sur T*(R") telles que pour tout compact
Kc R", pour tout multi-indice (a,B,y,86), il existe C> O tel que pour

r assez grand et (x,t) € K on ait

(15) |p* pP pY p® alx,t,8,7)| < cg® 0 kP r”'lYI

x t gt
On notera OPSS"k 1'ensemble des opérateurs a(x,t,Dx,Dt)a-R, ou
a € Sg’k et R est a noyau C .

Exemple : Si P est un opérateur de la forme (8) vérifiant (H3), il
existe k€ Net €> 0 tels que

m',k m' =mg
)
'-E,k

D(X,tsg”f) €S
o m
pP-p ESe

ou p° est défini par (9) ou (11). D'autre part, le symbole p(x,t,g,T)-l,
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-m', ¢
convenablement tronqué, est dans Sem A
On note 1'inclusion
e 0 W
S cS
S Ry
ou s" désigne la classe usuelle de HYrmander [6]. Bien que 1'une des

610
hypotheses de Beals [1] ne soit pas vérifiée, on constate que

1 ] 1 1
Ac opsg’k B c ops‘g K A.B € OPS‘Q“’u rk+k

De plus, en désignant par a, b et aob les symboles respectifs de

A, B et Ao B, on a pour tout N

a.b- Z: 1 (Dg Ta)(a b € ghti' s krk!'=N
9

|a|<N ®
< -
Les hypotheses H2 et H3 assurent alors l'existence de E1 € Sem 10
tel que
-k
(16) R:Ep-Iens

mais cet opérateur n'est pas régularisant.

L'hypothése H1 assure que Po(x,s,w,Ds), qui est injectif dans
A (R) admet un inverse a gauche, qui est en fait un opérateur pseudo
différentiel dont le symbole eo(x,s,w,c) dépend de maniere C  de

(xy,w) et vérifie

E eo(x,s,w,0)|s C(1+IS,)—OC(1+IGI)—B

[3% 3
n-1 2

si x décrit un compact de R s w la sphére unité, et (s,0) € R

Cette classe de symbole a été introduite par Grushin ES} puis
généralisée par Boutet de Monvel-Grigis-Helffer EG]. On pose ensuite

T

(17) B (xst,8,7) = (€] e (xt1E]%, (Fys e

—-m!
et le symbole ainsi défini est dans se’“ 10,
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On construit ensuite la paramétrixe E en 2 étapes, en

combinant l{let E0 suivant le schéma de Boutet de Monvel [31.

§ 4. GENERALISATIONS

Les méthodes précédentes peuvent s'étendre
1) a des opérateurs du type de Fuchs en t = O

=x, =0

2) a des opérateurs elliptiques hors d'une surface x Kk

1= X%
3) a des opérateurs quasi-elliptiques hors d'une telle surface

On énonce dans tous ces cas une hypothese d'ellipticité
générale analogue a H2 et une hypothese d'injectivité d'un opérateur

différentiel a coefficients polynomes dans fgklﬁc) .
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