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§ 0. INTRODUCTION

L'étude qui suit concerne le probléme de Goursat hyperbolique
dans le plan. Elle présente des conditions suffisantes tres raisonnables,
bien qu'en apparence assez curieuses, de correction de ce probléme.

Dans la présentation, on a mis 1'accent sur les systemes symétrisables
et les techniques qui leur sont liées, quitte a passer rapidement sur

certaines autres difficulteés.
Une étude plus compléte pourra étre trouvée dans [23.

§ 1. GENERALITES ; PRINCIPAL RESULTAT

On va étudier le probléme de Goursat dans un domaine D du
premier cadran, limité par deux segments OA et OB, et un arc [', conti-

nuement différentiable par morceaux, joignant A a B.

Y/%

L'opérateur P est de la forme

m m k'+4! k+4
P(X,y,l, i’)u= ( z b (X,Y)a )a ll' + 5 ., a ) u
9x oy <=0 S axsaym-s k{ axkayz

'
Bxk ayﬁ k+f<m' -1

ou k' et £' sont des entiers non négatifs, m'=m+ k' +£' est 1'ordre de

P. Les coefficients b_ et a sont variables, b € Cl(ﬁ), a est borné
- s k4 3 k4

dans D. On fait, dans toute la suite, les deux hypotheses suivantes

sur P:

(H) Pour tout (x,y) € D. bo(x,y) £ 0, bm(x.y) # 0. et les racines du
m
polynome ¥ bS(x.y)XS sont réelles et distinctes ; on les note
s=0

17 %y
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(BD) Si k+f=r<m' -1, a, £ 0 implique k 2 k' - (m'-r), £ 2 £' - (m' -1).

C'est la une condition de "bonne décomposition'" de P par rapport

aux facteurs multiples = et °
9X 3y

On se donne p, 0<p < m. La question est celle de 1'existence

et de 1'unicité d'une solution u du probleme

( i

1
(=]

i=0,1,...,p+k'-1=1p'-1

\ 349

1}
o

y=0

ou l'on note g=m-p, p'=m+k', q'=q+4".

D'une fonction u qui vérifie les conditions de traces indiquées

ci-dessus on dira, pour abréger, qu'elle a ses (p',q')-traces nulles.

. Le théoreme principal est le suivant :
Soit, dans un domaine D comme ci-dessus, un opérateur P vérifiant les

hypotheses (H) et (BD). on note

am-l m-1

o
W = !

al am

1_....._...1

et 1'on fait sur les nombres aj(0,0) les hypotheses algébriques suivantes :

i) au point (0.0), on a O < al(0,0) < ... < am(0,0).
o o o o
. . . . . . S S
ii) au point (0,0), il existe m nombres Ay < o,...,xp < 0, lp+1 0,..,A >0
tels que :
A9 0
1\
- la forme hermitienne de matrice . soit définie sur
‘a0
0 A

1'espace vectoriel complexe engendré par les q premiers vecteurs colonne

de W~1.



- la forme hermitienne de matrice soit définie

positive sur 1'espace vectoriel complexe engendré par les p derniers vec-
-1
teurs colonne de W .

Enfin. on suppose qu'en tout point de I'y, la normale n= (nl,nz)

. n
n'est pas parallele aux axes et que a < -é‘<a . Alors :
P n, p+1

@) Choisissons ¢ € Cl(ﬁ), a valeurs réelles, avec 9. > 0, @& > 0 et
1

"
@, < X< @ g Il existe 7 > 0, C > 0, tels que pour toute u€ c" (D)

7y

qui a ses (p',q')-traces nulles, et pour 7 2 T,» on a 1'inégalité a

priori
m'-1-(k+4) -1 k+4 -7
*) 2 T e P cqle Yn
k+f <m'-1 3x 3y L7(D) L°(D)

B) Pour toute feL2(D), il existe une u€ L¥(D), telle que

Pu = f
u est p' -1 fois continliment différentiable en x, q'-1 fois en y,
1 [
et a ses (p',q')-traces nulles. ) ,
Pour tous (k,£), k+f s m'-1, k < m+k', £ < m+4", U ¢ L (D),
dX 3y
et on a 1'inégalitée (¥*).
§ 2. REDUCTION DU PROBLEME A L'ETUDE D'UN SYSTEME SYMETRISABLE .
Notons K1 et K2 les opérateurs
X y
Klv(x,y) = j v(s,y)ds, sz(x,y) = j v(x,s) ds
o o
On prouve aisément la
Proposition : Il existe un (m+2, m+2) systéme différentiel du premier

ordre de la forme LU = AQE + B§2-+CU,
[eB.S DY



et C est une matrice dont tous les élements sont nuls, sauf ceux de la

N 1 P
premiere ligne qui sont des polyndmes en K1 et K2, tel que si u€ c" (D)
a ses (p',q')-traces nulles et vérifie Pu = f, les m+ 2 nouvelles

. am'—1u
), ou uL = ;;ESFF:T:T , vérifient

fonctions U = (U ..

m+k'’ k'-1

Ly =8 = (£,0,...,0) et les conditions de traces

1}
i
pud
1
(=]

sur x=0, up'-l ce K'e1 =

o+, q+t’

|

i
oy
1
o

sur y=0, um+k, = e = U
Dans le cas général, 1'intérét de la réduction effectuée est que le
systéme L ne posséde les axes que comme caractéristiques simples, et

non multiples comme 1'opérateur P.

En fait, nous supposerons ici, pour alléger certaines preuves,
que k' =4' = 0, ce qui conduit, en prenant cette fois comme inconnues
toutes les dérivées partielles de u d'ordre m-1, a un (m,m) systeme L
pour lequel les matrices A et B sont inversibles, les conditions de
traces (T_ ) étant alors

pP,q

{sur x=0 y u =,..=U =0
sur y=0 y u =... - U =0
Avant d'expliquer comment on peut symétriser L en sorte que les

conditions (T ) soient "admissibles'", rappelons quelques fait relatifs

b
aux systemes symétrisables.
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§ 3. QUELQUES RAPPELS SUR LES SYSTEMES SYMETRISABLES

Nous renvoyons ici a la littérature classique sur ce sujet
(par exemple [1], [3], [4], etc...) et en particulier a L. Sarason, dont

nous utilisons le formalisme et les résultats.

Soit un systeme L = A ;i +~B§%¢+ C ; s'il existe une matrice
r inversible telle que rA et rB soient hermitiennes, on dira que r est un
symétriseur pour L, et rL sera dit symétrique. L'adjoint formel de (rL)

est 1'opérateur

(rL)" = - 2rh) - = (rB) + (rO)
rL = - SR rA) - g‘; rB) + (r y
sa matrice de bord en un point de 3D de normale sortante n= (nl,nz) est

la matrice B = ner-+n2rB. On a alors les relations

2Re(rLu,u)D 2Re(yu,u)D + (ﬁu,u)aD

n

2Re((rL)*u,u)D 2Re(Yu,u)D - (Bu,u)aD

(rLu,v)D (u,(rL)*V)Di-(Bu,V)

oD ’

valables pour u et v régulieres dans D, les produits scalaires (u,v)D et

(u,v) D désignant les produits usuels I uvdx et I uvdo, et
3 D 3D
1.3(rA)  3(rB)
= rC-= )
Y r 2( 3x oy

Supposons maintenant que 1'on puisse décomposer B en une somme

B =B, +B_ de deux matrices telles que
i) ker O kerp, Imp < Imp
S - *
ii) m= 1/2(B+-B_) est telle que m+m est définie positive sur Imp .

iii) Imp N Imp_ =0,
* % *
on a alors p=2(m-M), -B=2(m -M ), en notant M et M les matrices
*

-B et ﬂ+ 3 les relations précédentes s'écrivent

Re(rLu,u)D + Re(Mu,u) Re(vu,u)D-rRe(mu,u)

3D 3D

* *
Re((rL) v,v)_+ Re(M V’V)aD = Re(yv,v)_ + Re(mv,v)

D D oD
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On dit alors que M est une '"matrice de bord admissible" pour rL (tandis
#*

* . .
que M en est une pour (rL) ), a cause du théoreme suivant (cf. [4)) :

"
Supposons y +y > 0, et soient f¢ L2(D), g€ Lz(aD) N Imp. Il

existe alors un couple (u u) € L2(D)x LZ(BD), vérifiant

(£.v)) = (u,er)*V)D - (BE,Y)p

(v réguliere arbitraire) ("solution faible'" de rLu = f) et Mu = g.

§ 4. DISCUSSION DES CONDITIONS AU BORD ET CHOIX D'UN SYMETRISEUR

Choisissons et fixons un champ v = (vl,vz), tel que V4 > 0,
vy
v, > 0, a < —=<g¢g .
2 P v p+1
2
Des calculs é¢lémentaires montrent alors que
-1, -1 -1, -1
a(Avl + Bv,) TAs =D, s(Av14»Bv2) Bs © =4,
ou s = W_l. tandis que Dv et Av sont des matrices diagonales
1 M1
v G 0 — 0
Y17v2%1 Y17 2%
D = " , A = '
v v
3 —a
0 1 0 ‘
VT v ViVl

I1 est clair que 1'on peut substituer (% )s a s sans changer les relations

précédentes, ou

1
1 w9
(F) = 1. By scalaires non nuls
0 “_L./
P
. *o1 -1 ¥ , .
La matrice r, = s (-?E)S(Avl-Fsz) (s = transposée hermitienne de s)

M
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est donc un symétriseur de L, qui dépend de m parametres arbitraires

(non nuls) CPERETRY En posant oj = ———;L——?r— , on voit que
pla, - )
J AP
c,<0, ,cp < 0, op+1 > 0, ,0 > 0, et
61 0 —a101 0
#* -1 %
rpA = - — s ) s, rB=—3=s AR s
2 ‘5 H 2
0 m 0 -a 0
m m

Le probleme est alors le suivant :

les conditions de traces (T ) étant imposées, choisir le symétriseur
9

r”, c'est-a-dire les m marametres 0, avec les signes indiqués, en sorte
qu'elles apparaissent comme '"admissibles" pour le systeme symétrique

rPL, au sens indiqué au paragraphe 3.

Plagons nous par exemple en un point ou x=0 : on a B=-r A,
H

ERRREL >, E" un supplémentaire de
q
E' a choisir, u = u' + u" la décomposition correspondante de u, on pose

et B est inversible. En notant E' =<e

ﬁ+u = pu', B u= Bu". On a alors 2mu = Bu' - Bu", et

2(mu,u) = (Dsu',su') - (Dsu",su") + (Dsu',su") - (Dsu",su'), ou
1 [ 1 s . .

D = S . . Supposons alors qu'il est possible de choisir les
2 Y]

o, en sorte que D > O sur sE'. On choisit pour E" le sous-espace tel que
sE" est 1'orthogonal pour D de sE'. Ce dernier étant maximal positif
pour D (car D posséde exactement q valeurs propres positives), D < 0 sur

sE", et m est coercive. De plus, la condition MU = O signifie exactement

(T D)
Psq
De méme en un point ou y = O, on obtient une décomposition
adéquate de B = —rpB en supposant qu'il est possible de choisir les 0. en
i
sorte que
-ay 01 (0]
>0
0 T-a o
m m
sur sF', ou F' = <e ,e >
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Enfin, en un point de ', la matrice de bord B est définie
n

positive (grace a la condition a <':1 < ap:]), et donc 1'absence de
2 b

conditions de traces est '‘admissible

Examinons maintenant la condition requise sur x=0 :

si 1'oan choisit 6, == O0,.. ,0 = 0, 0 =1,...,0 =1, la condition
1 p p+l m

D > 0 sur sE' équivaut a dire que le bloc varré (gvq) situé "en bas a

gauche'" dans la matrice 5 est inversible. On vérifie aisément que c'est

le cas, et alors le choix ¢ moe.. = 0 = 1, 0 <0,...,0 < 0, mais

. pil m 1 P
tres petits en valeurs absolues, est convenable.

De méme. on peut assurer {pour y = 0) que
—a1(51
< > 0 sur sF' en prenant 03 =L .= Gp = -1.
-a 0

o > 0.... > 0 rreg petits.
p+1 ,Gm s p itls

Enfin, au point (0.0), on prend o, = X? . choix convenable "des

deux cotés'" grace a 1'hypothese du théoreme.
Il ne reste plus qu‘é "recoller' les o, “1'aide d'une partition

de 1'unité convenable, en observant que le choix fait en chaque point

demeure valable dans un voisinage de ce point.

§ 5. FIN DE LA PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL

Nous esquissons rapidement les différentces étapes

afin d'assurer la condition de coercivité (mentionnée au § 3)
#*

Y +Y > 0, on modifie les termes d'ordre zéra de rHL en le remplagant par

. - 7T T D .
le systeme LT = e m(r“L)e W, ou T > 0, 9 choisie comme au point a) du

théoreme. Cela a pour effet de remplacer v par

-1(‘}) n T\P _l _._.a_ ( 3 a ) -~ 1
= e r e - -(r A) +=%={p BY) - 7r (Ac¢' . Be'). Sachant que
Yz PD 2(6X K ay H 'u T X WH 4

- T ‘YI\.{;

)
rp(A@; + B@;) > 0. tandis que la norme de ¢ "t C e ' dans L°(D) est bornée

indépendamment de t. on obiient ia coercivité de (. pour 7 =Tt 3 c > 0.
*

+ 2 17C.
Yo* Y ’
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On déduit alors du théoreme cité en fin de § 3 1'existence d'une
solution faible de LT vérifiant les conditions (T , ). Or le théoreme 3.1
de [4] nous dit que, dans le cas présent, toute solution faible est forte,
c'est-a-dire limite de fonctions régulierez dans D telles que u_ ~ U,

u - u, L u - L_u dans L2, Cela permet d'obtenir une solution de
n'3D T n T

Ly =g vérifiant (Tp q) et 1'inégailté de type Carleman

’

clle” "Ful e 3|

12 (D) 12 (D)

1A

Cela permet aussi le retour a 1'opérateur P a partir du systéme L.
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