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INTRODUCTION

Depuis l’article fondamental de Y. Hamada l’étude du problème

de Cauchy dont les données sont des fonctions holomorphes singulière
sur une hypersurface a donné lieu à plusieurs publications. Citons

seulement la t hèse de C. Wagschal 1-(i’ et l’article récent de Y. Hamada,

J. Leray, C. Wagschal L3- auquel nous renvoyons pour une bibliographie

complète (cf. aussi L4~).

Il y a déjà plusieurs années que M. Sato a expliqué au second

d’entre nous que l’on pouvait démontrer facilement le théorème de Hamada,

pour des données présentant des singularités essentielles ou logarithmiques
à l’aide des outils élaborés dans S.K.K., (faisceaux 15 j 9 opérateurs

pseudo-différentiels, transformations canoniques complexes), sous la seule

hypothèse que l’opérateur P était de "multiplicité constante".

C’est ce que nous faisons ici, où nous montrons en même temps

que l’utilisation des faisceaux % R permet d’obtenir le théorème dansylx
différentes classes de fonctions holomorphes ramifiées autour des hyper-

surfaces caractéristiques, et que l’utilisation des opérateurs pseudo-
différentiels donne immédiatement un théorème de "réflexion des

singularités" analogue (dans le domaine complexe) au théorème de Lax

et Ni.renberg ( cf . ~ 5, ) .

1. NOTATIONS, RAPPELS, PRELIMINAIRES

TD
- Faisceaux KIX : Nous désignerons par X une variété analytique complexe,K. j A 

g Y q P

Té-X son fibré cotangent, son fibré projectif cotangent.

Il nous arrivera souvent d’identifier un point de et son image dans

Nous désignerons par 0X (ou~) le faisceau des germes de fonctions

holomorphes sur X et par ’° le faisceau des opérateurs pseudo-différentiels
sur pit X (cf. 

Soit K une hypersurface analytique complexe de X, SIX le fibré
JK

en sphères conormal à K dans X. Rappelons rS.K.K. chapitre 2, la construc-

t . 1 f. it Xtion du faisceau sur 
K
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ou désigne la projectioniB. j A

le premier espace étant muni de la topologie dite de "co-éclaté"

chapitre Ij) et a désigne l’application antipodale. Nous décrirons. 
,

bientôt les sections de ce faisceau. Rappelons d’abord ses principales

propriétés.

Soit Y une hypersurface complexe de X transverse à K et Z ~ Kr: Y.

Désignons par P la projection canonique :

on peut alors (définir naturellement un morphisme de restriction :

autrement dit si et si f appartient à
...."

on définit la restriction de f à

- Soit j la surjection canonique de S~X sur pKX C OeX. Le faisceau

est Cela signifie, entre autre, que si
Kix K 

E K X et si P est un opérateur pseudo-différentiel défini au
.. 

K 
’R

voisinage de j ( x ) P opère sur .
" 

iB. j A X

- Soit X et deux variétés analytiques complexes de même dimension
K et K deux hypersurfaces complexes de X et de X , ~ une transformation

canonique holomorphe homogène définie au voisinage de X , telleK

que 
K

/B

Alors une fois quantifiée, définit un isomorphisme 1 :
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En fait l’isomorphisme (1.2) n’est pas explicitement démontré
f- . 

dans . Il faut adapter la démonstration du thé orème 1.3.1 du

chapitre 3, la situation étant analogue.

-Faisceaux : Pour p E cillons définir ú1.ÚéreuLs fûisceaux

sur K de fonctions holomorphes ramifiées autour de K.

Pour ne pas alourdir l’exposé plaçons-nous dans la situation où X est un

ouvert de (C muni des coordonnées (x ... ’ x ) n et K désigne l’intersec-
o n

tion de X et de l’ hyperplan d’équation i-x n = 0 , et laissons au lecteur

le soin de vérifier le caractère intrinsèque de nos définitions.

Soit I un intervalle ouvert de R. Nous appellerons fonctions

holomorphes dans le secteur Cx I la donnée, pour tout intervalle ouvert

J c 1 de longueur  21C d’ une fonction f holomorphe dans ou r
désigne l’image de Jx il? dans C par l’application exp(ixn), telles

que J’ /. - f., sur r n Fque S 1 ii J’ F" J J 
sur 

J 
’ 
J

»

On désigne alors parsj l’espace des fonctions f telles queI A

pour tout intervalle borné 1 de R, il existe VI voisinage de K dans X,
tel que f soit holomorphe dans le secteur (tnx 1) V , et on définit ainsi

I

un faisceau sur K.

0153

Intuitivement, 0Klx désigne l’espace des fonctions holomorphes
sur ]e revêtement universel de X-K dont le domaine d’existence tend vers

K quand le nombre de tours que l’on fait autour de K augmente.

00

Nous désignerons ::N), le sous-faisceau desKIX 
fonctions f telles que la différence entre f et la fonction obtenue à

partir de f en tournant p fois autour de K, soit holomorphe au voisinage

de K. Il est faciLe de voir que si est une équation réduite de

K et si l’ on choisit une détermination de Log k on a :

, désigne le faisceau sur K des fonctions holomorphes sur X-K au

voisinage de K. Si k est premier est somme directe des faisceaux

ci-dessus.
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Relations entre K 1 Xe t ’~’p : Plaçons nous a nouveau dans !a situation

où X est un ouvert de a:n+ " 
1 

K étant défini par ]’équation (x - 01 - On :

S p - avec identifie a é2np)

peut identif ier S"X à K x S 1 Le f . tir Kx Sp a 1 n peu l en ,11er 
I1 ]IR 

x . C :llsceau 
p 

x. 

a 
es II1cml’S

germes que l e faisceau Plus exactement si (,2 ) 

Désignons par Y l a projection de ÎlslX sur K. Alors désigneK 
i m p 

p p KIX
l’ensemble des sections du faisceau sur : c’ est un faisceau" 

P K X
sur K.

1 

Démonstration : Il suffit de remarquer qu’une section globale de ’ * 

2013201320132013 . 

p K B
est définie par :

- un recouvrement de Sp par des intervalles ouverts 1 Ñ de longueur" 7.

- les fonctions fi, holomorphes dans Vî. est un voisina-

ge de K dans X et fse désigne le cône convexe fermé de C polaire de lî e
telles que si 4t f~ - fj , se prolonge en fonction holomorphes

de K.

~ 2. DES RESULTATS

Soit X une variété analytique complexe, Y une hypersurface

ana!Btique complexe de X. Z une hypersurface analytique complexe de Y, P

un opérateur différentie! holomorphe sur X, d’ordre in - On désigne par
J I;i projection

On f era les hypothèses suivantes.
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Hl. L’hypersurface Y est non caractéristique pour P.

H2. Au voisinage de p-1(p~y), Car(P), la variété caractéristique de P

est une variété régulière de P"X, et est une sous-variété

symplectique de 15"X muni de sa structure de contact.

Sous ces hypothèses, on sait existe au voisinage

de Y, d hypersurfaces complexes, Kl,....K d caractéristiques pour P, passant

par Z, et transverse entre elles et à Y. Indiquons comment les construire.

Soit Fl.,,,,F les composantes connexes de p Car (P)
1 d z

Chaque hypersurface K. ( j = 1.... d) est la projection sur X de la variété
II

lagrangienne réunion des bicaractéristiques de Car(P) issues de F..
J

On notera m. ( j = 1, ... , d) l’ordre d’annulation du symbole prin-
J

cipal de P sur Car(P) au voisinage de K.
J

Si on se place en coordonnées (ce qui signifiera dans toute la

suite que X est un ouvert de , l’espace est muni des coordonnées

(x ... x E’ ....,1:: ), y - (x E n+1 x - 0 X et Z = Y n lx n = oh
o n 0’ non

l’hypothèse H2 est équivalente à la suivante :

- soit yÉ Z, y (y;0,...l) P# Y le point correspondant, et il, ... 919 dZ 1 d

les racines de l’équation Pm(y;,0,...,0,1) = 0, où P désigne le
symbole principal " de P (la multiplicité de T k est égale à m k ). Alors si

q k (X") = 0 est une équation réduite de la variété Car(P) au voisinage

du point x: = (y;T 0..0,1) on a
k K

Si f ~ ~(X) on désignera par Yo(f) la restriction de f à Y. On supposera

donné au voisinage de Y un champ de vecteurs holomorphes dont la restric-

tion à Y est normale à Y. On définit alors V (f) comme la restriction a ,

Y de la dérivée k-ième de f le long de ce champ de vecteurs. Quand on
’ données on r 

a 
comme cham de vecteurs.travaillera en coor , on prendra -s2013 comme p de vecteurs.

0
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r Théorème 1 : Soit Pour tout

1

1 ,

existe un unique f

problème de Cauchy
1

défini au voisinage de Y, solution ou

Pour p =. 1, on retrouv-e le "théorème de . Pour p = ~ , . ce

théorème est à rapprocher de [3,.

" Théorème 2 : Soit p E 16£’) , et soit

supposons que :

Ce théorème est l’analogue complexe du théorème de réflexion

de Lax et Nirenberg ( cf . ~5~ ) .

§ 3. THEOREME DE CATICHY-KOWALEVSKI 
""’’-’"’ 

" ’’’" 

2013- - ’-’-- ’’-"" KIX

- On travaille en coordonnées.

- Soit P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m " de type Weierstrass"

défini au voisinage de P 1(0~Y), c’est à dire s’écrivant :
Z

les A . (x, D’ ) étant d’ orvre = j et ne dépendant pas de Do (c’est a dire
J 0

commutant avec xo). On suppose que :

- l’équation P (0;1,0,...~O~T) ~ 0 a une seule racine multiplicité

m) et si q(x,) est une équation réduite de la variété caractéristique
de P au voisinage (0;1.0,...~0,T ) alors :
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Sous ces hypothèses, il existe une et une seule hypersurface K caractéris-

tique pour P passant par Z.

son image par l’application p.

Lemme ~.1 : : Dans la situation précédente :

il existe un unique solution du problème de Cauchy

Démonstration : On peut se ramener de manière standard à des données

de Cauchy nulles et écrire le problème (3.1) sous la forme :

D’ après l’ hypothèse ~~2, i est symplectique,. On peut donc
X

faire une transformation canonique holomorphe homogène dans au

voisinage de qui transfôrrne Yx P*X et Car(P) en les variétés d’équa-
X

tions :

De plus L = -1(Pil) Car(P) étant une variété lagrangienne de la varié-’ 

z

té Symplectique Car(P) on peut effectuer une nouvelle
X

transformat ion canonique, indépendante de X 
o 

et telle que L soit

transformée en la variété

Comme était la réunion des bicaractéristiques de Car(P) issues de L,
h
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sera transformé en la variété

autrement dit en le fibré conormal à l’hypersurface d’équation =O!.

Notons é: la transformation canonique que l’on a

effectuée. Elle est définie par des relations :

qui définissent une variété lagrangienne A de Pour la quantifier

( i . e. : pour qu’elle opère sur P et É5j ) il suffit de choisir uneP q p KIX

section non dégénérée d’ un système holonome porté (S.K.K.; , Ch.2,

théorème 4.3.1). Il est facile de voir qu’il existe des opérateurs

pseudo-différentiels Q. (x, X , D , ,D .), j = 0,...,n et pseudo-différentiels 
J 
.(x, 

x x 
,), j = 0,...,n et 

J x ,D,,,) , x

j = 1, ... , n, dont les symboles principaux sont q . (x, ) et r J .(x,§ ) et tels
J J

que si j désigne l’idéal à gauche de P Xx X engendré par :A X A

le syrstème 14, -- 6J x X soit un système holonome porté par 1’,. Choisissant
1. xX x

la classe de 1x X X comme section de il est aisé de montrer, en sui-

vant l a construction de rS.K.K. Ch.2 démonstrat ion du théorème 3.3.3~ Il
que 1’opérateur x est transformé en 

- 0 
- 

--- o

En écrivant ( x, ) pour (ù,C ) , on a ramené le problème (3.2)

au cas où 
0 

_ 0~ , ce qui permet, Il après avoir divise
à gauche P par un opérateur elliptique afin qu’il soit de type Weierstrass

de supposer que :
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Avec les notations matricielles :

on se pose le problème

Une sol ution unique F ~ (f1, ... , fm) du problème (3.7) avec G = (09 ... , 0, g)
donne une solution unique au problème (3.2) en posant f = f1.

D’après le théorème 5.2.1 du chapitre II de il existe

une matrice inversible d’ opérateurs pseudo-différentiels d’ordre infini

A(x,D’) définie au voisinage de Ô’ telle que

Le probjeme de Cauch:

acarnet ce . 1 Évidente une solution uni ue F E IR m our touteadmet de manière évidente une solution unique F’ E (oo1°° pour toute
2013 K ) A x x 

p

donnée G’ ( ’K 1 x)xit . On obtient alors la solution unique du problème (3.7)
x

en posant

et en remarquant que
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~ 1. DEMONSTRATION DES THEOREMES

Si K est une hypersurface complexe de X, on a un isomorphisme

K K. Les faisceaux - K 1 x e peuvent alors être comme 

tai sceaux sur P X à support dans et i] 1 du lemme 1.1 (Iiie ((’

sont alors des 

Lemme 4. 1 : Sous les hypothèses du lemme 3.1 et pour p É Lj 1_-) on a : :

il existe une unique

définie au voisinage de Y solution du problème de Cauchy

Démonstration : Il suffit de démontrer le lemme loca l ement : on peut

donc se placer en coordonnées. Considérons alors le morphisme de

faisceaux sur Y S1 :

,

on

D’âpres 1 e lemme 3.1, c’ est un isomorphisme. Le lemme 4.1 résulte alors

du l emme 1.1. a

Comme dans [S.K.K’ 1- ( démonst rat i on du 1 emme 3 . 5 . 2 . Ch . 3 ) , nous

allons décomposer P eu produit d’opérateurs pseudo-différ-entielç; vérifiant

les Jlypotheses du 1(-mme 3.1 et nous "recol l erons" ensuite l cs solution

(le même raisonnement a déjà été fait dans L5.).

fj suffit de démontrer les théorèmes au voisinage cha(tue

point due Z. On se placera donc en coordonnées. Soit v’ Z - l’hypersurface

Y étant non-caractéristique pour P, on peut supposer que P est de types

Weierstrass au voisinage de y. Soit yi~ E le point associé o y et soit

x , P; X , ,j = 1.... , c les éléments 
’ 

Car(P).
J Kj 

’
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Lemme 1.2 : Il existe des opérateurs pseudo-différentiels de type
Weierstrass S,...,S d¿’finis au voisinage de P (~ ) tels que:

.   s 1**** s d p d*’’ p 1

. P. et S. sont d’ordre m., principaux/ ,j J J principaux

i. . P. et S. sont elliptiques au voisinage de X4 , leurs symboles /
! ;1 J , 

k

annulent a l’ordre m. sur 
’ J J

principal de P

ï le ,’ an Démonstration : Suivant les notations du paragraphe 2. le symbole s’ annu-,
le à l’ordre m au point x~. D’après le théorème de division de Weierstrass

(LS.K.K. théorème 2.2.2 Ch.II). il existe des opérateurs pseudo-différen-
tiels P 1 et P’ définis au voisinage de x4t 1 et tels que :

. P’ est elliptique au voisinage de x’[

. Pl est de type Weierstrass d’ordre m 1 et son symbole principal s’annule

l’ordre m en 
*

a l’ordre m en °

. P P’ P au voisinage . P--P,P 1 au voisinage de 

De plus, P et Pl étant de type Weierstrass, P’ l’est aussi donc Pl et P’

sont définis au voisinage de et le symbole principal de P’ s’annule

à l’ordre m au point X4 -V- k/1. On obtient les décompositions cherchésk k

en appliquant ce procédé auvoisinage de chaque point x4e . a

- Démonstration du théorème 1 : Remarquons que P. et S., j = 1,...,d
J J 

satisfont aux hypothèses du lemme 3.1. Nous allons démontrer le théorème

1 par récurrence sur d, le cas d- 1 étant traité par le lemme 4.1. Posons

implique Pt 1 0 et Pf 0. De plus l’ ellipticité de P’ au voisinage

de x" 1 et ceMc fie S au voisinage de x4e . -; k 1 1 impliquent :1 1 k

Posons :
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On a alors :

et S’ étant de type Weierstrass d’ordre m1 et m’ ~ m - m ) :

On déduit alors des hypothèses dé récurrence que :

ce qui implique

b) Existence : On cherche la solution du problème

Sans restreindre la généralité, y on peut supposer que g’ = 0 ; d’autre part,

S’ étant de type Weierstrass d’ordre m’, on peut l’écrire :

On définit alors

D’après l’hypothèse de récurrence, on peut résoudre le problème :

puis le problème :
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out 011 poso :

On a alors immédiatement :

De plus

Donc :

Ces deux égalités impliquent aisément. d’après la construction de S :

ce qui achève de prouver que f est solution du problème (4.1).
On a travaillé modulo les fonctions holomorphes au voisinage de Y, mais

le théorème 1 se déduit de a) et de b) et du théorème de Cauchy-
Kowale-%-ski usuel.

- : Posons Q 1 -Z et Q2:= P r’ .... Pl’ "
r

Soit tel que Pf 60 . Puisque Q est elliptique au voisinage

i~ . 

1

ex.. J’’: ..... r, on a :

J 
’

Si do ’ pl us i, : 0, ... ni1+ ... -+ mr, on a fE’3- d’après le résultat

d’unicité de h) . à
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