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§ 0. INTRODUCTION

La classification des systemes différentiels a 1'aide des
facteurs invariants introduite par J. Vaillant [11] [12j conduit a la
définition des systemes faiblement hyperboliques a caractéristiques dc

multiplicités constantes que nous allons donner ci-apres.

On résoudra alors le probleme de Cauchy dans des espaces de
Sobolev convenables, par la méthode de K. Yoshida L14i, en imposant une
condition de bonne décomposition inspirée par celle de J. C. de Paris E91
pour les opérateurs scalaires. Soit

x> >0, 0 - [O,XO]X R® = {(x°.x) € Rn+1:x06 Lo,x°, x€Rr"}

%)

® ~ ’, - .
{leCf(H) ; D$ borné dans ¢, ¥a n+l-uple d'entiers }

) P o . ~ s .. ..
3m(Q) = {operateurs différentiels sur ! a coefficients matriciels mXm
N x
dont les éléments appartiennent a 05 (2) et d'ordre 6 € N}

U 2%a).
m

c ()
m PEN

1

¢ I. LES SYSTEMES FAIBLEMENT HYPERBOLIQUES A CARACTERISTIQUES DE
MULTIPLICITES CONSTANTES DE & (Q). (5 .

. o . _ A o _, t
Soit h = h(x ,x,on,Dx) = (hB(x ,x;D o’Dx))1$ A< € 3m(Q)

1< B<m

o A, o . S .

et H = H(x ,x;ﬁo,z)<:(HB(x ,x;zo,ﬂ))lS A< Sa matrice caractérisitque
1<B=nm
au sens de Cauchy Kowalewski, (20,2) désignant un covecteur au point
(x°,x) de Q [(# 4)€T* @) .
o o
(x",x)

H vérifie les hypotheses suivantes

1) Quel que soit (xo,x) fixé dans {1, le déterminant caractéristique
det H = detli(xo,x;zo,ﬁ) Z 0 dans R[ZO,EI et admet une décomposition en

facteurs irréductibles HS dans R[ﬁo,ﬁj de multiplicité v constante dans

. . <
Q a coefficients appartenant a ® ()

det H = (H.) ©~...(H) S...(Ho) o
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2) Dans la représentation de H dans 1'anneau localisé és de R[ﬁo.ﬁj par

rapport a 1'idéal premier défini par Hg Lllj on a

ql(s)
(H) 0 \
S .
H A~
% e q (s)
S 0 (H)y ™
s
avec ql(s) z, .2 qm(s) et v - ql(s)+ R qm(s), et on suppose que les

multiplicitésqlﬁk qS sont constantes dans {2, quel que soit s=1,...,0.

c
3) Le radical caractéristique 1 HS est strictement hyperbolique par

s=1

rapport au covecteur (1,0) € T o () en tout point (x°,x) de Q, a
(x,x)

distance finie et infinie dans L?:, ce qui signifie :

o .
Dans R[ﬁo}, a Hs a toutes ses racines p; réelles et distinctes et en
s=1
posant
1
Hl(xo,x;ﬂo,ﬂ) = Hl(xo,le,o) u (ﬂo-p:(xo,x;ﬂ))
: : i=1
. T
H (xo,x;ﬁo,ﬂ) = Hs(xo,x;l,o) TT ’(ﬁo-p;(xo,x;z))
i=71 +1
s-1
: ' .
Ho(xo,x;ﬂo,ﬁ) = Hc(xo,x;l,O) Tr (20-p:(xo,x;£))
i=1 +
c-1
on a
0=1 <1,<...<1 <,..<v_ ,d%M -1 -7 et les inégalités
o 1 s (o] s s s-1
0 < infl(p) (x°,x34) - p2 (<, x;0) 5 143, (x°,x)€q, 4] = 1}
0 < inf{IHS(x°,x;1,o)l ; (x%,x)€Q, 1ss<¢)
Définition 1 : Dans ces conditions, 1'opérateur h est dit faiblement
hyperbolique par rapport aux covecteurs (1,0) € T¥ o (©) et a caractéris-

(x ,x)

tiques de multiplicités constantes dans Q.
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La matrice A' des cofacteurs des C¢l¢éments de H dans le développement de
det H est divisible par

o q,(s)+...+q (s) o
mo(H) “ n L12

En posant

AT -

ou Im est la matrice unité mXm.

On peut toujours supposer que la suite (qs)lﬁsso est décroissante

au sens large : q1 < q2 z .2 qS L2 qo. Appelons 1 le degré de

(] (¢} -
(Hl)q ...(Hc)q et 7-t le degré des éléments de A dans R[ﬁo,zj.

Enfin. pour r réel quelconque, on désigne les espaces de Sobolev

par 2)r2 = Ltu/uc€ 5 (R™) et (1~+!b|2)r/26 € L2(Rn)} avec leurs normes
L

bl = e, s, () wr
L™(R") L r€ R L

) . 0 n> ~ o o )
pour les semi-normes juj - € ) - ty:Q C/x ™ y(x ,.) est 6 fois

[0.x° 12
LY 0

continliment dérivable de LO.XOT dans //
L

5 est un espace de Fréchet

5 } est égal a l'e.v.t.l.c.

rw 5?0 X0 (i)rq) avec les semi-normes  Sup SuB—HDJoy(xoq-)H ’
r€ R oA L2 0% j<58 [O.Xj < r

® étant un entier positif ou nul.

Théoreme 1 : Le probleme de Cauchy posé par le systeme

(1.1) h(xo,x;D 0,Dx)y(xo,x) - £(x%,x)
X
et les données de Cauchy sur 1'hyperplan x? . 0 notées
D (y.D y.... Dt_ly)(O x) - (y (x) v (x))
Dy D7 ) G Yo (0
X X
B e 2:5 m ]
¥4 ( 2)

L
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avec le second membre f € &’ oY (;D " , admet une solution
[ 0,x°1 12
y€E€E o (2 )™, s'il existe un opérateur a, € 5T Y0) de symbole
0,X": L2 1 m

principal A tel que k, =ha,; soit bien décomposable dans 9m(Q) ; cette

1
solution est unique s'il existe un opérateur a, € 9;_%0) de symbole

principal A tel que k, = a,h soit bien décomposable dans Gm(Q).

Dans le paragraphe II, nous allons introduire la bonne décompo-

sition dans Gm(Q) et les notions équivalentes.

Remarque : Dans [4], nous avons étudier le probléme de Cauchy dans le

cas particulier ou vl::2, q1 =2 et q2:u.. = qG: 1, 195 étant des

» “ .o
2’
entiers quelconques, sous une condition équivalente a la bonne décomposi-

tion, mais dans des espaces de Sobolev plus larges, en remplagant (1.1)

par un systeme d'équations du premier ordre mais pseudo-différentiels.

R. Berzin [13, sous la méme condition (divisibilité d'un poly-
néme construit a partir de la matrice sous-caractéristique par le facteur
de multiplicité 2 dans le déterminant caractéristique) a résolu le pro-
bleme de Cauchy @m dans ce méme cas particulier en construisant une
paramétrix au moyen d'opérateurs intégraux de Fourier.

Dans [2], il étudie un autre cas particulier : v1::3, q1: 3

v2;:3, q2::2 ;v quelconque, qs: 1 (s=3,...,0). Petkov [10] a étudié les

. . \ . . s
cas particuliers ou l'on a soit Vss 3, soit vSJ>3 et q =1.

Y. Demay a traité dans [3] le cas des systémes du premier ordre
a caractéristique double, avec la condition d'annulation du symbole sous-

caractéristique.

Soient a, € 3;_t(0) et a

1 € O:n_t(Q) de méme symbole principal A.

2

Alors les opeéerateurs k1: h ay et k2: a, = a2h sont de la forme
k(xo,x;D 0,Dx) € 9;(9) de symbole principal diagonal
X 1
) o
K(x ,x;ﬁo,ﬂ) = H? . Hg (x ,x;lo,z)lm
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¢ TI. LES CONDITIONS DE BONNE DECOMPOSITION

1) La condition de bonne décomposition pour les opérateurs k(x°,x:D oD

dans O (). X
-_—m

Fixons H0 un des facteurs Hq(li s<0).

I~

Proposition 1 : Quel que soit h € Gl(ﬂ)de symbole principal Ho' il

existe des opérateurs ey € §m(Q) (0= j =1 ) et des nombres entiers Bj

(0 j = 1) avec ﬁO: q0 tels que

/

1 B.
k= Z e.(h ) Y
. (0]

(2.1) j-o J
'{2": i ﬁp .
k ~ e, \ho) pour tout j-0,...,1-1.
T-j P:=c
. ~ . -0 -1
(on dit que dans 9m(u), p~q sip- qtf3m (2)).
G
Définition 2 : Kk est dit bien décomposable par rapport a HO si les nombres

ﬁj vérifient les incégalités sz ﬁo— j. Alors 1'expression (2-1) réalise

une bonne décomposition de k par rapport a HO dans 3m(Q).

Proposition 2 : Si k possede une bonne décomposition par rapport a HO.

toute décomposition par rapport a HO est une bonne décomposition.

Proposition 3 : Kk est bien décomposable par rapport a chaque HS (1ss<0)

dans 3m(Q) si et seulement si il existe des opérateurs hl,...,h0€f31(Q)
de symboles principaux respectivement Hl""’Ho et des opérateurs
e s, € @m(Q) tels que )
7 T [ U | 0_ -‘4
k= Ze n @707 nf7d et
(2.2) j-o J
J Tt _al a7,
Lk,\/ e nd ot phT TP (psger)
. o1 o}
T-] P -0
ou [rj+ :r si r=20 et O sinon.
Proposition 4 : Si k possede une décomposition de la forme:
T
k- % ej h ; h j...h i
(2.3) j-o ay o ay
L
Kk ~ % e h_h_...h_ (0= js1)
o N : v e ‘
T-] ¥ -0 OLl a2 au

)
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ovu, = = [q°-3j, .
J s=1 .
ot est une bijection : !1.....:1.'} - [1,...,1:...;0,...,0]
J - N~ e
[q'—ji' fois qu—j]+ fois
ad(i) = ad
1

hS € 91(9) a pour symbole principal HS ,
e. €0 ()
J m

alors k est bien décomposable par rapport a chaque HS (1= s< ¢) dans ﬁm(Q)'

Proposition 5 : Si k possede une décomposition de la forme :

T . . . .
k- Z eJh .edh ....eJ nh . e
(2.4) .1 j 2 J u. J u.+1
. j=o ay as Joay ]
] J

K £ . n .. n P (0< j < 1)
~ 1" " p"72" T pT w0 u +1 J
-] P=o0 al a2 P au ¢

P et

ou h € 01(9) a pour symbole principal H_ (1ss< ;;7eg(0$ jst; 1si< u 1)

appartient a 9m(9),alors k est bien décomposable par rapport a chaque H_
(1= s< ¢) dans Gm(Q).

La définition 2 a été introduite et les propositions 1, 2 et 3
prouvées par J. C. de Paris [9} dans le cas scalaire (m=1) ; les
démonstrations s'adaptent facilement au cas m entier quelconque et se

prolongent aux propositions 4 et 5.

Nous allons maintenant étudier la bonne décomposition dans

un espace d'opérateurs GZH(Q) plus grand que 3m(Q).

2) L'espace d'opérateurs G’m(Q) L16:

On désigne par

[ 6[0 xo](Sr) % (r réel)

1'espace des fonctions ¢ € 2 (Qx R") telles que, quel que soient 1l'entier

P, les n-uples d'entiers p et 3, il existe C_ Ly constante positive telle
M o .

que
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r-lv]

i 2. 2
o,u,v(l*' I

¥x%¢ [0.x”

. ¥xER", ®LER" = IDio Di Dy e (x°.x:4)|

i/
~

1'espace des opérateurs pseudo-différentiels en x, scalaires, dépendant
du parametre x° € [O,XO].S(XO,X;DX) dont le symbole a(xo,x;ﬂ) appartient

e r
a [O,Xo} (S"). On a

<o R Sy . - <, - ™ g
€ LI A e B U Rt At
Lo,x”] [0,x°" L L L S€R U
limite - - -
muni de la topologie inductive est un espace de Silva [15], £5Q 5 ~ 5 )
L L

est 1'e.v.t.1l.c. des applications linéaires continues L d'ordre r de

C - o =R . . . P ' e . :
Z; 5 dans 5 - C est-a-dire que L est la limite d'un systeme inductif

L L
, . . , .o s-r 58 < .8-r
d'applications forme¢ pour les restrictions LS de L a & 5 dans < 5
L L
.S .
- s' s ) ls ~=2
b, R, s D (s'>8)

=

L L

ol ©® et © |

. s'-r /) -r =
[ L—_—_—_~_ ..
2 > %o X,
L L L
. o |, ., S=r N ® | I \_OD -
muni des semi normes |iLli = sup | Lull . et ¢t OA[-ﬁ (=, ,% )
s P s-r [0.x9] 2 27"
lu\s 1 ‘ L L
. . (oM rpfy=®  &S=®0 . ..
est 1'espace des applications de [O,X . dans £ () 5+ U 2) indefiniment
L L

différentiable par mpport .a x° € [0,X%)

.

. (i) o . ., .eme o r
. 3 . . A e
Soit exoew ,x,Dx).;a dérivée i de e(x ,:\,DX)E [O,XO](S )
par rapport a x° , alors 8(1 (XO,X;D ) € C“O X° (8°) et a pour symbole
- XO X LO. )

e(i)(xo,x;ﬁ)
o

X
D'autre part, © ¢tant un entier fixé e® (‘CS_) est
¢ ’ ' Tt — T 0,X0 "2
st R -~ L
. . . .. c -2
aussi un espace de Silva cegal a tr - ( ) et tout
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r . .
(8") opere continument sur cet espace comme un

o
. € e )
e(x ,x.Dx) [0.x0"
opérateur d'ordre r : on note S(XO,X;D ) < _Ll“*_gj o (X 'm),b‘re o- (,S;’xf
X 0.X L0,X", 27
2 - L
L
et on a
v.s g .
E/e (D )Q_._l. e S (S )L__:_i_)t,? ﬁ('r‘\‘_w)
Lo, x7 %, — "0.x% " 2 _0.x0] "% 2
2 L = . L
g |
€ @ € (:) le
! 5
v 8.s-r M 8 .s-r A
S] As'-r s'-r .6 J,s-r s'-r % _®
~ (° [ gy - ! — £
[O,XOJ‘(O L2 ) P [O,Xo_ (k L2 ) > \O xo ( L2 )

On introduit aussi

g

L

_co)

ro.xo; ¢

qui est 1'espace des appllcatlons 1ndef;h1ment déBivables de [O X°" dans

l'e.v.t.1.c. (977, /0+ ) des applications linéaires continues L

L L
D=7 Y*r= R ,
de 2 dans & 2 ﬂ ,?) avec la topologie engendrée par les semi
2 T2 ser la tor
normes Hthi = sup L\ Lu“S E(Sle Rhsze R? on a les propriétés suivantes:
ol 2 ~
1

N

Si g € 8E0 XO] (-55—00) , alors quelque soit i€ N, la dérivée i¢™€ de g par
b

Y i I ~ - @ -
rapport a x?, g((l)) admet. un noyau Gi(;xo,x;x' ) € T(ILO,XOJ‘ L (R M) (6.
X :

. Quel que soit 8 €N, g opere continument :

&%oxo(b_z)* Lox°(('+ () efzs
B L L s¢R

C'est un opérateur d'ordre arbitraire



Soit ¢t CH ﬂ ¢ (87). on a ¥r€R
fO,xO] CR [0 X© . a .
, ]
e (Y el iy b (s
[o,x0 %) lo.xo U ) =g x0 8
€. 87y e =7
Lo, x0 ¥ y Lo, xo,&* )~
- r .
bLO Xo?('L ) L6

est 1'espace des opérateurs X(xo,x‘D ) de la forme
p Vs

l(xo.x:Dx) : a(xo,x;Dx)4-g(x0) avec ¢ € 5[0 Xo-(Sr) et g€ 5[0 xo-(¢_t)_

I1 a les propriétés suivantes
Soit XEEC[O X© (£¥) ; on dit que E(XO,X;L) est un symbole de A, il est
y N

- O

(s ).

unique modulo t[O X0’
. . . ' e e \’) -
i) A opere continuement : 5[

(DT e (V7
o‘ o~ LO,Xoj comme un

0,X
opérateur d'ordre r.

ii) 2 admet un adjoint X*GEbLO XOﬂ(Sr) au sens suivant

(Au,v) 9, - (u.2*v) 5, n. U € 3®(Rn), inlm(Rn),
L°(RM) L“(R") ° °

2¥ admet un symbole e tel que

N-1

¥ N entier , " (x”,x:¢)- & e (x%,x;4) € 5(0 xo)(sr-h)
j::() J ‘

1 alal (
l’XIJ ol 3x®

T
)

a - o . - o
gIQQ 8(x°,x;ﬁ)€5C[O,xoz(Sr )

|

¢ (L0
avec eﬁ(x ,x34)

(70*)((1))—.. (x(;))* ¥i€ N.
X
€e (.ﬂrz ti
9 [0,x° ) de symboles respectifs

r
Soiert 1, € ¢ d 1y et 2

[O,X();'

o . 0 x:4
si(x JX3%) et 52(x X))

ro+r
iii) A, A, €€ (£ ! 2) a un symbole p(x°.x;%£) tel que ¥ N entier,
N-1 ) rq+ro - N

T p.(xo,x:”) € C[O xow(S 1772 ) avec

oo 3 , X

LOVXOJ

p(x®.x:4) -
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o . e ) .
pj(x ,x30) = I% =, (3 3¢ ) £ (x xf&)(va—-) £, (x%,x:4)
(1) (1) (1)
(x x ) (xl) o xz.kxl.(xz) o -
X X X
[ l'l ¢ (-, (£r1+r‘ —1)
LPRE L0,X0! o

Toutes ces définitions et ces propriétés se transportent des opérateurs
scalaires aux opérateurs matriciels mXm. On note alors les espaces

d'opérateurs matriciels de la fag¢on suivante

€ Ty ¢ S(s¥) € £~ e r
Lo,x0] Bu?» “10.x%7Bn)» “lo,x0100 7» “lo,x0, U
. r1+r0—1 r1
3 . ] L -~ . . _ ‘L
On a aussi i (25,2, €€ yor (4 ) st A €8 g, xoy (b ) et

r
xzefe[o xoq(imz); On désigne enfin par
9 -

e AT
[O,Xoj( m)

le sous-espace des opérateurs A (xo,x;D ) de 5[0 xoﬂ.(-ﬁr) ayant un

o (S ) développable en symboles

~-0 .
symbole er(x ,x;4) € 5[0 X
o J , . .

-4 E - £
r,j(x ,x30) € LO,XOj(Sm ) homogene de degré r - j par rapport a £ pour
|[£] 21 au sens que

o N-1 r N
i 370 WY 4 e -
¥N entier, er(x ,X3%) i L (x%,x;4) € [ 0,%°) (S

(® les symboles €. j(xo,x;f/) sont uniques pour |£]21).
b

| 9;“9 @)

1'espace des opérateurs p(x°,x;D o’Dx) de la forme
X

S
0 0 i N 9-1
. - . €
p(x 'x’D‘o'Dx) = i%o le_i(x ,x,Dx)onlou le_i(x .x;D )E Lo, xo](A
p(xo.x;D D ) opere continument de [3[0 xO'(A/ ” )"™  dans
x° 2
L
lef 5 gor (2T s o).
b .

L
p possede un adjoint appartenant a 3&9(0), on a aussi

2 e 0 46
o Ty 2@y e 1 2
m m m
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En appelant symbole principal homogene pour lﬂl Z 1 de

o 0 ynd .
p(x ,x;D O,Dx) = .Z A _i(x ,x;Dx)D , l'expression
X izo © X
o o o i
= '4@ [/ = . 1
o(p) = P(x ,x; o ) .Z ee_iéx ,x,ﬂ)ﬂo ., on a

i) o(p) est homogene de degré © et unique (pour ]z| 2 1),

1]
ii) o(pq) = o(p)o(q) pour |£) 2 1 si p€<3'z(ﬂ) et q650$e (Q).
C) . 8 .
e . i i . R
iii) Soit p::'Z Ag_; D7, et q::-Z wg_;D°, alors pga (c'est-a-dire
1=0 X 1=0 X

0 -
p-q € O'm 1(9)) si et seulement si o(p) = o(q) pour |[£|=21 et A, = M,

ey - U %@
m m

BEN
on dira que p€f3&e(9) est unitaire si Xo(xo,x;Dx) = I . Enfin si
B - [C) LI
peg.?n(g) et qegvl (Q), on a [p,qj € 9m+e 1(Q) si et seulement si
[Xo,po} = 0 (par exemple si p ou q unitaire).
Ky
Considérons les opérateurs Kk! = et
1 q' qo(x0 x;1,0)
H}...H% T
1
k2
k! = . Ils. sont de la forme
2 . o
H}...Hg (x°,x;1,0)

k' (x°,x;D oD € @;(0) c 9$1(0) unitaire et de symbole principal diagonal

. oL ¢ . H_(x%,x;0 _,4)
' 4 4 - ' 1 N ' ) —
K'(x .x; o ) = (Hl) "'(Ho) I ou Hs(x yxid ) =

Hs(xo,x;l.O)

q1 q0 o 10 i, o 7\i
On pose (Hi) ...(H'O) = “1(x ,x;ﬁo,l) = iTil(lo--po(x yx;4)) T
Soit 9€C (R™) qui vaut O pour |[£]|=<1/2 et 1 pour |4]|21.
(o] T0 i, o i
On pose Az(x ,x;lo,z) = T (EO-po(x ,x38)e (L))

i=1

o .
Ki(x7, %38 ,0) :Zo-p;(xo,x;f‘)(p(ﬁ) (1sisz)
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on a A1 .-_TTT ct homogenes de degré T pour l"'l 21
les K; sont homogenes de degré 1 et premiers entre eux deux a deux
dans R[» )1 pour l’é I Tl
(

3) La condition de bonne décomposition pour les opérateurs

k' (x°.,x:D .D ) dans 3'(2). Fixons K' un des facteurs K'(1Siszt ). [16
©OxX T ) i o

-

Proposition 1' : Quel que soit k;ECBi(Q) unitaire, de symbole principal

K! (pour |£]= 1), il existe des opérateurs e5€13%(0) (0= js 1) et des
nombres entiers 55 (0= j< 1) avec Bg::lo tels que
1 .

’ k' - Z e'.(k') J
(2.1)" jzo I °

| J=0
j 1
k' ~. L e (k') P pour tout 0S j< 1.
. 7-] P o
pP=0
A, n, M A
On a 6 = (K') ~....(K") (K ) = E'x (K') . Soit e' de
1 o ‘% o o o
N o 7-1
symbole E' . I alors (' =k' -e'(k') € O Q) ;
o' ''m 1 1 o o m
T - I
{'.:Xl(xo,x;D )D1_1-+ z x%(xo.x;D )D* 1-1 admet un symbole principal
1 o X' o o1 i x' 0

fi ; en faisant la division suivant les puissances décroissantes dans

ﬁ'
R[ﬂo} de Ti par K! , on met fi sous la forme Fi = (K;) 1y Ei(lffl2 1)

(avec Bi éventuellement nul). On forme alors

7-1-B} .
_,1,0 _, 1-1-B} 1 1 7-1-B!-i
ey = 1O(x ,x,Dx)D o + .E By LS
X i=1 X
1

de symbole principal Ei.

B -
On a k' -e! (k!) ®-el(k!) le 9;'2(0) L (sivy €0t 2(@), on prend

ei: 0 et Bi aussi grand que 1'on veut et la méme formule est encore

valable). Apres un nombre fini de telles opérations, on trouve 1'expression
(2.1)'.

Parallelement au paragraphe II.1. on introduit la

Définition 2' : k' est dit bien décomposable par rapport a K; si les

nombres ﬁ5 introduits dans la proposition 1' vérifient les inégalités
B&Z Bé-j. Alors 1'expression (2.1)' réalise une bonne décomposition de

k' par rapport a K! dans 9%(3).
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et on démontre les propositions 2', 3', 4' et 5' obtenues en remplacant
§ Q C}' Q ' < o< p2 ! < 3 <
m( ) par m( ). k par k', h (1< s<¢) par ki (1<i 10) . H_ par

' S ' <3< ; J ' J < i< q.1<i< L1,
Ki et q par Ki, ej par e‘,i (0< j< 1) enfin ey par e'y (0 jsr;1<i uj y

En particulier, la proposition 4' s'eécrit

Proposition 4' Si k' possede une décomposition de la forme

7
k' = Z e! k', k'j... k'.

(2.3)! J
k' o, Z e k' k' ...k'., (0S5j< %)

a” est une bijection : [1,...,u5J - [1,...,1;...;16,... G
N~— — . ’

.7 . . .
,L11—3<+f01s LlTG J'+f01S

ad (i) = at
1

ki € 3&(0) a pour symbole principal K'i(lS ifito)et unitaire

e, €0'(Q) (0 j=<1)
J m

alors k' est bien décomposable par rapport a chaque K'i(ls i Sto ) dans

G ().
m

Nous allons a présent formuler une décomposition particuliere

du type (2.3)' de 1'opérateur k'.

4) k' et la condition C

On considere la suite finie (s.) <:i< strictement croissante a valeurs
i“1sis¥
dans [1,...,0? définie par :
T, est le plus petit 1q tel que qs+1< ql.....t est le plus petit 7
1 il si_1+1 " Si S
tel que ¢~ "< gq (254 = x—2),...,1er est le plus petit T tel
-1
s+1 o
que q = q , s o
X
Si
C < <...< < = - s 43 < >
On a T, 1 T T, 75 4 7(_[ (1=i =% et

1 S2 Y -1 X s
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1 S So
A=q _XI:XZ qu q >7&ﬁt841 11 q > >11 REELERE
51 1 So & -2
-1 ®x
:XT -q I 11 q =4 On pose
X -1 -1 S
i Siv o
= - - < 3 Sy - _
Py 7\1 7\1 ! (1=1i=sx 1),Dx—q.0na
S. s.
i i
X 1 X
1::.2 Di Ts. et A=q - ;j Di .
i=1 1 1=1

Pour des commodités d'écriture, on convient de poser aussi

Soit pz(xo,x;Dx)Efe[o xoy(Sl) 1'opérateur pseudodifférentiel
?

.

scalaire de symbole p:(xo,x;ﬂ)@(z)e &LO XOj(Sl). On considere les
y J

. 3 (Q s a: _io. < ;i <
opérateurs de i@ ) suivants 0. =D po(x ,x,Dx) (1=i 16)

X
= ) -3 3 = d d 3 -
6o 1 61 1’ 62 2 1’ ’61 51 T -1 2 1'61 +1
S1 S.1 Sl S1
) P1 3 d )
1615 ’ ’69 .7 = (6, ) ’69 1Tt 16p % '6p11's+1 B 16p1-r
1 S1 S1 S1 Sq 1 52 Sa
& = 6 . 6 o) = 6 o)
I A I 2 . - P 1 p,t_ "’ L IR S +0 . .7 p.x ! ’
1 s1 2 52 2 s2 1 51 1 s1 sl i si 1 s1
6 26 6 it .Jj
1: DX1S p115 T

: i
On a k' ~1 W

~ car k' et ImE; sont unitaires et de méme symbole principal

T

¥
homogene pour |£]2 1;k'-xﬁn51€C9ﬁ-1ﬂ En développant les 6i(1$i$¢—1),on

calcule de proche en proche par récurrence sur i
i

i i, o i, j
- ) : €&~ o (AY
on 6i+ o Sj(x ’X’Dx)éi-j avec aj [0.%°] (11). et
-1 .
LT T . T ° x; € & 2 .
k' =T @+ o bi(x ’X’Dx)61—1—i avec b, LO.XO}(Im)’bi a donc un

symbole Bi(xo,x;ﬂ)‘EbLo XOw(S;) développable en symboles
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o i-j . .
4 Eb J . . - ya
ﬁi,j(x yX34) LO,XOJ(Sm ) homogenes de degré i-j par rapport a £ pour

i
oT(Sm

[2]21 (si ﬁi € 6LO,X

n.
1) alors Bi j(xo,x;ﬁ): O pour |z| =21 et

0= j < ni-l ; on convient de choisir alors Bi i = 0 pour 0= j S5ni—1):

on peut écrire

i-1

b, (x°,x;D ) -
i X

™M

o _. VL0 .
j_OBi’j(x ,x,Dx)a»bi(x ,x,Dx)

' o : Eb- - AO
avec bi(x ,x,Dx) LO,XOj( m). On pose

. _ o . . _(gi-3
,x3D ) = B. j(x ,x,Dx) € [0,x° (Sm )

’

de symbole B, j(xo,x;fl)::bi j(xo,x;ﬁ) pour j=0,...,i-1
, .

9

° x: = b (x%, x; € ¢ - (n°
bi,i(x »xiD ) = bi(x7,x;D ) [o,xo ()
D' ou 1'expression de k' :
1-1 i
[ » o+ pN .
k e+ 2 b, (x,xiD)s,
1=0 J=0
1-1 71-1
= ’-'l' 2 .
Imuﬁ + Z b ’j(x ,X;D )61 1-4
J=0 1=]
Définition 3 : k' vérifie la condition C si :
b (x%,x;4) = 0
Px+1TS o+ pats + BTS -+V,Qx+1+...+pa+ B-1
X+1 a a-1
<q = < B< Sy<t-1- - -
pour tout 1< g SX+1, 0s B pa-l’ Osvst1-1 Dx+115 P L Bts
xX+1 a a-1

5) Théoreme 2 : Il y a équivalence entre les assertions suivantes
i) k' vérifie la condition C.

ii) k' est bien décomposable par rapport a chaque K; (1< Sto) dans
Cr ).
m

iii) k' est bien décomposable par rapport a chaque Hé (1% s< 0) dans 3&(3).
iv) k' est bien décomposable par rapport a chaque H'S(lS s< o) dans 3m(ﬁ).

v) k est bien décomposable par rapport a chaque Hs(lS sS ¢) dans 3m(9).
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Démonstration
i) @ ii)

En effet si k' vérifie la condition C, la décomposition

7-1 1-1 o
': m Z 2 . 7 '
k I W+ ‘ = bi,j(x ’X'Dx)61—1—i est du type(2.3)'.

J=0 1=]

ceN o

ii) i) rol 21

Ona k' ~ I & + £ £ b, .6 ., (0sr <1) et k' étant bien

T-r "m 1 PP i, t-1-i

décomposable par rapport a K; (1= ifito) dans 3%(3). il existe des

opérateurs e' €0'(Q) (0sp<7) et k' =0 (1Ss<7_) tels que
P m s s c

(7\1 -0)
(o]

r
(A-p)
' [ + '
k z epkl ...k1

~
T-r P =0 (8]

(0=r = 1),

La condition C se décompose en A -1 sous conditions car

r-1=p s,..4P +Pp~-1 varie de 0 a A -2.
x=+1 o
Démontrons par récurrence sur r que ces sous conditions sont satisfaites

Pour r -1, on a
A

-1 Ay T, (-1 (-1,
I © - ¥ h, o} . ™~ oe'k', ... k' +e'k' ...k! c
m T . i,o 7-1-i 7-1 o 1 T 11 T
i-o o} o
D'ou
A, Mo To! -1 (-1, (R -1),
% - o'k! L k! . R ~ (]
R L T T e TP T L PP ST L L k! ©
6 1i.o i=t T
c
Ces deux opérateurs de 9’;-1(9) ont d?£c méme symbole principal pour
. A —-1)+ T " +
[£] 21 a savoir Ei(K;) 1 ..(K; ) . on démontre que :
b c
- (A -1),
0
Imut fjiws( s) , T -
tout st L1.16
p (A -1)
e M1 ¥o y'o(ky ST -
o k' .k'T ~ S <
c 7T-1
A
Ay o
Donc anﬁt - e'k'1 ...k'T a un symbole principal divisible par
(A_-1) ° ‘ Tol
<! " N L, S - e e e E 2 . 'L z
RS pour tout s-1 Ts et ! | 1. D'autre part . bi,oét—l—i

1=0
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a_-1)

a aussi un symbole principal divisible par Ké S " pour L@|2 1 dans
7-1

R[zo!. On en conclut que le symbole principal de Z b

(A_-1) 1=t
doit &étre aussi divisible par K S +(s::l....,'!o) pour |[£| 21, ce

i,Oét—l—i

qui n'est possible qu'a la condition

(o] = . . LN . g s
bi O(X ,X;£)= O tout i=7 ,...,7-1 qui est la premiere des sous-conditions
b
(o)
de C.

’ ~ . . N
On demontre de la méme fag¢on que si les r-1 premieres sous-

conditions sont satisfaites (1S r <2A-1) alors la reme condition 1'est aussi.

k' vérifie donc la condition C.
Les équivalences avec les autres assertions se démontrent a
1'aide des propositions de II.1 et II.3 {16'.

6) Décomposition en opérateurs portés par les bicaractéristiques

Soit Mm 1'ensemble des sommes finies de mondmes
w i.a. d, ...0. (0%i=<7-1;0. = 1) a coefficients a gauche les
j J1 Jo Jj Jo
. ' I3 AO d a . s s . . -
opérateurs wji de [quo} ( m), et jl,..., ji etant choisis arbitraire

ment dans 1'ensemble

o o, 3. ;0 o)
O, By 50,5 B

N~ N— No_____~ ¢

A, fois A, fois A fois

1 2 1
o}

Proposition 6 : k' vérifie la condition C si et seulement si
w' = k' - ﬁnw1€ Mm. La démonstration de cette proposition est tres longue

ettres technique [16}.

§ I1I. RESOLUTION DU PROBLEME DE CAUCHY POUR LES OPERATEURS k' BIEN
DECOMPOSABLES

Proposition 7 : Si k' est bien décomposable par rapport a H',...,Hé dans

3m(Q) alors le probleme de Cauchy posé par le systeme

(3.1 k'z2 = f! avec £r o< &P o-(ED 2)m

£L0.X L

et les données de Cauchy sur 1'hyperplan x° - 0. notces zié LZ
-, X

admet une solution et une seule z¢€ 5{ < q}m. L
L

=3

0.X° -
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Démonstration : On montre d'abord le lemme suivant

E14} On désigne par s les mondmes deﬂ'\1 de la forme
SA:50 s ...50 (0<i =1-1) . Alors il existe une constante C>0 telle que
1 2 i

— o
. | - - X o
(3.2) Ze cllsu (002 = ¢l — llsuto, )%+ Tu_u(xr®, ) 2ax %)
s €y s €M P o ¥ p

1
EO X0 i}pgr) et tout x°€ [O,Xot.
. J L

Lemme 1 :

pour tout u€¢€

On prouve la proposition 1 en se ramenant a un probleme de
Cauchy a dogn%es nu}les par le changement de fonctions inconnues defini
- )
par z=B'+ & L%Tl— B;- Notons ce probleme
i=0 '

(3.3) { k'z' = f"

1 zé = ... - ?;_1 = 0

on résoud d'abord le probleme

(3.4) {Giu:f"
uO:...:u1_1:O
;. . 1, o 1
équivalent au systeme ( D oU po(x ,x;Dx)u =V
X
D vl--pzvlzv2
o o
{7
3.5 :
( ) . 1-1 o 1-1 "
D v -p \4 - f
o o
X
_ [ _ 7-1 -
\ u = vl o= =V, =0
nee P oymo, T-1 : i s el ‘A,p—l m
¥pER, f"€E o (< 2) v existe et appartient a b[o xo*(/c 5 )
Lo, x™V L RIS §
-2 o D= .
= V1 “ existe et appartient a bfo xoy(i/pzz)m=... = u existe et appartient
o L
a 6{0 xo‘( p;1)m d'aprés S. Mizohata [8] ; on a donc.une solution u de (3.4)

7 @ . m
dans ﬁnxolabLz) .
On"résoud alors le probleme (3.3) par la méthode des approxima-
tions successives avec la relation de récurrence

T

w 2,a+1 Lo owr g @ a=0.1.... (2'° _ 0
(3.6)

, o
Données de Cauchy nulles sur x -0
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Le lemme 1 assure la convergence de ce processus dans

i ; o i .
b{O,X°1(95L2)m par une incgalit¢ du type

, vON O
> usu'ml_z-a)zzi < plel XD

6‘// a.
S (1

D'ou 1'existence d'une solution z du probleme (3.1). L'unicité résulte

aussi du lemme 1; de plus

Proposition 8 : [14 La solution z du probleme de Cauchy (3.1) vérifie

1'inégalité d'énergie :

A o o Ll 2

z ;EDJO z(x ..)H T <sc{ & HDJOZ(O.')Il r—1—1

j:O X P J j:o X P J
+ lk'z(x'®, )ﬁidx'o}

¢ IV. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

. . Y N , .
On se ramene a un probleme a don%e%§ nulles par un premier

X . (x0)1
changement de fonctions inconnues y =-y'+ Z T i:
i-o )
(4.1) { hy' = f'
' — — 1 —
Yo = 007 yi_l..O

par le second changement de fonctions : y' = a;z on obtient le systeme

(4.2) {klz:f’
ZO Ze e = 21_1 = 0
équivalent a
kiz = = f'o ‘ = £
(4.3) H‘}...Hg (x%.x;1,0)
ZO = 21_1 = O

La proposition 7 assure une solution 2656{0 xo-(;ﬁwz)m a ce systeme et
. 0. L

par suite une solution
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(=

t m .
t L (R
Y € (O,Xof( 2) au systeme (1.1).

;!
i:o 1- L
. ey . .1 ;9* m , ,
L'unicité de la solution y dans 6r0 xoj( 2) se démontre par la méthode
- b o L
de Holmgren, en vérifiant que 1'adjoint de 1'opérateur bien dccomposable

kz-:azh est aussi bien décomposable grice au théoreme 2 et la proposition
6 (16 .
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