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Nous donnons ici une vue des principaux résultats de [O:, récent
article de R. Beals. Notre but a été de montrer le résultat 3) ci-dessous,

aussi avons nous parfois restreint la généralité des développements de

1'article.

Voici les questions auxquelles R. Beals donne une réponse

positive

1) Dans [67, A. P. Calderon et R. Vaillancourt ont montré que les opé-

rateurs pseudo-différentiels sur lflayant un symbole dans S sont

= O

1
’2
continus £ (R™) - Lz(Rn); Beals et Fefferman ont étendu ce résultat a

n|

des classes plus générales : Sg ¢ ([1?,[2?,[3?).
’

On peut se poser le probléme suivant : étant donné un opérateur
linéaire continu :1g(lf5‘* 3‘(Rn), peut-on dire s'il est un opérateur
pseudodifférentiel a symbole dans S? 1 (resp Sg W) en considérant les

’

22

o]

.y, . d
proprietes de continuite L2 de ses commutateurs avec Dj =15 et la
J

multiplication par ixj.

2) Soit P un opérateur pseudodifférentiel d'ordre 1, admettant une

paramétrixe dans SZ , et Q un opérateur pseudodifférentiel d'ordre O.

11
2’2
Est -ce que P+ €Q admet une paramétrixe pour €& suffisamment petit v
Plus généralement : un opérateur de 2° qui est un isomor-
(2,9)

phisme de L2, admet-il un inverse dans ;8?@ 9) ?
’

3) Dans [9}, L. HBrmander caractérise les opérateurs pseudo-différentiels
d'ordre m a caractéristiques doubles (vérifiant la condition dite '"du
coéne') qui sont hypoelliptiques avec perte d'une dérivée. Il donne des

conditions algébriques pour qu'on ait

¥ K compact ¥ s , :3C(K,s) '¥u€$ﬁK ﬂu“i_lﬁ C(K,s)(HPuHi~+HuH%S) .
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Lorsque le symbole principal de P s'annule exactement a 1'ordre
2 sur une surface réguliere (P est dit "transversalement elliptique')
il est montré dans |5, que les conditions algébriques de 7', L9, sont

[

suffisantes pour 1'existence d'une paramétrixe dans la classe de Boutet

de Monvel L4j, et qui est en particulier dans 51—m

11
2°2
La question est de savoir si c'est encore le cas dans la

situation générale ou se place L. HBrmander.

Donc, en résumé, R. Beals établit le¢ lien entre 1'existence

d'une estimation a priori, et celle d'une paramétrixe.

3 1. CARACTERISATION DES OPERATEURS DE TYPE (%, %)

(5]

On appelle symbole une fonction C sur R R" - {(x,

un
~
—
.

Si a est un symbole, on note

() (B, (a)
a(B) = Bx D§ a

A 1'aide d'un symbole on peut définir un opérateur pseudodifférentiel par
(1.1) au(o = [ e Fax, i@ as
e -n
x.§ = Zx. # d'S = (2xr) dF
a(€) = e-lxgu(x)dx

La formule (1.1) a un sens si W€ &' . En particulier on retrouve le

symbole

ixg

a(x,8) = e_g(x)(Aeg)(x):eg(x) = e

, , 1 1
Nous considerons d'abord les opérateurs de type (5.-5)

définis par L. HBrmander [8:.
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Définition (1.2) : m € R , ST 1 est 1'espace des symboles a tels que
chaque semi-norme 22
lel-18]
-me 2 (a)
Pa,B(a) . sup <E> |a (x,§)|
(B)
soit finie (<> (1. ,§|2)l/2)
Muni de ces semi-normes ST 1 est un espacce de Fréchet. On note iT 1
33 2732

1'espace des opérateurs pseudodifférenticls correspondants. On sait

définir la composition et 1'adjoint. Les opérateurs de & scnt continus

N 3

1
2
/8 - X et s'étendent en des opérateurs continus 5 = §'. Pour les

espaces de Sobolev ordinaires on a d'apres L6' la continuite

eL™
501
272
A : B5" - g ¥s€R.
Caractérisation : Notons xj la multiplication par la fonction coordonnée
Xx. et D. = -id/Ax,
J J J
Pour B : %~ ﬁ', on définit
L.B = [ix.,B. = ix.B- iBx,
J J J J
M.B -[D.,B] - D.B-BD.
J J J J

Si a,B € (Z+)n sont des multi-indices, on pose

(a) _ a1 n 1 n
B(B) = L1 ...Ln Ml...Mn B
bien sar B'®) - B
(o)
Théoreme (1.3) : Une application linéaire B :‘{* 8‘ est dans *2 1 si
23

(

et seulement si, pour tous a, B € (Z+)n, 1'opérateur B(g; a une extension

continue
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Preuve : La condition est nécessaire car si B = b(x,p) est dans fi 1 0
- 22
B(a) appartient a £ et a pour symbole b(a)
2’2

Réciproquement nous supposons que les ng; remplissent les
conditions ci-dessus. Nous cherchons d'abord une écriture formelle du

symbole b, écriture valable par exemple si B est continu : A - f,

Soit g €.5 , g(0) = 1, telle que g ait son support contenu dans
€] < 1 et g(x) = g(-x).
Posons gx(y) = gly-x) . Si uc¢€ ’f , on a

i(x-y)g

u(x) = u(x)g (x) =fJe g (Yuly)dye

:II e_iygeg(x)gy(x)dydg

Donc formellement on obtient

1

Bu(x) = [[ e iygB(eEgy)(x) u(y) dy &

=i i(x—y)gbo(X,y,§)u(y)dy &

= [ ™ p(x,5)h) &

ou
bo(x,y,g) = e_E (x) B(e§ gy)(x)
et
i(x- (=

(1.4) b(x,8) = [ [ FV By (v nyan ay
Maintenant, les conditions sur ng; permettent d'obtenir des estimées
L2 pour b considérée comme fonction de x dépendant des parametres y et
€. Si on note “ “s la norme dans H° on obtient par récurrence

ipP p° p? b li = Cypy . lie, D% I

x olom-lgl-lal £ Vo
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Sachant que § est a support compact, il vient

|gl-]al

B Y oo 2
by S <€>
WD D y % ol = Copny 3
1 1
N —-2- ;2: )
On considere en tant que fonction de x,%, bl(x,g,y,go) = bo(<§0> x,<§0> AR

dans U(EO) = 185<VC(§0) ou VC(QO) est la boule de centre 50 et de rayonc ou

¢ est une constante assez petite. On obtient pour b, et ses dérivées, des

1
majorations L2, indépendantes de y et de !o. On en déduit donc des

>

o A Y
majorations L dans RnxV'(EO) et en revenant a bo

Nl

|g]-lal

(1.5) |pPp " 2

X'@
U
c"
A
(@}

Si B est continu ‘é' - 4 , les calculs menant a (1.4) sont corrects et

le lemme 4.5 de [2: nous donne a la suite de (1.5)

IBl-lal

(a) 2
b < ¢ <E>
| (B)| ap s
. , (a)
les constantes Caﬁ dépendent seulement des normes des operateurs B(B)

Dans le cas général, on approxime B par des opérateurs continus

Soit h € %9(185 égale a 1 au voisinage de 1'origine. Pour

O0<e = 1, on pose
p_(x,6) = h(ex) qe(x,g) = h(er)

P, = p (x,D) Q = q. (x,D) B, = P_BQ

Les opérateurs Be sont régularisants et leurs symboles be convergent dans

®
C (R" x R"™) vers un symbole b de ig . Si ue A

11
22

b(x,D)u = 1lim Ba(x,D)u = Bu
e 0
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La démonstration montre que les noyaux des opérateurs ng;
définissent la méme topologie sur £? 1 Que les semi-normes des symboles.
2’3

Remarque (1.6) : En fait on peut démontrer le méme résultat pour les

opérateurs de l? o 0= p < 1 et pour des opérateurs plus généraux opérant
9

dans des espaces de Sobolev avec poids.

§ 2. OPERATEURS DE TYPE (%,¢)

Nous considérons ici ¢,¢: R%% R" = R" une paire de fonctions
poids au sens de [2] d'un type tres simple mais qui nous suffira pour

les applications.

Nous supposons que ¢ et ¢ sont de eclasse C1 (en fait on peut
A @ N N ’ .
toujours trouver ¢ et $, C équivalentes a @,W c'est a dire définissant

les mémes espaces), que /¢y = <>, et qu'il existe des constantes c et C

telles que
(2.1) cts <> < c¥
(2.2) V.2l s ¢, |V 2] s c<g>

Ceci suffit pour affirmer que ¢, ¢ sont des fonctions poids (voir [2? 1.9).

Définition (2.3) : M,m € R, SM’m(Q,Q) est 1'espace des symboles a tels

que chaque semi-norme

pag(a) _ suplaggie-bi+|al @—|n+lﬁ|

soit finie.

C'est un espace de Fréchet, on définit les opérateurs correspon-
dants an ’m(@,w)) et les espaces de Sobolev associés HK’k, tout comme

au paragraphe 1.
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(2.4) Notons qu'étant donné 4 réels M,m,K,k il existe A € M isomor-
phisme topologique

A HM+K,m+k - HK,k

’

, - kY
Comme au 1 nous pouvons énoncer le théoreme

Théoreme (2.5) : Une application linéaire B:.d—~ £' est dans £°’°

si et seulement si, pour tous a,p € (Z+) 1'opérateur Bgﬁ) a une extension
continue H-lal"lﬁl"L2 .

Preuve : La condition est nécT

(a)

saire car si B=b(x,D) est dans £°’°
alors B(ﬁ) appartient a £~ I !

()
(B)

s
B

et a pour symbole b

Pour démontrer 1la réciproque, nous commen¢gons par remarquer :

3 > <p>1/2 ‘P2<E>-1/2
3 p
|8]-]q]
Si on note que H 2 < H-lal’ -lﬁl on voit que B satisfait les condi-
tions du théoreme (1.3) donc que B = b(x,D) avec b€ S1 1
2’3
Ceci prouve le cas N:= 0 de 1'assertion
N ll-la]
* (a) ) 2> 2
( )N lb(B)I ( ©) £ pour |a - B|
Supposons (*)N démontrée pour N = M- 1 2 0 et supposons Ia'-fﬁ'|<:M. Soit
b' E;; a' = é'a'|¢lﬂ l et soit B', A' les opérateurs correspondants.

Alors

VA (a) Y (a' -Y*a) 'l
(B'A )(B) (% )( )B(B, 8) A

Vu les hypotheses sur B et la définition de A' on a
(a) -lal,-18] 2

! 1] ° b —y
(B'A )(B). H L

et donc B'A' € £
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D'aprés le calcul symbolique pour les opérateurs de type % , %
B' A' a pour symbole p avec
p-a'b - ;(at)_lb'(a)a'(a) € s‘l’ .
o< fal < 23
Vu 1'hypothese de récurrence, on en déduit que a'b' € Si 1 Et de
23
(a) ’a Yy, (a'=Y +a) (Y)
'b! =2
on déduit
Bl-|a |g+8-la +a' ]
(a'+a)y < -1 2 -N/2 2
> = ) <F.
lb(B""ﬁ)' C (a ) g Caﬁ( (P) E>

donc on a prouvé (¥) et donc (*)N pour tout N = 0.

M

Enfin étant donné a, B posons N = (a+B) et appliquons (*)N

_1_;[ 1B]-|a]

2 - -
(2¢) <e> :CaBN ) Ial(? '5'

(a)

LTS

IS CaBN

cqfd.

Nous considérons maintenant des opérateurs pseudo-différentiels

qui sont des isomorphismes topologiques entre espaces de Sobolev.

Lemme (2.6) : Si A€£°'° est un isomorphisme topologique en tant qu'opé-

rateur de L2 = g%° , alors c'est un isomorphisme topologique dans HM’m

pour tout M,m € R .

Preuve : Nous considérons d'abord le cas m= -M . Nous pouvons supposer
M2 0 (le cas M< 0 s'obtenant par passage & 1'adjoint). Nous allons

M n A est un isomorphisme topologique dans HM’m est
vrai pour -m= M2 0 alors (¥) N _y est vrai si M< NS M+-£ .

montrer que si *)

N,-N
’
On sait que A est continu dans H et qu'il est injectif
. N, -N M,-M N,-N M,-M
(car H C H ). Soit v € H , et u € H tel que Au = v
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-&

E" - ~
'y £ -z . 1
Soit P €4 ayant pour symbole <g>" - 37y “oue:N-MS 3
N, -N M, -M
P est un isomorphisme topologique de H sur H .D'apres (2.3) onvoirt que
e-—% ’_84-% 0,0
[A,Pl = AP - PA est dans £ c L
M, -M
pu - PA"Ly - ATy A_I[A,P]A-lv € H
N,-N N, -N
Donc u € H et A est surjective comme opérateurs dans H

On finit la démonstration en montrant que (*)K , lmplrque
s
(*)K+e k.g Pour tout e , 0<e =1, a 1'aide d'un opérateur Q € £°°
]
isomorphisme topologique de HK+8’k+8 sur HK’k

° ’ ’ A
Nous pouvons maintenant enoncer le théoreme fondamental.

1

i Théoreme (2.7) : Supposons que A € £°7% soit un isomorphisme topologique
de 12 - OO, Alors 1'inverse est dans £°’°.

@ O
Preuve : Soit B 1'inverse. Si P opere L-5 et 4~ 5 {comme Dj ou 1xj),
alors

LB - (p,B] - B(A,P)B

()
(B)

Donc les opérateurs B s'expriment comme combinaisons linéaires de

produits de la forme

a(,]) T . _ 3 . B
Bn(AB(j) B) Za(j) =a TB(j)=B.
i M- i) |, - -
Les opérateurs Aa(J) sont continus de H1 ]a(J)Lm '5(J)' dans HM’m et

B(3)
le lemme montre que B (inverse de A) est un isomorphisme topologique de
HM’m Donc ng; est continu H-Ial’_lﬁl dans L2 et par le théoreme (2.5)

B est dans £%7°.

Remarque (2.8) : En utilisant des isomorphismes entre espaces de Sobolev

(2.4), on entend de suite le théoreme a un opérateur de fMym isomorphisme

de HK+M,krm sur HK’k.
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§ 3. PARAMETRIXES

Théoreme (3.1) : Soit P un opérateur aux dérivées partielles

(différentiel) d'ordre m2 2 a coefficients dans C (n), = ouvert de R".

On suppose que son symbole P, s'annule a 1'ordre 2 au moins en tout point

de la variété caractéristique :

= {(x,g):p (x,5) =0 £ £0]},

et qu'il existe un céne I' convexe propre tel que pour tout (x,6) € 7erRn,

pm(x,g) appartienne a I'. Supposons que pour chaque compact K<x , ¥s€ R,

il existe une constante C(K,s) tel que
(3.2) lull _, = C(K’S)(HPuH sl ) ue 9K
Alors P a une paramétrixe a gauche dans Si—T
2'2
Preuve : L'hypothese du céne permet de montrer
(3.3) lp{@ |2 s clp | <es"2 o] - 1
I e P e I B L i

(B)

(C constante convenable)

On peut alors montrer que (3.2) implique 1'hypoellipticité avec
perte d'une dérivée de P (voir [71). D'ailleurs, HBrmander ([7}) donne
des conditions algébriques sur P, faisant intervenir le symbole sous-prin-

cipal, pour que (3.2) soit vérifiée.

Nous construisons des fonctions poids.

Soit a(x,g) = |pm(x,€)l-+<§>m_1

b - La<g>2-m'1/2

] 1

(P = §<E>_

Alors é(P_l =<g> et & 2 <E>1/2 donc ¢ 2 <g’)>_1/2
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Les estimées (3.3) et (3.4) montrent

22 < oo t-lal -1l 4 g1 -1

o{@] = ¢ gt I8l - lol |, . g .

{
[

Ceci montre que & et ¢ sont des fonctions poids locales (qu'on peut

£m,2-m(

prolonger a Rnxﬂfb. D'autre part on voit aisément que P€ n)

La proposition (9.11) de [2? montre qu'une norme admissible sur

m,2-m

H est donnée par HPu“+—“uHm_ . Donc on obtient

1

¥KCx ¥s€R  JC(K,s)

lully 5 = cllpal o llall 0w €2y

Soit o un ouvert relativement compact dans o Soit une fonction ¢ 2 O,
A

¢ € 3(71:1) ¢ = 1 sur n . Posons P = Py . On a donc
Hq’u”i oem C((P*Pu,u) + (S*Su,u) u€ 9(]2“)

2-m dans L2

Soit R un isomorphisme gme2om o g2

ou S est compact de "

5
, . 2,72
Soit S 1'opérateur pseucodifferentiel de symbole (1+27)

On obtient
HU“i 5-m s C(ﬁ“Su,u)a—(S*Su,u))+~((1- ©)R*Ru,u) + (¢R¥R(1-¢)u,u)
soit

lull2 , = cr(Quw.

- - -2
Donc Q est un isomorphisme topologique de Hm’2 ™ sur BT™"

1 € £-2m,2m—4.

et d'apres

le théoreme (2.7), il a un inverse Q Si on se restreint a

7°, on obtient
Q‘l(P*P +8%8) = 1

soit (Q'lp*)p = 1- Q"ls*s
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Or Q—ls*s est d'ordre strictement négatif, c'est-a-dire appartient a

£_8 e >0

’

11
2°2

’

Donc la série de Neumann donne une paramétrixe a gauche pour P.

cqfd.
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