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XVIII.1

Considérons u, solution de 1'équation des ondes

6. et u - O sur 9D.

En dehors de 1'obstacle, les singularités de u se déplacent le long des
bicaractéristiques venant de P (comme r et r'). Mais que se passe-t-il
quand les bicaractéristiques rencontrent 1'obstacle ? S'il s'agit d' une
bicaractéristique qui se réfléchit (comme r) les singularités continuent
a se déplacer le long de la bicaractéristique réfléchie (théoreme de
Lax-Nirenberg). La situation des bicaractéristiques de type r' est beau-
coup plus compliquée. L'intuition physique dit qu'il doit y avoir des
singularités de u (des '"ombres") dans une région qui n'est pas atteinte
par les bicaractéristiques venant de P. Mais voit-on ces singulariteés
dans le front d'ondes de u, ou bien sont-elles des singularités plus
subtiles, liés au comportement analytique de u ?. Des résultats récents de
Melrose ([1}, [2]) et Taylor ([3)) indiquent que c'est bien le dernier
cas qui se présente. Du point de vue dm les singularités de type
"glancing'" se comportent comme dans 1'optique géométrique ou les ombres

n'existent pas.

Les travaux de Melrose sur le probléme de glarcing sont basés

sur une analyse approfondie de 1'exemple suivant (exemple de Friedlander)

% N2, j
*) (x,+ D—5 = — D-1x € R". x, = 0}.
ot 1:18xi
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C'est évidemment une équation hyperbolique dans le complémentaire de D

dont le symbole est

(x.+ 1)1% - &2
1 i

et les bicaractéristiques sont données par les équations

t:2(x1+1)1,§1:7 , E; =0
= = » =29
T 0 s Xy 2»i » Xy 2\1
En intégrant ces équations on trouve, pour des constantes ag, bl’ Cl'
convenables,
Xy = a8 4+ bls-+ cy
Xo = 8,8 + b2
X = a sl b
n n n

. 2 . ’ .
Ici, a, =% > 0. Quelques unes de ces courbes sont esquissées ci-dessous

(pour le cas n=2)

Donc, il y a du 'glancing" tout le long du bord de D. Pour résoudre

1'¢équation (*) nous faisons une transformée de Fourier dans les variables

t,x qui transforme (*) en une équation différentielle ordinaire

R
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a~ 2 2 2.4
(——+ (x;,+ D1 - .. -F%)u . O
dx’ 1 2 n
1
. -+/3,_ 2
Posant ¢ T / (B +... + 62-(x + 1)12). I1 vient
2 *n 1
" a28 A
(") e = CEEC)
dg :
avec P = (1,52,...,§n). Rappelons qf une solution de (**) est la fonction

d'Airy, qui peut s'exprimer comme une intégrale osxillante

. 3
(% A1 (0) :j‘ el(e C-9© /3)d9

La fonction de phase b(g,e) = Eo - 6§ﬂ3 qui apparait dans cette intégrale
est une fonction de phase dégénérée du point de vue de HBrmander
(présentant une singularité de '"type pli"). Donc, pour résoudre des
problémes de diffraction, on est conduit a considérer des opérateurs
intégraux avec des phases comme dans (¥**) : les "opérateurs intégraux
d'Airy" généralisant les opérateurs intégraux de Fourier. Melrose a réussi
a donner un calcul symbolique pour cette classe d'opérateurs dans laquelle

il construit les paramétrixes pour des problémes de diffraction

Les constructions de [1? sont trop compliquées pour qu'on puisse
les décrire ici. Heureusement, Melrose a démontré un résultat "symplecti-
que'" qui simplifie énormément les démonstrations de [1]. C'est ce

résultat qui sera exposé ici.

I1 s'agit de la "conjecture de Sato". Soit X une variété
symplectique, soit F et G des hypersurfaces de X (définies par des équa-
tions f=0 et g=0) et soit p€ FN G. Nous dirons que F et G sont '"glancing"
du point p si

i) df et dg_ sont linéairement indépendantes,
ii) lf,gl(p) = o,
iii) Le,le,eli(p), le,le. e}l (p) £ 0 .
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Remarques : 1) C'est ¢vident que i), ii), iii) ne dépend pas du choix
de f,g.
2) Si dimX 2, nous laissons tomber la condition i); (sinon

la définition devient vide).

pel
3) Soit D un domaine convexe C dans R" . Soit g(x,D) un

opérateur hyperbolique sur R" de symbole g(x,s). Supposons que pour
x€ D la bicaractéristique passant par (x,f) est "glancing'". Ceci veut dire

que

.

0 3
Eae, 00 e
D 1 i

est tangent a O9D. Donc, si OD est défini par 1'équation f=f(x) = 0, on
a:{f,g}(x,i) = 0. Donc les hypersurfaces dans T* R™ définie par les
équations f=0 et g=0 sont "glancing'" au point p. La condition iii) est

une condition de convexité sur D.

La conjecture de Sato dit que si {X,F,G,p} et {X',F',G',p'}

sont des couples d'hypersurfaces "glancing avec dim X = dim X' alors il

b: (X,p) ~ (X',p') qui applique (F.G) sur (F', G') .

(Remarque : Si X est le fibré cotangent d'une variété, et F et G sont
des hypersurfaces homogénes , la conjecture dit plus. Elle dit que

O peut &tre choisie homogene).

Dans le cas réel-analytique, la conjecture de Sato est fausse
comme Oshima 1'a démontré récemment. Elle est par contre vraie dans le
cas dw, c'est en effet 1'objet du théoreme de Melrose dont nous avons
parlé auparavant. Nous allons en indiquer tres brievement la démonstration
considérons d'abord le cas de la dimension deux. Nous pouvons toujours
choisir des coordonnées symplectiquesl(x,€) tel que p=0 et f_- x, G étant
défini par g=0, les conditions i, ii, iiisont équivalentes a 5530): 0.
335(0) £ 0, g%(o) Z 0. Par le théoreme de préparation de Malgrange, on
3

peut écrire

g = h{a(x) + b(x)E -2)
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ou h(0) #Z 0 et a(0) = b(0) = 0. Par la transformation symplectique
X=x,E=£-b(x)/20on peut se réduire au cas b= 0. On peut aussi multiplier

g par un terme non nul en 0O, donc on peut supposer
2 d
g=a-:", & (0 £o

— — -1
Enfin, on cherche une substitution symplectique x::¢(x). g::(%%) = avec

6(0) = o, %g(O) Z 0 telle que

2 2

*) £-22 2 p(a(x)-£2), 0(0) £ O .
Bofi , L : — ad, -1
nfin, on cherche une substitution symplectique x::b(x), §::(dx) 3

avec §(0) = 0 , %2(0) #Z 0 telle que
*) x-e2 - p(a(x)-€%), 0(0) £ O .
On est conduit a 1'équmation

X
0(x) = (3/2 a()2346)?® x5 0

(o]

**) et

d(x) = (3/2 [T¥(-a(-s))1%a)?/? x <0
o
On voit facilement que le membre de gauche de (**) est C .

Nous avons donc démontré :

Théoreme : En dimension deux les courbes glancing sont toujours isomor-

phes a 1'exemple canonique : f =x |, g=X=-%

Si on essaie la méme démonstration en dimension plus grande,on
se heurte a des obstacles géométriques : soit J 1'intersection de F et G.
La démonstration que nous venons de donner, montre, en dimension plus

S e]
grande, 1'existence d'une involution canonique ¢t J—=J qui est C et

c
F
a la propriété indiquée sur notre dessin :
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z

(Dans le dessin,Y est une courbe intégrale du champ hamiltonien Hf

joignant les deux points z et ¢ de J). Le méme argument, sur G, donne

F
Fr 9’ Ope Og s Opo o1 etc sont tous des

une involution Sg :d T J, et oo G

invariants intrinseques de la structure (X,F,G). Donc, avant d'obtenir

une forme canonique pour (X,F,G) en dimension n il faut d'abord trouver

une forme canonique pour la structure (J, © etc...) en dimension

F’ GG?
n-2. Les théoremes canoniques pour les (F, G, Ops GG,...) sont trop com-
pliqués a donner ici. Nous nous bornons ici a indiquer les formes canoni-
ques qu'on obtient en dimension supérieure pour les hypersurfaces 'glan-

cing".

. . 2
I (cas inhomogene) f=x;, =0, -x, -8y
II (cas homogene) f=x g::§2-x £2 3
1’ 1 1-N-1 N-N-1
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