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XV.1

Dans la i (Iiie de population, on traite souvent 1 1 équation
de Kolmogorov

pour étudier le processus stochastique qui intervient, où t est la

variable du temps (la génération) et  est un certain opérateur elliptique
du second ordre des parcourant l’espace dl état

trajectoire 1 n

Quand il s’agit d’une seuleB génétique dans une population de n + 1

allèles neutres A. (0 j  n) de fréquentés x . , les x. sont non-négatives
J n J i

et liées par une seule relation x. 1. En prenant x= 
w" . ,l n

comme variables indépendantes, x parcourant n-simplexe

et 1 devient de la forme

où les coefficients M.(x) (1 j n) dépendent du modèle théorique qu’on
considère 5 et 1considère ( 2 , 4 , L 5 et 

Comme -C est dégénéré partout sur bn, les réalisations de £ comme

opérateur dépendent aussi des M.(x). Dans cet exposé, nous traitons le cas
, 

J
ou

étant paramètres réels ([2) ,[4l et [6~).

C’est-à-dire, nous considérons l’équation (1) avec 1 = 1’-9 où
w

Cette restriction nous permet de résoudre le problème de Cauchy pour (1)

d’une manière explicite.
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§ 1. REALISATIONS COMME OPERATEURS AUTO-ADJOINTS

Munissons à 0 de l’élément de volume

et désignons paràù l’espace hilbertien formé par toutes les fonctions
complexes à carrés sommab 1 es sur 0 par rapport à Alors 1 E si et

seulement si

Il nous convient d’introduire un autre produit scalaire

si cette expression a un sens. Soient alors,

= le complété de C (7) par rapport à aû)

(définition possible si et seulement si (7) a lieu), et

1fw = le complété de par rapport à ae0

(définition possible sans aucune hypothèse sur ).

Nous voyons que

ÀÎ6y = 1r", si et seulement si W , &#x3E; 0 pour tout (9)
W W J

Et nous définissons les deux réalisations L et Ar comme suit :
co -

L = l’extension de Friedrichs de et,

A = l’extension de Friedrichs de 
w W 0

Evidemment, L°j°°°’ = Aw si et seulement si (9) a lieu. De toute façon, Lw (si

elle existe) et A,,-v sont opérateurs auto-adjoints dans dOW de domainesw w

D(L) et D(A-) denses . ,
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§ 2. e ETUDE DE L SOUS L’ HYPOTHESE (7)
w -

Proposition 1 : Posons

Alors, est le spectre de L, dont chacune . est une valeur propre
p p  - 1 

w p (Z).
de multiplicite = ( P ). Le sous-espace propre lE =:JE p apparte-
nant à 1p est engendré par certains N p polynômes d’ordre p.

Soit lE = la projection orthogonale deoyd- sur lE (par abus
p p w p

de notations). E P est alors un opérateur intégral à noyau E P (x,y) : -*

Posons maintenant, pour t&#x3E; 0, et en supposant que k &#x3E; 0,

La somme a un sens si (t,x,y) satisfait à l’une des conditions suivantes :

Proposition 2 ~ Supposons (7) et que k ~ 0. Si (t,x,y) satisfait à (13),
nous avons

,

ou



XV.4

Cette fonction génératrice ~(t;x~y) joue un rôle essentiel dans cet exposé.

D’abord, sous l’hypothèse de la proposition 2, y nous avons :

où les Ck(z) sont des polynômes de Gegenbauer définis par
a --

Soit maintenant X6C/- ) p=0. Alors, il existe l’ inverseP 
de 1,,.ï+XI. Il est un opérateur intégral à noyau G(xy) : :

Nous appelons G(x,y;Â) la fonction de Green pour 

m

Théorème 3 : Supposons (7) et que k &#x3E; 0. Alors, pour ÀÉ £1(-É ) p p=o , la

fonction de Green G(x,y;À) est donnée par les formules suivantes :

où l’on suppose que

Ici encore, F P ( x, y) est le coefficient de Cp dans à (C;x,y) ,K est la fonction
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de Bessel modifiée de Kelvin et 2Ft est la série hypergéométrique de Gauss.

Soit ensuite t &#x3E; 0. Le semi-groupe e 
W 

engendré par L-.,. est
aussi un opérateur intégral à noyau Z(t;x,y) :

Nous appelons Z(t;x,y) la fonction de Green .

Théorème 4 : Supposons (7) et que k ~ 0. Alors la fonction de Green

Z t·x our a + est donnée ar la formule suivante :( , Y P -t P

Proposition 5 : Supposons 1/2 pour 0 j n. Alors, pour
- " " J

0 t T(T est fini mais arbitraire) et (x, y) É ’fl x Q , nous avons

Si nous fixons nous avons le développement asymptotique
suivant lorsque t ~ 0 :

o r

La signification de la quantité a dans (19) : La matrice x,x )
d’ordre n formée par les coefficients du second ordre de 1z induit une
métrique riemannienne sur Q

Donc 1 ds2 est précisément la métrique riemannienne naturelle sur S CR 4 p

restreinte à la ’ 
· Xi&#x3E; 0 (0:!5- i - n).
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a est, par conséquent, égale à la distance géodésique entre x et y par

rapport à cette métrique.

§ 3. ETUDE DE A-
w

Soit Lu6 IR n+l quelconque. Supposons qu’il existe au moins un

j pour lequel 0 pour que L- et A- soient distinctes :
i a) w

Posons

Nous pouvons démontrer que

D’ou, nous avons la

Proposition 6 : Posons

Alors est le spectre de A- dont chacune est la valeur propre de
p p=o ~°

multiplicité N = ( n+p-1 ) . Le sous-espace propre 1E’ = IEI( appartenant
p () 1 

p P-a 1 
p 

est formé par les éléments de JE multipliés par 
P P

Nous pouvons alors définir la fonction de Green pour

et la fonction de Green ~3(t;x~y) pour à +Aycomme suivant :
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Théorème 7 : Soient

avons

Alors, nous

/tou G 
(W est la fonction de Green étudiée dans le paragraphe 2.

Théorème 8 : Soient t &#x3E; 0 et nous avons

ou est la fonction de Green étudiée dans le paragraphe 2.

Signalons que W’satisfait à toutes les hypothèses sur w posées
dans le paragraphe 2, donc que toutes les formules obtenues dans le para-

graphe 2 y sont utilisables.

§ 4. PROBLEME DE DIRICHLET NON HOMOGENE

Supposons toujours (22) sur ~, et posons

Chaque S. est munie de l’élément de volume
J

Le problème de Dirichlet non homogène pour Lr se pose comme suit :
étants données une fonction f(x) sur n et une fonction g(x’ ) sur S ,
chercher une solution u(x) de l’équation
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Alors, la solution, si elle existe et unique, sera donnée par

Nous pouvons appeler les noyaux de Poisson pour . IlsJ 

sont calculés par les formules suivantes :

Voici des exemples lorsque

Exemple 1 : La solution de l’équation

est donnée par

Exemple 2 : La solution de l’équation

( o s p ~ n ) est donnée par
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