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On donne quelques résultats du type "théoreme de Cauchy-
Kovalewsky non linéaire'" mais pour des problemes non locaux (plus précisé-
ment, pseudo-différentiels en les variables d'espace)l On dégage seulement
les grandes lignes des démonstrations et on renvoie a [Zj pour des résul-

tats plus complets et des démonstrations détaillées.

‘Soient ' une variété analytique réelle compacte de dimension
n, T >0 ; soient E et Fj pour j € il,...,k} des fibrés vectoriels analyti-
ques de base I’ ; soient u_ une section du fibré E sur I' et V un voisinage
de u dans E ; pour j€ {1,...,k} on se donne une fonction % analytique
de [—T,f]x V dans Fj préservant la projection sur la base ' et un opéra-
teur Pj pseudo-différentiel analytique d'ordre au plus 1 opérant sur les
sections analytiques de F. a valeurs dans les sections analytiques de E

et dépendant analytiquement de t€ [—T,T].'
On a alors :

Théereme 1 : Il existe €€ }O,Tl et une unique fonction u analytique de

[—8,8} dans les sections analytiques de E et vérifiant

k
g% = ,%1ijj(t’U) sur }—a,st
(1) J=
u(o) = u

o
I
Dans le cas particulier ou les opérateurs Pj sont différentiels,

le résultat ci-dessus n'est autre que le théoreme de Cauchy-Kovalewsky.

Comme on le constate aisément sur la méthode de démonstration, on
peut dans le théoreme ci-dessus remplacer 1'analyticité en t€ [-T,T}
des données par la continuité et obtenir alors u seulement continuement

différentiable en t sur [—e,e].

Comme exemple d'application de ce théoreme 1 on peut donner
1'existence et 1'unicité d'une solution analytique (locale en temps) de
1'équation d'Euler (le résultat général c est montré dans L5]) ; plus
précisément : soit I une variété riemannienne analytique compacte ; on
note TI' le fibré tangent et \/ la connexion riemannienne de I'; on désigne

par a(l') 1'espace des fonctions analytiques complexes sur [ et par a(lC .TT)
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1'espace des champs de vecteurs analytiques sur I'.

Etant donnés u € a(l ,TT) tel que divu_ = 0 et

fe€c(-T,T., a(I,TT)), il existe ¢ € Jo,T] ,
p€ c(l-e,e], a(l')) et une unique fonction
u€ C”([-—e,e:} , a(l ,TT)) solutions de

du

5_t_+vuu: gradp + f sur ]—e,e[
(2) divu= 0
u(o) = u
o

On note d'abord que pour v€ a(I',TT) vérifiant divv= o, on a

‘7vv = div(v ®v). Pour v€ a(I',Tl'), on note Pv=v - gradA_ldiV'v (ou 1le
laplacien & est défini par & = div grad) et on vérifie que P est un
opérateur pseudodifférentiel analytique d'ordre O opérant dans a(l,TT)
et que 1'on a : Pv=v si divv= 0, divPv= 0 pour tout v€ a(I',Tl" ) et

P gradp = O pour tout p€ a(l").

I1 est alors facile de voir que 1'équation (2) équivaut a

g-%+ Pdiv (u®u) = Pf

u(o) = u
o

et que 1'on peut alors appliquer le théoreme 1 ainsi que la remarque sur

la régularité en la variable t.

On donne une idée de la démonstration du théoreme 1 dans le
cas plus simple d'une équation scalaire (c'est-é—dire, plus précisément,
lorsque k=1 et E = F = ' x €). Schématiquement alors la méthode consiste
a utiliser un théoreme abstrait de Nirenberg [9} et a trouver une chaine
d'algebres de Banach dont la réunion est a(l') et telle que les opérateurs
pseudo-différentiels analytiques d'ordre d sur I' (d€ N) y soient singuliers

de type d au sens de [9} [11}.

Le résultat annoncé ici contient évidemment le théoreme 1 de
l1] ; il est a noter que les méthodes utilisées dans le cas linéaire ne
suffisent pas ici ; en particulier il est nécessaire de changer le choix

de la chaine d'espaces.
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§ 1. CHAINES D'ALGEBRES DE BANACH DE FONCTIONS ANALYTIQUES

Soit p € }0,1[ ; on choisit une distance d sur [' et on note

® = {uc€ c() ;|Hu\” = sup Iu(x)l + sup ‘u(x)-—u(g)l < © }
) x €l (x,y)EFxr d(x,y)
1'espace Cp muni de la norme m m est une algébre de Banach.
Soient Xl,. .,Xr des champs de vecteurs réels analytiques sur

I' et qui engendrent 1'espace tangent en chaque point de I' ; 1'existence

de tels champs résulte du plongement analytique de [' dans un espace

R" (cf. [8?); pour a = (al,...,qﬂ) avec a € {1,...,r}, on note |a| -4 et
x*-x ...X ; on note J 1'ensemble de tels indices «a.
a1 afl
Pour s >0, on note
> - sk o
E_={lucc Ml = = 25 sup || xlll < = 3.
s s k!
k=0 aE
] = x
Les espaces Es’ munis de la norme H “s’ constituent une chaine

décroissante d'algebres de Banach (pour u, v dans Es’ on a

luvll, = ol lvl 2. on a avabora
Proposition 1 : On a a(l') = U E
s>0

En effet, pour u€ Es’ on a

r
¢ e

x5kl = K2k ||y 2kt
j=1 7 s

pour k€ N

et donc u € a(l') d'apres [6).

Inversement soit u€ a(l') ; en utilisant des cartes locales,

on
montre que u est dans un espace ES grice au lemme suivant
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Lemme 1 : Soient ¢! un ouvert de R", u€ a(Q), Y,,...,Y_ des opérateurs
différentiels d'ordre au plus 1 a coefficients analytiques sur { ; pour

tout compact KSQ il existe C>0 tel que

HYauH 0 = C'a|+1|a!! pour tout o€ J.
L C (K)

La preuve du lemme est un simple calcul consistant a montrer,
par récurrence sur o, qu'il existe des constantes C

et 02 telles que
1'on ait pour tous a € J et p € N,

1

| pPy%l| < cleltelBl gl 1))
c® (x) 1 2
(on a noté D‘3=D[31 DU D - et gl =B, + +B)
1 Pnoo Dy %, 'R n’”

J

§ 2. COMPORTEMENT DES OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS ANALYTIQUES DANS
LA CHAINE (E )
E— s's

>0

On montre le résultat

Proposition 2 : Soit P un opérateur pseudo-différentiel analytique d'ordre
d (d€ N); alors P est un opérateur singulier de type d dans la chaine

(Es)s>o , c'gst—é—dirg qu'il existe S, >0 et C >0 tels que, pour

0<s'<s<s , PEL(E ,E ) et
o s’ s

HP||£ s ¢
(Es’Es') (s - s’)d

-

Démonstration :

1) Réduction au cas d=0 . Admettons provisoirement la proposition 2 dans

le cas d=0. Un calcul simple montre que chaque Xj est un opérateur
singulier de type 1 dans la chaine (Es)S>o
I1 existe des opérateurs pseudo-différentiels analytiques Q et R d'ordre

-2 et -1 respectivement, tels que
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Si P est d'ordre 1, les opérateurs Pj = Xj(QP sont d'ordre O, donc bornés

dans la chaine (E ) ; il en résulte qu'alors
s's>o

r
P=- % X,P.-RP

est singulier de type 1 dans (Es)s>o
Si P est d'ordre d>1, on peut encore terminer la démonstration en utili-
r
sant une paramétrix de 1'opérateur elliptique I X?d.
j=1

2) Démonstration de la proposition 2 pour d=0 . Soit donc P un opérateur

pseudo-différentiel analytique d'ordre O sur I'. Soit u€ ES ; on veut
estimer X%Pu pour aGZI; pour a,f dans 3 , on note B = ¢ lorsque B est une

sous-suite de a ; on a

*
x%pu - Z Kg xPu

Bs a

ou Kg est un opérateur pseudo-différentiel analytique d'ordre O de la

forme

Kg = [Xyl,[xyz, .[XYL,P}...]} pour 4 - la|l - |B] >0
et

k¥ - p

o

Un simple calcul de majorations montre que la proposition 2 pour

d=0 résulte alors du lemme suivant

Lemme 2 : Soit P un opérateur pseudo-différentiel analytique d'ordre

Osur ' ; il existe M > O tel que 1'on ait, pour tout v € J ,

Ik s uv gy,
L£(cT(@),c (@)

ou K, =[x ,[x ,... P ..
KY XY XY [xYIYl P

P
]

[y

Dans cette somme, chaque terme est répété le nombre de fois que B peut

étre extrait de «a.
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Pour démontrer ce lemme on doit décrire plus précisément les
opérateurs pseudo-différentiels analytiques sur I' (cf. [33 l,41 [7hH)
a) Le noyau p de P est analytique sur ! x[' sauf sur la diagonale.

b) Localement dans un ouvert U € Rn, le noyau est de la forme

o
(3) p(x,y) = Z pk(x,x-y) + r(x) 6(x-y) + q(x,y)
k=o
ou r,q sont analytiques, chaque pk(x,z) est pseudo-homogene en z de degré

-n +k , JS po(x,z)dz =0 (Sn—l désignant la sphere unité dans R") et,
n-1
pour tout compact KC%, il existe € >0 tel que chaque Py est analytique

dans le domaine

{(x,2z) € €"x " ; dist (x,K) < € et |Imz] < e |Re 2| = 82}

et la série converge uniformément dans ce domaine.

Pour démontrer le lemme 2, il suffit de montrer que pour tout
~
X, €T, il existe un voisinage Ql de ce point et M > O tels que 1l'on ait,
pour tout vE€ C°(I') et tout v Ej

|Y l+1
(4) HKYVHCp &) <My vl

Soient Q CCQ et 9€ C @) valant 1 sur un voisinage de Q ; on note @ le

14
support de 1-% ; on a avec N= [n+ R

I, (1- cp)VH o= 4 X%, (-]l ,
. @) lalsN i 12 B
< I+l ( |Xa~ (x,y)lzdp(X)dp(y))l/2
2@ lalsy 0 jﬂ X 8

ou EY est le noyau de KY et est donné par

~
kY (x,y) = (XYl(X) + X;f

¢ ~
(y))...(XY (x)+x’Y |(y))p(x,y)

1 v | lv

avec jl-.xju.v dp = - J u. X"; vdy, dp étant une mesure de Lebesgue analytique

sur I'. Le lemme 1 (avec n remplacé par 2n), les relations ci-dessus et

1'analyticité de 'f)/ sur ?21><UU impliqueni 1'existence de M, >0 tel que

2
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IF’s (1-(p)v” - = mvm MIY|+1|Y| ! pour tout Y €d .
Y p 2
c@Q,)
1

Pour démontrer (4) il suffit donc d'obtenir de bonnes estimations de
Krwv et, par cartes locales, le probleme peut s'étudier dans un ouvert
U de R" ou 1la description du noyau de P est donnée par (3) ; on peut
supposer que'uacontient la boule de centre O et de rayon 1 et prendre
K= {0} ; pour € > O correspondant a ce K, on note

Q = {x€R"; |x|<es8} ; il suffit alors de montrer le lemme

Lemme 3 : Il existe M33>0 tel que 1'on ait, pour tout Y€ J et pour
[+<]
tout u€ CO(Q),

17w 0ew uw ol s Al

ou kY désigne dans la carte locale le noyau de 1'opérateur K

La fonction kT est de la forme
(5) (x,y) = ( (x) + (y))...( (x) + Y* (y))p(x,y)
kV Xfl Y$1 x‘fIY’ Y "

ou Yj est le champ associé a Xj dans U et Yg est défini par
I Y.u.vdx = -I u.Y¥ vdx pour u,v dans C”(’u.) .
w3 o J 0

La contribution de q et ré (dans (3)) a k, donné par (5) fournit, gréace
au lemme 1, une estimation conforme a celle annoncée dans le lemme 3 ;

on peut donc supposer

p(x,y) = & p (x,x-y)
k=o

et alors

©

kv(x,y) =B, ...B

( p.(x,2)) ouz=x-y
1 YIYI k=0 k

et Bj = Bj(x’Z’Dx’Dz) est, pour 1< j<r, un opérateur du premier ordre
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en D_ et =z pour 1= k% <n, a coefficients analytiques.

D
k7,
Une démonstration assez technique (pour laquelle on renvoie a

[2}) conduit a 1'existence d'une constante M4 telle que 1'on ait pour

ved

Caz s ul
|2]<€ k-1 ¢ @) 4
z1%7

ce qui ramene la démonstration du lemme 3 a 1'étude de la contribution

de p, ; pour celle-la, on écrit

n
B.(x,z,D_,D) = B (x,D ,2D )+ T B (x,z,D_,D )z,
i x’ "z i x’ "z j-1 i, x’ 72" 73

ou (Bi est un opérateur du ler ordre en Dx et Zsz pour 1=sk,4<n a
g

coefficents analytiques en x et indépendants de z ; B i, est un
’

opérateur du ler ordre en Dx’ szz pour 1 < k4 < n a coefficients ana-
L
lytiques.

: B'p =0 & p =Bp &
On a alors : B P, = Yl... Y'Y'po4- vPo = P+ e, Py

et on montre que la contribution de R se majore comme précédemment

Ypo

[-<}
celle de Z Bka. Pour 05Yp0 , on obtient le résultat :
k=1

Lemme 4 : Pour tout vy € J, OﬁYpo(x,z) est une fonction analytique dans

Qx (R®-{o}) , homogene de degré -nen z et vérifiant

j dePO(X,Z)d2: 0 pour tout x€Q.

Sn—1
De plus, il existe M53>0 tel que 1'on ait pour Y € j et a,B dans N"
sup_ 10908 &5 (x,20] 5 wlel Bl It o gy e,
<€Q X z o 5
z€ S
n-1

L

Ce lemme permet, sachant estimer la norme d'un opérateur intégral singu-
. p ~ . .
lier dans les espaces C , de contrdoler comme on le souhaitait 1la

contribution de P, dans le lemme 3.
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Ce qui termine 1'esquisse de démonstration de la proposition 2.

8 3. PROBLEME DE CAUCHY

On montre succinctement comment, a 1'aide des propositions 1
et 2, on démontre le théoreme 1 dans le cas d'une équation scalaire et

avec k=1.

On veut trouver u solution de

d
6‘% = Pf (t,x,u)

u(0,x) = u_(x).
o

On peut d'abord se ramener au cas u, = 0. On montre ensuite qu'il existe

R>0 et S, > 0 tels que pour tous 0< g'< sfsso , 1'application
u ——— Pf(t,.,u)

est définie de {u€ ES;HuHS < R} dans E, et vérifie les hypotheses du

théoreme 1.1 de Nirenberg [9: dans la chaine (ES).

L'application de ce théoreme donne alors le résultat annoncé.
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