
Séminaire Équations aux dérivées
partielles – École Polytechnique

M. S. BAOUENDI

C. GOULAOUIC
Problèmes de Cauchy pseudo-différentiels analytiques non linéaires

Séminaire Équations aux dérivées partielles (Polytechnique) (1975-1976), exp. no 13,
p. 1-10
<http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1975-1976____A14_0>

© Séminaire Équations aux dérivées partielles (Polytechnique)
(École Polytechnique), 1975-1976, tous droits réservés.

L’accès aux archives du séminaire Équations aux dérivées partielles (http://sedp.cedram.org) im-
plique l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1975-1976____A14_0
http://sedp.cedram.org
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SEM 1 N AIR EGO U LAO U 1 C - S C H W ART Z 1975-1976

PROBLEMES DE CAUCHY PSEUDO-DIFFERENTIELS

ANALYTIQUES NON LINEAIRES

par M. S. BAOUENDI et C. GOULAOUIC

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

CENTRE DE MATHEMATIQUES
PLATEAU DE PALAISEAU - 9112U PALAISI:AI1

Téléphone : 9a1.81.64 - P08te N°

Télex : ECOLEX o91 i 9d F

Exposé no XIII 16 Février 1976





XIII.1

On donne quelques résultats du type "théorème de Cauchy-

Kovalewsky non linéaire" mais pour des problèmes non locaux (plus précisé-
ment, pseudo-différentiels en les variables d’espacer On dégage seulement

les grandes lignes des démonstrations et on renvoie à 121 pour des résul-

tats plus complets et des démonstrations détaillées.

. Soient r une variété analytique réelle compacte de dimension

n, T . 0 ; soient E et F . des f ibrés vectoriels analyti-
J

ques de base r ; soient uo une section du fibré E sur r et V un voisinage

de u dans E ; on se donne une fonction f. analytique
o J

de [-TT x V dans F. préservant la projection sur la base F et un opéra-
J

teur P. pseudo-différentiel analytique d’ordre au plus 1 opérant sur les
J 

sections analytiques de F. à valeurs dans les sections analytiques de E
J 

f iet dépendant analytiquement de 

On a alors :

Théorème 1 : Il existe E E j 0, Tl et une unique fonction u analytique de

dans les sections analytiques de E et vérifiant :

Dans le cas particulier où les opérateurs P. sont différentiels,
J

le résultat ci-dessus n’est autre que le théorème de Cauchy-Kovalewsky.

Comme on le constate aisément sur la méthode de démonstration, on

peut dans le théorème ci-dessus remplacer l’analyticité en tE [-T,T)
des données par la continuité et obtenir alors u seulement continuement

différentiable en t 

Comme exemple d’application de ce théorème 1 on peut donner

l’existence et l’unicité d’une solution analytique (locale en temps) de

l’équation d’Euler (le résultat général C est montré dans l5j) ; plus

précisément : soit r une variété riemannienne analytique compacte ; 9 on

note TF le fibré tangent et B7 la connexion riemannienne de F ; on désigne

par a(1’) l’espace des fonctions analytiques complexes sur r et par 
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l’espace des champs de vecteurs analytiques sur r.

Etant donnés uo E tel que div u o = 0 et

, il existe e E ~ 0, T~ , e
une unique fonction

solutions de :

On note d’abord que pour vE a(r~Tr) vérifiant div v = o, on a :

i7 vv = div(v Ov). Pour v6 a(r ’ Tr ) ’ on note Pv = v - gradA" div v (où le

laplacien à est défini par L - div grad) et on vérifie que P est un

opérateur pseudodifférentiel analytique d’ordre 0 opérant dans 

et que l’ on a : Pv = v si div v = 0, div Pv = 0 pour tout v E a(r’, T r ) et

P grad p = 0 pour tout p ~ a(F ).

Il est alors facile de voir que l’équation (2) équivaut à

et que l’on peut alors appliquer le théorème 1 ainsi que la remarque sur

la régularité en la variable t.

On donne une idée de la démonstration du théorème 1 dans le

cas plus simple d’une équation scalaire (c’est-à-dire, plus précisément,

lorsque k= 1 et E = F = r~x ~). Schématiquement alors la méthode consiste

à utiliser un théorème abstrait de Nirenberg [9~ et à trouver une chaîne

d’algèbres de Banach dont la réunion est a(1’) et telle que les opérateurs

pseudo-différentiels analytiques d’ordre d sur r y soient singuliers

de type d au sens de (9) 

- Le résultat annoncé ici contient évidemment le théorème 1 de

il est à noter que les méthodes utilisées dans le cas linéaire ne

suffisent pas ici ; en particulier il est nécessaire de changer le choix

de la chaîne d’espaces.
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§ 1. CHAINES D’ALGEBRES DE BANACH DE FONCTIONS ANALYTIQUES

Soit on choisit une distance d sur r et on note

l’espace C muni de la norme III ~~l est une algèbre de Banach.

Soient Xl,...,x r des champs de vecteurs réels analytiques sur
1’ et qui engendrent l’espace tangent en chaque point de r ; ; l’existence

de tels champs résulte du plongement analytique de F dans un espace

:nr (cf. [8’); pour a=(c~~...~a~) avec ai E 1 1 , ... , rl , on note lai --,~ et

x a_ =xa1 on note J l’ensemble de tels indices ~.

Pour s &#x3E;0, on note :

Les espaces E , munis de la norme Il Il , constituent une chaîne
s s

décroissante d’algèbres de Banach (pour u, v dans E , on a :
s

On a d’ abord

1Proposîtion 1

En effet, Pour on a :
. 

s

et donc u E a(r) d’après L6j.

Inversement soit uE a(f) ; en utilisant des cartes locales, on

montre que u est dans un espace Es grâce au lemme suivant i
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Lemme 1 : Soient (2 un ouvert de Rn , u E a(O), y l’ ... ’Yr des opérateurs
différentiels d’ordre au plus 1 à coefficients analytiques pour

tout compact KC 0 il existe C &#x3E; 0 tel que

La preuve du lemme est un simple calcul consistant à montrer,

par récurrence sur a, qu’il existe des constantes C 1 et C2 telles que
l’on ait pour tous a E J y

§ 2. COMPORTEMENT DES OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS ANALYTIQUES DANS

LA CHAINE ( E ) s s&#x3E;o 
.

On montre le résultat :

Proposition 2 : Soit P un opérateur pseudo-différentiel analytique d’ordre

d (dÉ alors P est un opérateur singulier de type d dans la chaîne

, c’est-à-dire qu’il existe so &#x3E; o et C &#x3E; o tels que, pour
s s. 0" .. o

Démonstration :

1) Réduction au cas d = 0 . Admettons provisoirement la proposition 2 dans

le cas d= 0. Un calcul simple montre que chaque X. est un opérateur
J

singulier de type 1 dans la chaîne (E ) .

s s&#x3E;o

Il existe des opérateurs pseudo-différentiels analytiques Q et R d’ordre
-2 et -1 respectivem ent, tels que :
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Si P est d’ ordre 1, les opérateurs P , - X , Q P sont d’ ordre 0, donc bornés
J J

dans la chaîne ; il en résulte qu’alors

est singulier de type 1 dans (E ) s s&#x3E;o 
.

Si P est d’ordre d &#x3E;1, on peut encore terminer la démonstration en utlm
r 2d

sant une paramétrix de l’opérateur elliptique XÎ.
J=

2) Démonstration de la proposition 2 pour d = 0 . Soit donc P un opérateur

pseudo-différentiel analytique d’ordre 0 sur r . Soit u ES ; on veut
s

estimer XaPu pour pour dans on notre a lorsque P est une
sous-suite de a ; ; on a 

’

où Ke est un opérateur pseudo-différentiel analytique d’ordre 0 de la

forme

et

Un simple calcul de majorations montre que la proposition 2 pour

d =0 résulte alors du lemme suivant :

Lemme 2 : Soit P un opérateur pseudo-différentiel analytique d’ordre

0 sur F ; il existe M &#x3E; 0 tel que l’on ait, pour tout Y E c ,

, , ,

Dans cette somme, chaque terme est répété le nombre de fois que p peut

être extrait de a.
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Pour démontrer ce lemme on doit décrire plus précisément les

opérateurs pseudo-différentiels analytiques sur r (cf. C3~ L4! [7~) :
a) Le noyau p de P est analytique sur sauf sur la diagonale.

b) Localement dans un ouvert {Le Rn le noyau est de la forme

1 r,q sont analytiques, chaque p k (x,z) est 1 en z de 10u r,q sont analytiques, chaque est pseudo-homogene en z de degré

-n+k, Is 0 (S 
n-1 désignant la sphère unité dans et,

pour tout compact il existe tel que chaque Pk est analytique
dans le domaine

et la série converge uniformément dans ce domaine.

Pour démontrer le lemme 2, il suffit de montrer que pour tout
»

xo E r , il existe un voisinage °1 de ce point et M &#x3E; 0 tels que l’on ait,

pour tout v E et tout Y E e

~~ __ .-~ 00 ~-~ :D

Soient et Cf E C o (0) valant 1 sur un voisinage de Q. ; on note w le

support de 1 - y ; on a 1

où -k. est le noyau de K et est donné par

avec = - J u. v dp, dp étant une mesure de Lebesgue analytique
’ 

J J

sur F. Le lemme 1 (avec n remplacé par 2n) , les relations ci-dessus et

l’analyticité de p sur 21x w impliquent l’existence de M &#x3E;0 tel que
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pour tout Y E ~ . .

Pour démontrer (4) il suffit donc d’obtenir de bonnes estimations de

Ky~v et, par cartes locales, le problème peut s’étudier dans un ouvert
1k de où la description du noyau de P est donnée par (3) ; on peut

supposer que U contient la boule de centre 0 et de rayon 1 et prendre

K = ~ 0~ ; pour e &#x3E; 0 correspondant à ce K, on note

c/81 ; il suffit alors de montrer le lemme : t

Lemme 3 : Il existe M 3 a 0 tel que l’on ait, pour tout Y E 1 et pour

tout uE C o (0),

1oÙ ky désigne dans la carte locale le noyau de l’opérateur K . *

La fonction ky est de la forme

où Y. est le champ associé à X. dans qL et est défini par
J J J

La contribution de q et rô (dans (3)) à k~ donné par (5) fournit, grâce
au lemme 1, une estimation conforme à celle annoncée dans le lemme 3 ;

on peut donc supposer

et alors

un opérateur du premier ordre
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en D x et zl pour 1:’ ’;~ ;; Il. à coefficients analytiques.

Une démonstration assez technique (pour laquelle on renvoie à

(2J) conduit à l’existence d’une constante M 4 telle que l’on ait pour

ce qui ramène la démonstration du lemme 3 à l’étude de la contribution

de p ; pour celle-là, on écrit :
o

où tJ3. 1 est un opérateur du 1er ordre en D 
x 

et zk DZî pour à

coefficents anal.ytiques en x et indépendants de . est un

opérateur du 1er ordre en D , z k D pour 1 ’- k,X n à coefficients ana-
x zae

lytiques.

et on montre que la contribution de se majore comme précédemment
oo y 0

celle de E B p Pour fiyp, , on obtient le résultat :
k=l 

" 0

Lemme 4 : Pour tout (x,z) est une fonction analytique dans

0 x homogène de degré -nen z et vérifiant

De plus, il existe M &#x3E; ° tei que l’on ait pour Y E j et a,f3 dans Nn

Ce lemme permet, sachant estimer la norme d’un opérateur intégral singu-
lier dans les espaces C , de contrôler comme on le souhaitait la

contribution de po dans le lemme 3.



XIII. 9

Ce qui termine l’esquisse de démonstration de la proposition 2.

§ 3. PROBLEME DE CAUCHY

On montre succinctement comment, à l’aide des propositions 1

et 2, y on démontre le théorème 1 dans le cas d’une équation scalaire et

avec k= 1.

On veut trouver u solution de :

On peut d’abord se ramener au cas u o = 0. On montre ensuite qu’il existe

R &#x3E; 0 et s &#x3E; 0 tels que pour tous 0  s’  s so , l’application
o o

est définie de  R) dans E , et vérifie les hypothèses du
s s s

théorème 1.1 de Nirenberg [9 dans la chaîne (E s). .

L’application de ce théorème donne alors le résultat annoncé.
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