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XI.1

§ 1. RESULTATS

On va étudier 1'unicité des solutions de classe Ci n CZ du

probleme suivant

%+Ht,x;nx)u =0 dans —\J—T, T[xU....(l)
(%)

(a/axl)‘]u:O j=0,1,...,m-1 surx; =0 ..... (2)

ZE%::?aa(t,x)D: est un opérateur elliptique d'ordre m dans
alsm
un voisinage U de 1'origine dans R" (n22) et les coefficients aa(t,x)

sont définis dans |-T,T[ x U.

ou P(t,x;Dx)

hi

On s'intéresse aux cas ou le symbole principal p(t,x;§) de P

peut &tre écrit sous la forme suivante
p(t,x;:%) :q(t,x;g)J j=1 ou 2 ou 3
ou q(t,x;%)est un polyndme homogene elliptique d'ordrer a coefficients
-} .
dans C , qui satisfait a la condition suivante : [H,j].Toutes les

racines de 1'équation en Z :

q(0,0;(2,2')) +ws = O

sont non réelles, simples pour tous vecteurs (§',s) = (52,,,.,€n,s) réels,
\ +17/4 _irn/g

non nuls, ou w=1i si j =1, e si j =2, i et e si j = 3.

Remarque 1 : Si q est d'ordre 2 et a valeur réelles, les EH;j} sont

toujours vérifiées.
On a alors

Théoreme 1 : Soit j = 1 ou 2 . Supposons 1'hypothese [H,j! et que
(o]

P(t,x;Dx) = Q(t,x;Dx)J + terme d'ordre £ m-1 a coeffs dans L

Alors, chaque solution du probléme (*) s'annule dans un voisinage de

l'origine dans Rn+1.
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Théoreme 2 : Supposons 1'hypothese [H,3] et que

P = Q(t,x;Dx)3 rR(t,x;Dx3~»Lorme d'ordre < m-2 a coeffs. dans ﬁm,

ou R est un opérateur d'ordre m-1 a coeffs lipschitziens. Alors on a la

méme conlusion que cclic du théoreme 1.

Le théoreme 1 est essentiellement dii a Mizohata [4], qui ne
1'a démontré que dans le cas ou P est d'ordre 2 et les coeffs.de la partie
principale sont a valeurs réelles. Mais il semble que sa méthode soit

encore valable méme sous les hypothéses du théoreme 1.
D'aprés 1'argument topologique usuel et la remarque 1, on a donc

Corollaire : La continuation par unicité dans la direction de 1'espace

c'est-a-dire, la propagation des zéros d'une solution de 1'équation
du
5—1-:- +P(t,x ;Dx)u: 0
jusqu'a hcomposante horizontale d'un ouvert donné,oh P est 'un des types

donnés dans les théoremes 1 et 2. Elle est vérifiée si q est d'ordre 2

et a valeurs reéelles.

§ 2 LES ESTIMATIONS DU TYPE DE CARLEMAN

Les démonstrations des théoremes seront analogues a celles de
1'unicité des solutions des équations elliptiques (voir [1,2,3,6}). On
donnera ici seulement une esquisse de la démonstration du théoreme 2.
D'abord, avec le changement des coordonnées par la transformation de
Holmgren, on suppose qu'au lieu de la condition (2),

u(t,x) =0 dans  x, < Ix’lz X = (xl, x').

1

Ensuite on démontrera les estimations du type de Carleman, lesquelles

peuvent entrainer 1'unicité en question.
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A partir de maintenant on garde toujours les hypothéses du théoreme

2. On adopte les fonctions

wé(x) = (x, - 6)24-6'x’|2, 6> 0
1
comme fonctions de poids. On a alors
Proposition : Il existe des constantes Cj >0 (1 <3js 4) telles que
1'inégaliteé
& 270, (x)
3 P
I J ’{577 +Q(t,x;Dx)3 +R(t,x;Dx)}u]2 e 6 dt dx
-5 U(s)
(3) 6 ST (76)2(m—|al) 2 219, (x)
= C1 I I g 53 lDzul e dt dx
-8 1I(8) |al<m (x %)
est vérifiée pour ¥ u€ di(]—é,é{xlﬂé)), C, > 6>0, 163:>C3 ou

uws) = {x; Ix[<sc, .

On verra la démonstration du théoreme 2 dans [2,6], en utilisant
la proposition ci-dessus si 1'on emploie les fonctions de poids

-2 +9s(x) au lieu de ¢,

L'idée de la démonstration de la proposition est que 1'on consider

premierement le cas ou les coeffs de Q et R sont constants. Alors on a les

Lemme 1 (HBrmander [2])

279, (x)
J%I IQ(Dx)vlze dx
U(s)
(4) — 2(r -|al) 2719 (x)
(&)~ a_ 12 8
2 C s Tals: ¢62 IDle e dx

[o o)
pour ¥ v€ C“(Lﬂé)) , 6>0 assez petit, 162 > 0 assez grand.

Lemme 2

279
l{is—rQ(Dx)34—R(Dx)}V|2 e o dx

U(s)
(5)

T Go2tr-leb

279

5
dx

w(s) |alsr 52

2C

lDf‘(Q(DX)2 v f2 e
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pour ¥v € 62(11(6)), assez petit 6 > 0, assez grand 163 >0 et sEIRl.

L'idée de la démonstration du lemme 2 est tout a fait analogue

a celle du lemme 1 (voir [2,6]). Remarquons qu'il suffit de démontrer
1'inégalité

o + 1m0% 4 is]® o Ige—la(e « im0 %) 2] on)
1
> cte |€ « itN|2T[Q(E + iN)? |2

pour £ € R®, 7> 0, s€ r! , N pres de (-1,0,...,0).

Deuxiemement, on utilise la partition de 1'unité suivante
[+
on prend une fonction 6(t) dans C CRl) telle que

supp6 < {t: |t|< 1}, Z:Q(t—k)zl
k€ Z

\
\

et on pose

® (x)

I

6(x1)....9(xn)

w(7,6) = (1'63/2)1/2

n

ty, = k/w(7,6) , Xg = g/w(7,8), Yk,g = (tk,xg), g€z,
Vg(x) = V(x), ®((r,8)x-g , Y = (t,x)
U () = . 6 (w(7,8) t-k) .@(w(r,8)x-g).

En remplagant, dans 1'inégalité (5), V(x) par la transformée ﬁk g(s,x) de
b

Fourier par rapport a t de U, g(t,x), il est facile de voir 1'inégalité
’

27
. d 3 2 %%
{ .D ;D dtd

(6) RPN A PR RS R L *
6

6 2(r-|al) 279

2ove JUf 21— BT ppeq p 2 (2o 0 atax
-6 U(s) |alsr 16 '8 k.g

pour UE 62(]—6,6[x]f(6)).
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. 3 3
Troisiemement on calcule des erreurs {Q(yk g;D ) - Q(y,Dx) u
’

X k,g

0 . 3
de la maniere suivante

X ov L 3(X-DX-3(X-1%X 4 (X-1)°

+ 3(x-vIX,y) -3[x,v)x+ [[x,Y],2x-¥'.

C'est-a-dire, en remarquant supp ! = {y;ly— Y !< w(f,é)_l}, on a
k,g k,g

3 .3 2
ety 3207 -a(y;p 0%y |
3/2 -1 r 2 2 3/2. -2 .2r 2
< ° 1 .
ctef (76°7=) IDXQ(Yk’g,Dx) Uk’gl + (18°7°) lnx Q Yk,g’Dx)Uk,gl
. (63/2)731p3Yy |2, (763/2)-1!1)31«-1U 12
X X k,g
2r-1 2 3r-2 2
+ IDX Q(Yk’g,Dx)Uk,gl + o Uk,gl }

ou on utilise la notation lDifIz = EZ%::‘Iszlz.
al|sk

Car ces erreurs sont majorées par le deuxieme nombre de (6), on a donc

o) 27
. 3 3 2 Ps

[{ +Q(Y;D DY +R(Y;DD)IU. |%e dtdx

I_éJU(é) 3T+ YD, N L

(7) ol

6 2(m-|al) 279

> Cte [ ) (z8) s—=— 0% U, 12e  Yatax
-5 U(s) |al<m (7 6%) X K.8

On verra dernierement 1'inégalité (3), si 1'on regroupe chaque membre de
(7) en adoptant la méthode semblable sur les estimations des erreurs et

en utilisant le

Lemme 3 (Treves [5]). 3C(p,n)>(L

2'rcp6

270 lal- o
o Ia% 1,a(a)(DX)f12e dx

JIa(Dx)flze dx = C(p,m)[ T =
o

pour ¥ f € @(]Rn) , ¥a€) un polyndéme de degré < p a coeffs. constants ou

al® (g) - 3%()pe?,
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