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IX.1

......

On Eait que les opél’dteurs différentiels souselliptiques sont 

p . et mëme h Y P {J e Il i P t i q u e8 ( jusqu ’ à un certain degré)
mais erl général p a s ;ii&#x3E;al N&#x3E;1 q LI e c&#x3E; h y poe l 1 i p t i q u es. 6r .
L 7, , En effet t l’exemple de Baouendi 1 et t Goulaouic; ([1 ] ) perd
seulement une et ni est pd8 hypoelliptique dans la classe de

(Ievrey G 1 1   2v 1-e but du travail annoncé esl, de démontrer (lue

l’opérat,eur °b,le Laplacien complexe ’ fi’du bord",, dans certains cas,eri 

lier le cas st ri ctement i a de mei lleures proprïétés de

régularité" .11 remarquer que la situation étudiée ici est purement

locale 9 globalement rdans le cas ou la. est strictement pseudo-

convexe et compact), l’opéi-atetir Ei b est, analytique hypoelliptlque (C 10) ,
comme l’ est le - Neumann 

On suppose doniié&#x3E;uiie variété hermitienne M de classe G (une
fonction g(x) est de cl asse GO dans W SI elle est dans et,, au

voisinage w 
x 

c ua de chaque po-nt iil existe C tel que
x 0

sup 1 D ex g ( x) 1 (1 ! ,8 
, 

P nu, tout nt u l t i - i n d e x a) et de dimension 2n- 1,

wx
0

n 3, avec n 1 champ--, de vecteurs Y , complexes de classe Gs tels clue
i

y n-1 1 ...9 y i- 1 ‘ sont. indépend, :tnts, T aussi de classe et,

1’ ,  T. On suppose que le syst,ème (Y,1 est formellement intégrable, c’ est
3

a dï re que

Alors on peut définir l’opérateur bb localement sur les fonctions par
- A

forme une base orthogonale

de 1--forme,,.; sur M duale a Y 1’"’ ’’Y rl , T ) i sur une forme
n-1 i JL 

-- 

n-1 1 11- 
’

esi défini par

termes où les 0 ne sont pas denvés. termes donnés uniquement par 1«1

condjtion -- 0 , etr. ABec 1 ’ it i d e d’une métrique de classe 
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forme les adjoints, 81 , des b et ensuite le Laplacien complexe ("du bord")

L’estimation que nous allons utiliser est la suivante

pour toute forme v de type (0jy)~, 110 et Il désignent

respectivement la norme I~ et la norme de Sobolev d’ordre -1 dans M. 

estimation est vraie (d’après Kohn) si les conditions Z(q) et Z(n - q - 1)
sont satisfaites ; Z (r) veut dire : la forme de Levi a au moins r + 1

valeurs propres positives ou au moins n - r valeurs propres négativ28, où

la forme de Levi c. , est donnée par
1 l

(En tout cas, (1) est satisfait dans le cas où M est strictement pseudo-
convexe ( cj&#x3E; 0) et n: 3, 1) .

Théorème 1 : Soit s &#x3E; 1 et soit (1) satisfait pour un ouvert w c M.

Soit det« c » / 0 s Alors uE G S (w)Cij)) 1 0 ° et b e ° ’ °

Remarque : Toutes les classes GS, y s~ 1, contiennent des fonctions à

support compact 0 Dans un certain sens, c’est a cause de cela que le cas

s 1 (analytique réel) reste ouvert. Mais presque les mêmes méthodes

donnent le

Théorème 2 : Il existe une classe «mixi-analytique CLc n GS telle
1 s&#x3E;l

que, en remplaçant GS par C partout, le résultat du théorème 1 reste

vrai.

(Une classe C L c L est par : f6 existe f 
que pour tout a, localement classe est quasi-

analytique si elle ne contient aucune fonction (sauf 0) dans COO ).
o
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Quelques lemmes

Lemme 1 : Pour que u soit dans il faut et il suffit qu’il existe

une constante C telle que, pour n’importe quelle composition Op(p) de

(7) (-) 1 1 p s
p opérateurs choisis parmi les Y I ,...,Y n-1 ,T, 

La démonstration de ce lemme qui dans le cas s = 1 ne dit rien

d’autre qu’un changement analytique de variables conserve la classe de

fonctions analytiques, se réduit facilement au lemme suivant :

Lemme 2 : Soit dans R, h(x), g(x) E G , s &#x3E; 1, alors il existe une constante

telle que pour tout r = l~2e ... 9

Démonstration : On écrit (hD) rg - et on prend comme

hypothèse de récurrence

pour a &#x3E; 
ao, a + b r, où Ci et C2 seront choisies de facon convenable

mais indépendantesde r. Pour b = 0, on sait que Cmais indépendantesde r. Pour b= 0, ag r, on sait que ID 
g g

indépendant de r. et en général, si b r-a :

qu’on peut estimer par :

ou

et si on choisit 2C h9 et C2 ¿ Y on obtient H ~ 1 parce que
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Il est remarquer que cette démonstration ne marche

pas quand s  1.

Lemme 3 : Si la forme de Levi est inversible et est une fonction

de classe C quelconque. on peut modifier T comme suit :

de façon que pour tout k,

Démonstration : 1 Désignant par 1 T les composants sur T, on veut que

c’ est a dire que

Mais IlinversibilÎté de ((6 .)) donne les a . ponctuel l. ement (et de classe

G s si B}1 E G) . 
~ 

J j

Démonstration du théorème 1 On doit considérer deux sortes de dérivations

d’ ordre p : t Tp et ceJ les qu’on va dési gner par r) avec r &#x3E; 1, s c’ est

~ dire celles de la forme Y . 2 Y. 1li 
T... ou il y a au moins r

y Pour localiser les deuxi èmes, on prend Q E Gs égal à 1 dans tU 0 CC W
et a support contenu dans w . Avec l’hypothèse (1) on peut écrire

r) = Y.Op(p - 1 ,2 r - 1) modulo des termes d’ ordre p - 1 avec moins de
J

T, et pour le terme principal on a

+ un terme d’ordre 5: p- 1
, 

o&#x3E;

Alors on fait passer les Q à droite (puisque et on a

pour tout v :
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où Q’ désigne une dérivée de 1 par exempl e et en général on va

écrlre 1

dca côté

On laisse iciBl’estimation de cette classe de dérivations parce que c’ est

exactement comme le cas elliptique (l’estimation ( 1) peut être considérée

comme elliptique dans les directions Y. et .. Il y a des erreurs, pour-
J J

tant, de la forme

c’est a dire, pour chaque ~, il y a (f) cf termes de la forme indiquée,
ou a désigne un des coefficients des Y ou de T. Ainsi il faut (et il suf-

fit) de montrer que 
stipp Q °  CCP pl. ce qui est en tous cas plus diffi-

cile.

L’ estimation de 

8 ’

On prend une autre Q(: G , égal,à un dans le support de l’autre

et support compact dans . D’après le lemme 3, on trouve

T == QT + E c. Y, + P. - de classe G tel que [T ,Ï.] ] =0 moduleTQ ’ QT + E a iy + . j de classe tel que [T., Y 0 modulo
"Alors, on a, d’après ( 1) :

ou A désigne ce qui reste 2

Les autres termes sont faciles a contrôler parce que le lemme 2 nous donne

le contrôle de quand -’ u E G. Le commutateur s’exprime ;1 Q b il () b 
’ 
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et s’exprime comme somme C t,Prmes ,

C  C( n) de la forme

,
D’après J c lemme 2, on sait qu’on peut majorer ces coefficients des Y..

(2013) * 
et leurs dérivées, de "facon Gevrey" ; on fait passer droite,

on emploie l’inégalité de Schwartz à poids, et on obtient pour tout C &#x3E; ~,

d’où. 

Maintenant très facile, puisque quand

on fait la récurrence : t

et on trouve immédiatement que si on choisit Co &#x3E; 2 C’ C, Ci 2 C~, 9

C &#x3E; 2 CQ et Cl &#x3E; 2C , on a (3) aussi le cas q :.= p. Q. E. D.

Le cas quasi-anaLytique est plus difficile parce que une telle

classe ne contient aucune fonction (sauf 0) à support compact. Mais il y

a un théorème de Boman qui dit que (localement) l’interjection de toutes

les classes non quasi.analytiques (voir théorème 2, ci-dessus) telles

que la classe C avec et. le théorème
de Denjoy-Carleman nous dit que cette classe est quasi-analytique. L’idée

est de démontrer le théorème 1 avec G remplacé par chaque classe C ou
dans ce cas on a aussi l’analogue de () s; (P)S, c’ est-à-dire

k k
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et les autres considérations sont les mêmes.
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