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VIII.1

§ 1. INTRODUCTION. POSITION DES PROBLEMES.

Sans chercher à faire un exposé général et exhaustif sur le

sujet, nous allons donner ici une série de résultats sur les inéquations
variationnelles d’évolution associées à des opérateurs (linéaires) para-

boliques du deuxième ordre, et des convexes dépendant du"temps". Nous

laisserons de côté le cas des systèmes paraboliques faiblement couplés
pour lesquels les résultats sont analogues, ainsi que des extensions pos-

sibles à certains opérateurs non linéaires.

Soit donc Q un ouvert de R et H = L (Q) muni du produit

scalaire ( . , . ) et de la norme 1.). -

Soit V un espace de Hilbert réel muni de la norme On suppose

que VCH avec injection continue et que V est dense dans H. Nous avons

alors V4 Nous n:)terons encore ( . , . ) la dualité (V’ , V) . $

On considère su V x V une forme bilinéaire continue a( . , . )

associée a un opérateur A ~ ~V~~V’. Soît T un nombre positif et pour presque

tout t E K(t) un convexe fermé de V.

Soit f E L2(O,T;V’) et u o E H des données.

Problème fort : Chercher u (solution forte) telle que :

l’existence d’une solution forte nécessitera des hypothèses de régulari-
té importantes (en particulier sur la dépendance en t des convexes)) hy-

pothèses qui ne sont pas toujours vérifiées. Nous allons donc affaiblir

le problème ( I) .
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Si u est solution de (I) et si v E K (et non plus seulement

v E K) on a

donc

Cette nouvelle iné q uation ne fait plus intervenir du. Nous définissons
alors le :

Problème f aible : Chercher u (solution faible) telle que :

Nous étudierons successivement :

. l’existence d’une solution faible

. l’existence d’une solution forte dans le cas de convexes réguliers

(en fait nous nous limiterons à un exemple de convexe pour simplifier.)

. l’existence d’une solution faible maximale pour certains convexes

non réguliers.

§ 2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION FAIBLE

Le problème est traité sous forme générale dans Brézis et

Lions On suppose que :

Théorème 1 : Il existe une solution du problème (II).

Définition : t Un opérateur de pénalisation (3 associé à un convexe fermé

.1 (1 t 1 1 ~, 1 ~- opérateur de 1" dans monotone borné hémicontinu tel

~~ : ~ ~ /1 t... -P(") = 0) .1/’
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Si 1t= L(0,T;V) un tel opérateur existe toujours (prendre par

exemple P = 1- Pk).

Soit donc P un opérateur de pénalisation associé à K. Pour tout

c ~0, considérons l’équation de pénalisation :

D’après un théorème de Lions [1] sur les équations d’évolution abstraites,
ce problème admet une solution unique

1 , 
»

Estimations : D’apres (2) 3v E K . Multiplions (3) par u - v . Il
o c o

vient puisque P(V0) = 0

d’où u est borné dans indépendemment de e.
c

De même )u c (T) Î est borné indépendemment de e. Montrons

maintenant que

et

En multipliant (3) par u E on a :
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Comme u est borné dans L4(0,T;V) et que f est borné

en multipliant par e on voit que

Comme p(u ) est borné dans pour montrer la deuxieme
E 

2
affirmation,, il suffit de la montrer pour v E L (0,T;V) tel que

Pour cela, on multiplie f3) par v et on fait une" Tôu

intégration par parties sur le terme f (e dt, v) dt.
o

Passage a la limite : t

Après extraction d’une "sous-suite", on peut supposer que u - u dans

faible si z - 0.

Il faut monter que u ~ K et que u satisfait à l’inéquation
faible. Montrons que u E K. On a 1

et

Donc, t

prenons v = avec

En divisant par p et ci faisant tendre n vers 0, comme 9 est

hemicontinu, il vient :

donc

Montrons que u est solution du problèmes faible :

si v- É K, on a puisque = 0
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Donc

On peut maintenant passer à la limite en utilisant la semi continuité
inférieure pour la topologie faible de a(v,v)dt.

o

Dtou u est solution de (Il), ce qui termine la démonstration du

théorème 1.

§ 3. UN CAS D’EXISTENCE D’UNE SOLUTION FORTE

Nous donnons ici sur un exemple, les démonstrations de Brézis

î2j auquel nous renvoyons pour un rcsultat plus général.

V = H1 0 est un ouvert régulier den It
0

On suppose toujours que a(.,.) vérifie (1).

Nous prenons alors K(t) = v ~ y ~ ~a) ~ . Nous prenons

f E et u = 0 (ceci pour simplifier,les résultats étant
o 

p

légèrement différents, du point de vue de la régularité si on suppose

seulement u E L 2 (,) u  Y(0).).
0 ’ 0
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Il existe u unique, solution du probité fort (I) avec
u E J2(0.T:H2(Q) n Hj(i?» , du dt E L2 (0, T De plus u est l’unique
du problème faible (11)

Montrons que u est l’unique solution du problème faible
(1’ (ce qui montura l’unicité du problème fort, bien sûr). Soit û une

de (J1/ 

On peut prendre v~ u dans la première inéquation et v = û dans la deuxième.

Montrons maintenant l’existence d’une solution forte régulière de (1).
Désignons par P(t) la projection dans H sur le convexe fermé de H

y( t)  v~p ( t) 1 . °

P = Id-P(t) est un opérateur de pénalisation
Nous savons que si v E H, P(t)v :: v. (f(t) -v)~ - . Reprenons
l’équation de pénalisalion (3) avec f3 ainsi choisi.

Nous avons élément :
1

et nou.~ 
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constante (pouvant être négative).

La démonstration dans le cas général de cette égalité n’est pas

simple. Dans notre exemple elle est simplifiée par 
la connaissance expli-

cite de P~t) .

fonction caractéristique de E), et nous voyons que : t
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constante (pouvant être négative).

Apres extraction d’une "sous-suite" :

11-10

Il est maintenant aisé de montrer que : u E K. (donc et

que u est solution du problème fort (1): i si v~K, on multiplie l’équation
de pénalisation par v- u 

e 
et on passe à la limite en c (en utiii-ant la

.Bami continuité inférieure pour la topologie faible si on ile sait pas 

il, .. ’ - 1. li dans L2(0, T; ~1) I fort). ,



VIII.9

§.4 EXISTENCE D’UNE SOLUTION MAXIMALE POUR CERTAINS CONVEXES IRREGULIERS

On considère toujours par exemple V = H1(0), a(u,v) définie
0

comme au paragraphe (III).

K( t) = fv,v6V, v ~ g/(t)) est une f onction mesurable de

(~J,T) à valeurs dans H, sans hypothèse de régularité.

Dans ce cas, en général, il n’y a pas existence d’une solution

forte, ni unicité des solutions faibles comme le montre l’exemple suivant

figure sur un dessin (on prend ~~ ~ R , a(u,v) = u.v et le calcul se fait

directement) t

Nous allons montrer qu’il existe une solution faible maximum (au sens de

l’ordre de L 2 (O~T~L 2 (Q)) qui est limite de la solution d’une équation
pénalisée. (Travail publié dans Mignot-Puel [l]).

Remarque : La forme particulière du convexe est essentielle comme il

apparaitra dans la démonstration,

Théorème 3 : Si a(.,.) et K vérifient (1) et (2) si et

uo E H, le probleme (II) admet une solution (faible) maximum.

Démonstration t Reprenons l’équation pénalisée en particularisant

l’opérateur 6 (Nous prenons encore J3 .- I-P(t))
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Les résultats du paragraphe 2 sont toujours applicables mais nous avons

de plus le :

La démonstratîon de ce lemme est triviale.

Donc u dans faible si e - 0, où u est une solution de
E

((1) et de plus :

Nous allons montrer que u est solution maximum de (II) et pour cela i.l

suffit de montrer que si u est solution de e &#x3E; 0, u ~ u.

Soit donc u une solution de (II).

Posons u - u £ -- z et v - u £ -- w , nous obtenons *.

Nous allons montrer que z ’- 0. On sait, d’après (2) qu’il 

(Ici intervient la forme particulière du convexe).
Prenons w =- w - Âe dans (5).

o
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Prenons e tel que e(T) = 0. Divisons par ~, et faisons tendre ~, vers +- -

Il vient

Nous allons prendre dans (6) pour e une approximation de z+. Pour ~ &#x3E;0,
soit 9 tel que :

H &#x3E; ~,

(problème rétrograde qui admet une solution
unique).

Nous pouvons prendre e= 0 dans (6), ce qui donne :

Donc
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En passant à la limite en M,, on obtient :

Ceci termine la démonstration du théorème 3 et montre bien que u est solu-

tion maximum.

Remarqua : t Si on considère K’ (t) = on obtient bien

sur l’existence d’une solution minimum.
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