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VIII.1

§ 1. INTRODUCTION. POSITION DES PROBLEMES.

Sans chercher a faire un exposé général et exhaustif sur le
sujet, nous allons donner ici une série de résultats sur les inéquations
variationnelles d'évolution associées a des opérateurs (linéaires) para-
boliques du deuxieme ordre, et des convexes dépendant du'temps'. Nous
laisserons de cété le cas des systemes paraboliques faiblement coupleés
pour lesquels les résultats sont analogues, ainsi que des extensions pos-

sibles a certains opérateurs non linéaires.

Soit donc Q un ouvert de R" et H = LZ(Q) muni du produit

scalaire (.,.) et de la norme |.|.

Soit V un espace de Hilbert réel muni de la norme H.H. On suppose
que Vo H avec injection continue et que V est dense dans H. Nous avons

alors Vo HeyV'. Nous noterons encore (.,.) la dualité (V',V).

On considére su: Vx V une forme bilinéaire continue a(.,.)
associée a un opérateur A: V_5V'., Soit T un nombre positif et pour presque

tout t € (0,T) K(t) un convexe fermé de V.

Nous noterons : K = {v,vE.Lz(O,T;V), v(t) € K(t) p.p. en t}

~ d
K = {v,v€L%(0,T;V) 1 € 12(0,T;V'),v(t) €K(t)p.p. en t}
Soit f € L2(0,T;V') et u € H des données.

Probleme fort : Chercher u (solution forte) telle que :

u € ﬁ, u(0) = u
o

w0 T 3u T !
fo('a"c"""‘)dt . J‘oa(u,v-u)dt = fo(f,v-u)dt ¥ vEK

1'existence d'une solution forte nécessitera des hypothéses de régulari-
té importantes (en particulier sur la dépendance en t des convexes), hy-
potheses qui ne sont pas toujours vérifiées. Nous allons donc affaiblir

le probleme (I).
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Si u est solution de (I) et si v € K (et non plus seulement

v€K) on a

T dv T T d(u-v) T
f (5T’V-U)dt + j a(u,v-u)dt + f (_—ET—_’V'U)dt 2 f (f,v-u)adt.
o o o "0

donc @

T ov T 1 2 T
Io(g?,v-qﬂ dt + foa(u,v—u)dt-+§ v(O)-—u0| 2 jo(f,v—u)dt

Cette nouvelle inéquation ne fait plus intervenir %% . Nous définissons

alors le

Probleme faible : Chercher u (solution faible) telle que :

u €K
(10 T ov T 1 2 T ~
‘ro(-a—{,v—u)dt + j\o a(u,v-u)dt + 5 v(0) -uo| 2 Io(f,v—u)dt. ¥veE K.

Nous étuderons successivement
l1'existence d'une solution faible
1'existence d'une solution forte dans le cas de convexes réguliers
(en fait nous nous limiterons a un exemple de convexe pour simplifier.)
1'existence d'une solution faible maximale pour certains convexes

non réguliers.

§ 2. EXISTENCE D'UNE SOLUTION FAIBLE

Le probleme est traité sous forme générale dans Brézis [1] et
Lions [1]. On suppose que :
(1) Ja>0, ¥v eV a(v,v) 2 aHsz.
(2) K#£0 .

Théoreme 1 : Il existe une solution du probleme (II).

Deéfinition ¢ Un opérateur de pénalisation B associé a un convexe fermé
)

; 7 . . . . P .

K a U 2st un opérateur de (A dans 7’ monotone borné hémicontinu tel

we o Ly € UL Blv) =0} =K.
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Si 4}: LZ(O,T;V) un tel opérateur existe toujours (prendre par
exemple B = I-Pk).

Soit donc P un opérateur de pénalisation associé a K. Pour tout

€ >0, considérons 1'équation de pénalisation

faue
ot

+ Au +—1-B(‘..’) = f
€ 14 g

(3)

L “e(O) = u

D'apres un théoreme de Lions [1] sur les équations d'évolution abstraites,

ce probleme admet une solution unique

2 aue 2
ue €L (O,T;V) ,-ta—{- € L (O,T;V').

N . ~
Estimations : D'apres (2) _ﬂvo € K . Multiplions (3) par u -v, - I1

vient puisque B(vo) =0
T Bue BVO T n T
Io(g-g— =33 0 YT vo)ds + _fo a(ue - vo,ue-vo)ds +T .fo(ﬁ(ue) - ﬁ(vo) ,ue—vo)ds
T BVO
=~r(f—a - Av ,u_-v )ds
o s o’ e o

d'ou u, est borné dans Lz(O,T;V) indépendemment de e.

De méme IuE(T)| est borné indépendemment de €. Montrons

maintenant que :
T

f (B(ue), n )t = 0 sie™o0
o

et
0 T
¥ v € L°(0,T;V), j (ﬁ(ue),v)dt -0 si e~ 0.
[o]

En multipliant (3) par u on a:

. T T T

1 2 1 2 1

—2—|ue(T)| - -é-luol +jo a(u_,u)dt + = jo(ﬁ(ue),ue)dt = [ (f,u)at
o
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Comme u_ est borné dans L2(O,T;V) et que |ue(T)] est borné

en multipliant par & on voit que

T
jo(ﬁ(ue),ue)dt -0 si -0

Comme ﬁ(us) est borné dans LZ(O,T;V'), pour montrer la deuxieme
affirmation,, il suffit de la montrer pour v € L2(0,T;V) tel que

%% € L2(O,T;V'). Pour cela, on multiplie (3) par v et on fait une
T du
intégration par parties sur le terme I (?ﬁé’ v) dt.

Passage a la limite :

Apres extraction d'une "sous-suite', on peut supposer que u, - u dans

L2(O,T;V) faible si ¢ ~ 0.

I1 faut mon rer que u € K et que u satisfait a 1'inéquation

faible. Montrons que u € K. On a :

T
¥ v € L2(O,T;V) j (ﬁ(us) - B(v),ue-ﬁv)dt 20 (monotonie de B)
o

et
':[:
f (B{u),u_-v)dat =0 si e - 0.
o € €
Donc :
T 2
J BV ,u-v) dt < 0o, siw € L°(0,T;v,
o
T
prenons Vv = U+ pHw avec p > 0= I (B(u+pw) ,pw)dt = O.
o

En divisant par p et eua faisant tendre p vers O, comme B est

hemicontinu, il vient :

T
[ (B(w,wdt =0  ¥we€L%0,1;V
(o]

donc B(u) = O et u € K

Montrons que u est solution du probleme faible :

n

si v € K, on a puigque B(v) = 0
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T 3u T 1 T
j (7;5 ,v«-us)dt + I a(us,v-zue)dt t = j (B(ue)-ﬂ(v),v..ue)dt =

o o o

T

[ (e,v-u)at
€
o
Donc

T dv T 1 2 T
fo(g?y v—ue)dt + Ioa(ue,vw-ue)dt4—§|v(0)-uO' z Io(f,v-us)dt

On peut maintenant passer a la limite en uti%isant la semi continuiteé

inférieure pour la topologie faible de v - J a(v,v)dt.
o

p'ou u est solution de (II), ce qui termine la démonstration du

théoreme 1.

§ 3. UN CAS D'EXISTENCE D'UNE SOLUTION FORTE

Nous donnons ici sur un exemple, les démonstrations de Brézis

(2] auquel nous renvoyons pour un resultat plus général.

V = Hi(Q) , £ est un ouvert regulier de R" .

n n
du Ov du
a(u,v) = Z f&.—--h+ J hg—vh+f a u.vdx .
i,j=1 ‘n 13 9%; a"j i=1 ‘o %% a °
1.5 , e 17 -
ou a,. € CB(Q) , boa € L (R, aj4 = Ay
On suppose toujours que a(.,.) vérifie (1).

Soit ¢ € Lz(O,T:HZ(Q)) tel que %% € L2(O,T;L2(Q)). De méme pour
V. On suppose que ¢(0) < 0 = y(0)
/& <0< VY/T ouZl =03x]0,T.

)

Nous prenons alors K(t) z {v/vEV, 9(t) < v < ¥(1)}. Nous prenons

f € L2(0,T;L2(Q)) et u =20 {ceci pour simplifier,les résultats étant
légerement différents, du point de vue de la régularité si con suppose
seulement u_ € 12(Q) et p(0) < u = v(0)) .
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Thﬁgr%me 2 : 1I1 existe u unique, solution du probleme fort (I) avec

u - IJ(O,T;H2(Q) 0 H;(Q)), g% € L2(0,T;L2(Q)). De plus u est 1'unique

solution du probleme faible (II).

Ber sextration Montrons que u est 1'unique solution du probleme faible
(37 {ce qui mouis. ca 1'unicité du probleme fort, bien sir). Soit 4 une
solation de (I11). On a

T o A A A Ay 1 2 ~

f L(g?, v-u)4—a(u,v-u)-(f,v-u)jdt-+§|v(o)-u0| 20 ¥veEFX

o

T Jou y
J" L(a—t" v-uw +alu,v-u) - (f,v-u)]dt = 0 ¥ v EK

o ~

u(0) = u, , u €K,
On peut prendre v=u dans la premiere inéquation et v = 3 dans la deuxicme.

T T T
[ GH u-Dat s [ a@u-Dat - [ (fuDat - 0,  done
o (o]

o
Ta A T A T A T
I (5% , u=u)dt + f a(u,u-wdt - f (f,u-W)dt + f a(d-u,u-Mdt = 0
o o o [¢]
T A A A
d'ou f a(u-u,u-4)dt < 0 = u = u.
o

Montrons maintenant 1'existence d'une solution forte réguliere de (1) .
Désignons par P(t) la projection dans H sur le convexe fermé de H
Kﬂ(t) = {v.vEH, o(t) < v <« v(t)}.

B = Id-P(t) est un opérateur de pénalisation.
Nous savons que si v € H, P(t)v = v+ (p(t) -=v)T - (V(t)-v) ™ . Reprenons

1'équation de pénalisation (3) avec P ainsi choisi.

Comme B(ue) € L2(O,T;L2(Q)) et f € L2(O,T;L2(&)i. nous savons
que : 3
2 2, 1 Ye . 2 2
u € LT(0,T;H° () N HO(Q)) et ST € L7(0,T;L°(Q)) .
Nous avons également : B(ue) € L2(O,T;Hi(Q)) et nous pouny-
Cinlie ar A
e itiplier (3) par =B (uc).
T I u
e -

| —

B

™ f=

3

B(u)):lt*IT'( Iptnyrae- L 1 |p¢ )| 2 RTE
. : od ue,eB n))de + :2 JO B u dt = fo(f,zﬁ(ue))dt
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ﬁ(ue)

e 12(0,1;L2(O)

T du
€ 1 i .
Lemme 1 : jo(gz— ,-EB(ue))dtz pl‘ ou p, est une

constante (pouvant étre négative) .

du u (t)—P(t)ue(t)

1 d
Nous avons i 5" E¥|ue(t)-P(t)u8(t)|2 = Ca::(t),e -

)

. u (t)- P(t)u_(t)
- (P (t)ue(t), £ £

€

ou ﬁ(t)v = Tgr-P(t)v si v € H.

La démonstration dans le cas général de cette égalité n'est pas
simple. Dans notre exemple elle est simplifiée par la connaissance expli-
cite de P(t).

Ici
B(ou () = SV L ) . (x. désigne la
Ut = T Y (p(v)zu (1)) 7 3 X(u (D210 XE g

fonction caractéristique de E), et nous voyons que @
3 A _
(-STP(t)ue(t), u  (t) -P(t)u_(t)) =

aue a aue a\lf aue
(-g{'(t) + (3%“') --g-t—(t))x((yz ue) + (ﬁ(t) -=1 ‘;))x(us2 \P))’ue(t) -P(t)ue(t)) =

(p (t)ue(t), ue(t) -P(t)ue(t)).

P ite @ JT(aue.lﬁ( ))dt = 1 |u (t) - P(T) (T>|2 _qu - P(O)u 12
arosmEe s o 0t e Ye T2e e Ye T 2¢' o o!
T

2 3y 1
" ‘[" (E%X((PZUS) + F{x(uez\y) ’ -S-ﬁ(ue))dt .

[0}

Comme u = P(0O)u_on a :
o )

T du g(u )
e 1 . €
e R Tl

ou p, ne dépend que de
& 12(0,1;L2@Q)) !

e} oV
5—% et deﬁ
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T 1 ﬁ(us) .
Lemme 2 I a(us,zﬁ(ue))dt z pzl-ir- ou
0

2 > est uae
LT(0, 731,70 1))

)

constante (pouvant étre négative).

T 1 T 5(u8)‘ T
foa(ueggﬁ(ua))dt: f a(B(ug,

T
1 . 1
) — )at « joa(Plle,-e-ﬁ(ue))dt = joa(Pue,—gﬁ(ue))dt

a(P(t)u_(£), Tplu_)(t)) - Latev), (o) -u (1 +%a(\l/(t),(\ll(t)—ue(t))-)

——i— (Ap(t), (g(t) ‘“e(t))+) +-;1;-(A\lf(t),(¢(t)— ue(t))")

Mais @ Ju_(£) - P(Du (0] = [(g(t) ~u (0% 4 [(W(0) - u_(£))7]?
fT ( 1 ( ( Iue(t)--l’(t)ue(t)l
Donc : a(P(t)u_(t), =p(ud)(t))dt=z p,, | ———————Tomme| | .
o € e € 2 € L2(0.7:1.2020))

ou Py peut &tre négativ.- et ne dépend que de Ap et AY. D'ou le lemme 2.

D'apres les i~ma s 1 et 2, % ﬁ(ue) reste borné dans LZ(O,T;LZ(Q)).

]
Donc u est horné dans L“(O.T'Hz(Q) n Hi(Q))

[o%

u "
\§€£ est borné dans L2(O,T:L“(l)).

Apres extraction d'une "sous-suite'

2 1
u_—>u dans 120, ;02 0 h! (@) faible

Q/

u
1

ot

. )
-——963 dans LZ(O.T;Le(Q)) faible
k"
2. . 1,. N . ) o
(ug___,txdans L (U.F;HO(h ) fort si 41 est borné. cf. Lions LlJ).

I1 est maintenant aisé de montrer que : u€ K. (donc u&fﬁ) et
que  est solution du probleme fort (I): si v€ K, on multiplie 1'équation
de pénalisation par v - u et on passe a la limite en & (en utilizant la
semi continuité inférieure pour la topologie faible si ¢n pne sait pas qus

w_. .;1 dans L2(0,T;V5 fortd,

-
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§.4 EXISTENCE D'UNE SOLUTION MAXIMALE POUR CERTAINS CONVEXES IRREGULIERS

On considere toujours par exemple V = Hi(Q), a(u,v) définie

comme au paragraphe (III).

K(t) = {v,vEV, v=y(t)}] ou ¥ est une fonction mesurable de

(0,T) a valeurs dans H, sans hypothese de régularité.

Dans ce cas, en général, il n'y a pas existence d'une solution

forte, ni unicité des solutions faibles comme le mortre 1'exemple suivant

figure sur un dessin (on prend H- R, a(u,v) = u.v et le calcul se fait

directement) :

A w(t)

u(t)

solutions possibles

Nous allons montrer qu'il existe une solution faible maximum (au sens de
1'ordre de L2 (O,T;LZ(Q)) qui est limite de la solution d'une équation
pénalisée. (Travail publié dans Mignot-Puel [1]).

Remarque La forme particuliere du convexe est essentielle comme il

apparaitra dans la démonstration.

N ~
Théoreme 3 : Si al.,.) et K vérifient (1) et (2) si fGILz(O,T;V') et

u € H, le probleme (II) admet une solution (faible) maximum.

Démonstration : Reprenons 1l'équation pénalisgée en particularisant
1'opérateur B (Nous prenons encore B = I -P(t))
Bue L
. YT -
(4 ST T Au, €\¢ ue) f

u (0) = u
£ )
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Les resultats du paragraphe 2 sont toujours opp/icahles mais nous avons

de plus le :

Lemme : Si g, < €y u < u

La démonstration de ce lemme est triviale.

Donc ue—___gﬁ'dans L2(O,T;V) faible si € — O, ou U est une solution de

(II) et de plus :
- 2 .
u ——»u dans L7(0,T;H) fort si € — O.

Nous allons montrer que U est solution maximum de (II) et pour cela il

suffit de montrer que si u est solution de (II), ¥ ¢ > O, u_ 2 u.

Soit donc u une solution de (II).

T
ov 1 2 ~
fo[(gz, v-u) +alu,v-u) - (f,v-u)]dt - §|v(0)-uo 20 ¥ v EK
u € K
Posons u - u8 = z et v- ue = w , nous obtenons :

r T ~
[(Bw w-2) +alz,w-z) - %((W-—ue)-,w-z)]dt + %ww(o)'2 =2 0, ¥€ K-u_

Nous allons montrer que z = 0. On sait, d'apres (2) qu'il exis:ie

w & ﬁ- u . De plus :
o €

)

2 ~ .
5t e L°(0,T;Vv'), g 20, w -2g € K--ue si A > 0.

¥ g € L%(0,T;V)

(Ici intervient la forme particuliere du convexe).

Prenons w = w_-1g dans (3).

T a(wo~19) 1,. - ;
fo[(——-g—t———, wo - Ag - z) + a(z,w0 -1g - 2) --8-((\1/— ue) "W -2g - 2) |dt

+

e LO) _2g(0) ]2 = 0

ol
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. , T dw T T )
-é-,wo(T) —le(T)l -IO(W, z)dt+$oa(z,wo-z)dt--E‘_ro((\l/-ue) , wo-z)dt

T 28 T 1t B}
+ x[jo(ﬁ, z)dt - [ a(z,q)dt += jo((\p_ue) ,e)dt] = o .

[0}

Prenons g tel que g(T) = 0. Divisons par A et faisons tendre A vers +®,
I1 vient

T o T LT )
Io(g%’Z)dt - J‘oa(z,e)dt+zjo((W- u)”,g)dt = 0
(6)
%0 € 12(0,1;v), 32 € 12(0,1;v), o 2 0, o(D) = 0

Nous allons prendre dans (6) pour g une approximation de z . Pour n>o,
soit en tel que :

o9
Mgy = 2 \
(7 (probleme rétrograde qui admet une solution
en(T) =0 unique) .

2 %9 2
On sait que gy = 0, oy € L%(0,7;V), -ﬁnéL (0,T;V), en(m = 0 et de plus :
+ 2 .
6,—>2z dans L7(0,T;V) si 1 = 0.

Nous pouvons prendre e::e,n dans (6), ce qui donne :

T T
. 1 -
j (-5?, z)dt - joa(z,en)dt+-é-jo((w-u€) ,en)dtz 0. Or :

T dg T 9¢ . T 3¢ _
j (-S—Tl,z)dt = [ (52 2hat- | (s, z)adt .
o o
T Be T 99 59
j (55 zDat = (Tn’ nT—+e yat = - 1 |-?'ﬂ|2dt+-le (]2 - Ien(o)l2

T Be
Comme (T) =0, (==l ,z')dt <
en I Bt

o

T d¢9

(g-n , z )dt = Io('——,ﬂ—'ﬂ, z )dt

T 1( + - T oqz
fo 7z 2 )dt-fo(T)dt <0

) T 1 T
Donc jo( T 2)dt S 0 et j‘oa(z,en)dt -=f ((\p-ue)",en)dt < 0.
o
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En passant A la limite en T, on obtient :

jT (2",25at - & T((\Lf )",z at < 0
oa z ,2 e Io -Ue 12

T T
Mais us ¥ = z2<¥y-u = [ ((W-u)7,20at =0= [ a(z",20dt =0= 250
o o

Ceci termine la démonstration du théoreme 3 et montre bien que u est solu-

tion maximum.

Remarque : Si on considere K'(t) = {v,vEV, v2y(t)} on obtient bien

sur l'existence d'une solution minimum.
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