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VII.1

On considere un opérateur différentiel dans R™ (n22) de la

forme

(1) P(x,D! = % a (x)p%
alsm a

ou aa est un polynome de n variables homogene de degré ]ql a coefficients

complexes. On suppose que P est elliptique en dehors de O dans R"

Le cas particulier suivant

2 )
Ll,p =r A+ pr 3;4—1

2 2 o2 Do a2 i
ou {(A,p) € ¢ , r T ox; et d= I , a été étudié dans [1] ;
. i . 2 -
i=1 i=1 3xi

il a été démontré que pecur tous (A,p) € Cz y LK u n'est pas hypoelliptique

dans R", mais que pour tout Q ouvert de R", siuc€ c7(@Q) et LX U
?

est analytique dans 0, u est aussi analytique dans Q.

On se propose ici de généraliser ces résultats a 1'opérateur
(1). Des opérateurs plus généraux que (1) (coefficients non nécessaire-
ment polynomiaux) sont aygei traités dans |2, auquel on renvoie aussi

pour des démonstrations plus détaillées des résultats ci-dessous.

On désigne par Sn_1 la sphere unité de R" . On a un difféomor -

phisme naturel

n ~
R =~
(2) S 4 *R IR ~ {0}
correspondant a prendre des coordonnées polaires. I1 résulte de (2) le
difféomorphisme

‘ T ( )XRaT (RY) |
(3) Shog/ ¥ R= |

S
n--1

Soit p(x,E) le symbole principal de P défini sur T (R" ), et pour
(‘{s,m),0) € T (S . )x'R soit q(p.M,L) la composition d= p avec le dif-

féomorphisme (3). La fonction q(p,1,8) est un polynsme homogone de degré

m en les variables (T,().
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On note

(4) r

il

{z € ¢l (g,M) € T*(Sn_l)\\O , qlg,n, - iz) = 0}

=
t

rnf{zec , Rez> 0} .

L'ellipticité de P en dehors de l'origine. entraine que I' et [', sont des

cones fermés dans €™ {O} ne rencontrant pas 1'axe imaginaire.

On introduit 1'hypothese (H) suivante :

Il existe des nombres eo, 91""’9£ satisfaisant
' b b1
- =< < <...< < Z
5 60 " 9y 8y © 3
T
- < —_— j = R
(H) ﬁ ej+1 Qj — pour j 0, , 1
]
c < < .
k1"+ 2 {z€¢| 65 < are 2 ej+1}

On note que (H) est toujours vérifiée pour n = 2.
On a les résultats :

Théoreme 1 : On suppose (H) vérifiée. Soient Q un ouvert de R" et
zxecf(n) telle que Pu soit analytique dans (), alors u est aussi

analytique dans (2.

Théoreme 2 : Sous 1'hypothese (H) ; 1'opérateur P est non hypoelliptique
dans R" ; plus précisément il existe une distribution T définie dansﬁRn,

non C? et vérifiant PT = O.

On note que la condition (H) n'est pas invariante sous des chan-
gements linéaires de coordonnées. On ignore si les conclusions des

thénremes 1 et 2 restent encore valables sans la condition restrictive
(H)



VII.3

On signale que les théoremes 1 et 2 s'appliquent en particulier

si on suppose que m est pair et que 1l'on a la factorisation

T (0D = q(x) (A(D)™2
ol =m

ou A(D) est un opérateur elliptique homogéne d'ordre 2 a coefficents
constants et a symbole réel. En effet, aprés un changement linéaire de
variables, on peut supposer A(D) = A, dans ce cas, on a T+ = I{F et
(H) est alors satisfaite.

L'idée [qui pourrait paraitre naturelle), de démontrer au moins
ci. castre, le théoreme 1 par l'utilisation d'un développement de
Taylor a 1l'origine, échoue. On peut en effet trouver un opérateur P de la
forme (1) avec n=2 et m = 1, une fonction analytique f au voisinage de
0 danis2 tels qu'il existe une série formelle u, unique a 1'addition

d'une constante prés, véerifiant Pu = f, et qui soit divergente.

§ 1. INDICATIONS SUR LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Si u € C?(B) ou B est la boule unité fermée de R" centrée a
l'origine, on écrit le développement de Taylor de u a l'origine en
utilisant les coordonnées polaires, sous la forme

[e<)

(5) u~ 3 rk uk(e)
k=o

(eE:Sn_1 , T EIR+, uy € Vk , espace des restrictions a Sn des polvnomes

-1
homogenes de degré k).

La transformée de Mellin de u dans la direction radiale est

donnée par

1
(6) u(z,g) = f u(rg) r-z_ldr.

[0}

@
. ~ o ’ N
La fonc.ion u est une fonction meromorphe en z a valeurs dans Cf(Sn_l).
~ o ’ . ~ °
Tan weuls pAlas «int les entiers 2 0, le résidu de 1 au point z = k€ N

- -1 {a) . On a aussi pour tout NEN
»n
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N u (g)
(7) u(z,g) = & + uy(z,q)
k-2 N
k=0
ou, pour tout s € R la fonction z* Hﬁu@,e)u s est uniformément
H

bornée dans {Rez < ‘\+-%} .

On vérifie aussi que 1'on a, pour tout N € N

3N N N-1 '
(8) (rg2) u(z,0) = z tlz,e) + JEO Cj(e)z']

ou les Cj € C?(Sn_l) et font intervenir les traces de u jusqu'a 1l'ordre

N-1 sur la sphére r=1.
On note aussi que si U(z,g) est un polyndéme en z, on a u = O.

L'analyticité de u implique 1'existence de M > O tel que, pour

tout s € R,il existe CS > 0 vérifiant, pour tout k € N:

(9 | u
| kHHS(S ) S

n-1
On montre par un raisonnement sur les polyndmes homogenes Pk(x) = rkuk(e),

que (9), pour s=0, implique que la série de Taylor de u a 1'origine est

convergente.

Si u est analytique et si M < 1 dans (9) on a

5 © u (g)
(10) u(z,g) = I g
k=0

Le théoreme 1 résulte des lemmes 1 et 2 ci-dessous.

Lemme 1 : Sous l'hypotheses (H) si u € ¢ (B), plate a l'origine (i.e.
p%*u(0) = O pour tout &« € N") et Pu = 0. alors u = O.

Démonstriztion Il suffira de démontrer que u(z,g) est un polyndme en z.

En coordonnées polaires, P s'écrit sous la forme
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(11) P =

9 (m-j

nmM™Ms

o

ou Aj est un opérateur différentiel sur S d'ordre < j. Si aj(e,ﬂ) est
*

n-1
le symbole principal d'ordre j de Aj)on a, pour ((g,n),E) €T (Sn—l)xjﬁ

m
(12) ae. O = £ alemUO™!.

j=o
En utilisant (8), on obtient, a partir de Pu = 0 et (11)

(13) cj(e)zj

Hnm™Ms

A.(g,D )zm'jﬁ(z,e) = T
j=o 9 ] j=

L'ellipticité de P en dehors de 1l'origine entraine que Ao(e) # 0 sur S 1
En posant

B, = - A1 et ¢ c.al
j j j i'o
1'équation (13) devient
m-1 .
(14) (2" - Bl(g,De)zm_l-...-Bm(e,De))ﬁ/(z,e) - 2.(g2d
j=o I

On va maintenant écrire (14) sous forme d'un systeme du premier ordre.

On pose »
u(z,q)

z A5z 9)
u(z,g) =

zm_lA—(m_l)ﬁ(z,e)

avec A = (I--Ae)l/2 , Ae étant le laplacien sur 1la sphére Sn-l ,
0

C.(g) =

j ) : )

A"(m"l Cj(e)
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0 A 0 0
0 0 A
g . ; A
~(m-1) -(m-1)_ ,m-1
A B o,
\ . A B,A
Jn obtient alors
m-1 .
(15) (z- Ae.D NU(z.9) = = cC.()2
) joo J

L'opérateurué'est un pseudo-différentiel d'ordre 13 si a(g,7) désigne son
symbole principal d'ordre 1, on cbtient par un calcul simple, pour tout
z € €

(i6) det(z-aflg,M)) = q(e,n, -iz).

On voit alors que Jg est elliptique et méme que a n'a pas de valeurs
propres sur l'axe imaginaire. Pour z dans la résolvante de £ 1'équation

(5) s'écrit:

m-1 .
(17) Ulz,g) = (z-BH7 2 c.(g)2)).
jeo Y

On montre maintenant que la fonction entiere U(z,p) satisfait 1'inégalité

(18) iUz, < 1+ ]2zD™? pour tout z € ¢
L=(s_ )

n-1
Pour cela on applique le théoreme de Phragmén-LindelBf a la fonction U,

écrite sous la forme (17), sur les angles ej < arg z < ej"l’

en utilisant les deux estimations suivantes sur la resolvante deuﬁ?i

j=o0,..,0-4

1) D'apres [4] il existe C > O tel que 1l'on ait pour |z| assez grond
et oarg 7 - ej J-0,....¢

Y AT ) < Igl
L(L(s, ) z
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2) Eu uitilisant des résultats de [3] sur des opeérateurs de classe C
ainsi que des résultats classiques LS] sur les fonctions entieres

exponentielles de type p, on montre qu'il existe une suite de cercles
(Cj) centrés a l'origine et de rayons tendant vers 1'infini, tels que

pour tout £ >0 il existe C8 > 0 vérifiant

n-1+e
(20) \\(zr}%)'l\l 5 s C, eIzl pour z € UC’/J.
L(L7(s _ N J

L'inégalité (18) montre alors que U est un polyndme et donc

u est identiquement nulle.

. [¢<]
Lemme 2 : Sous l'hypothese (H), si u € ¢ (B) et Pu est analytique, le

développement de Taylor de u a 1l'origine est une série convergente.

Démonstration : On pose Pu = v. On écrit la série de Taylor de v sous
la forme (5)

vir

] k
8) = T r v (g) ,
¢ k: k

o

les fonctions v vérifient (9) (avec v, au lieu de uk). Comme 1'opérateur

P est invariant par homothétie, on peut supposer que la constante M, fi-

gurant dans (9) pour les Vi est <1 . On a alors

© v (g)
Fz,9) = % ﬁ_z

k=0

Comme dans 1la réduction de la démonstration du lemme 1, ou

réduit 1'équation Pu=v au systeme du premier ordre:

m-1 .
(21) (z-Ag,D))U(z, 8) = V(z,g) + £ C.(g)29
6 joo 9

avec U,Jﬁ', Cj comme dans le lemme 1 et

1

0

Viz,9) =
Yo (me1) -1~
\ (m ')AOIV\Z,G)
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Pour se ramener a des fonctions entieres on pose

A :
Uiz,g) = sivi2nz) U(z,3)

~. )
Viz,g) = sin2nz)V(z,q) .

On a alors, a pastir e (2!), pour 2z dans la résolvante de A

TP SO D el i
(22) Jiz,9) = (zgX) (V(z,g) + X C](B)Z'SIH(ZKZ)).
j=o °

Comme dats le lemme précedent, or peut uiiliser le théoreme de Phragmén-

Lindel&f grace a '19) et (20) et op obtient

A Czi'&I
(23) vz, )l s C, e pour tout z€ € .
FRN ) -
r-1
‘ N Ny . ’
Comme oa a ‘2m)l, 19}= {x,9), cn déduit de (23) que (uk) vérifie (9) gour &G,

et ¢n ob4ient aimzi Ia -~onvergence de la série Jde Taylor de .

§ 2. ANDTCATINNS SUR_LA DEMONSTRATION DU THEOREME 2

Sl Jfl'opéﬁateur vseudo-différentiel 4'ordre 1 introduit

danz la démonstraticon du lemme i. On a

Lemme 3 : Sous i'bypsinese (H) il existe z € € ,Rez0 < 0 et z est

une wvaleur propr: de /§.

Démorstration : On raisonte par 1'absurd:s § o7 suppose sue toui z€ € |

. s ; A . . P -1
Rez < est dans la rezclvan-e de~l%u ta fernction 2z héb est donc holu-
morphe darns Rez < 0. On en deduit, par le taéoreme de Pr.ragmén-Lindellf,

grace a £19) {pour !:! assez grand et argz = ¢ - 7) et :20), jque l'cr g

i
_ -1 c Pz,
(24) [REET 2 £ 1| bevr tovt zS €, 1z, assez grand
Lei=0s_ ) er Re 2 9D

Par un argumeot claw:igr>, an décuit de (24) jue ta mat: a4y
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valeurs propres dans Rez <0, ce qui est absurde (en utilisant
1'homogénéité de a). c.q.f.d.

On revient maintenant a la démonstration du théoreme 2. Soit

z, donné par le lemme 3. Il existe U € (G'm(Sn_l))m , U#ZO0, et (zo-i)U:(L

La forme de J% montre que U est nécessaiiement de la forme

uo(e)
U(g) = | = A-luo(e) )
:zm"lA“(m"l)u (e)
0
w ’ . °
avec u_ € G'(Sn_l), u #Z 0 vérifiant
m

(25) (Am(e’Dg) + Am_l(e,De)zo+...+ Ao(e)zo)uo(e) =0

On pose avec X =(§e)€fRn\{O}
%o
f(x) = r uo(e).

La fonction f est C dans R™ {0} et vérifie, gracé a (25) et (11)

P(x,D)f = O dans R™\{0}.

Soit alors F une distribution dans Ifldont la restriction a
Rn\{O} est £f. On a

(26) P(x,D)F = T caD )

aISN

avec ¢ €C et NE€E N.

Soit En 1'espace de toutes les distributions de la forme

R 4 ., NP . .
> ada Do, dq € £ ; P est un opérateur linéaire de 1'espace de dimension
iy 1SN

[N R

fianis EN : on distingue alors deux cas
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i) P est bijectif dans EN; dans ce cas, on peut, grice a (26), modifier

F par addition d'un élément de EN et on obtient une distribution T non
¢” vérifiant

PT = O dans R n

ii) P n'est pas bijectif; dans ce cas il existe TE€ EN, T # 0 vérifiant

PT = O.

Ceci complete la démonstration du théoreme 2.
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