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V.1

Nous présentons ici des résultats qui étendent à une classe

de systèmes hyperboliques non symétrisables des résultats déjà connus

pour les équations  caractéristiques de multiplicité constante [1].

En particulier, on introduit une condition, dite condition de

Lévi, pour les systèmes, qui se révèle être nécessaire et suffisante pour

que le problème de Cauchy soit bien posé. On étudie les noyaux qui

résolvent le problème de Cauchy à partir d’opérateurs intégraux de Fourier.
Aussi on prouve pour les systèmes étudias un théorème pour la propagation
des singularités, déjà établie dans le cas d’une équation par
J. J. Duistermaat - L. HHrmander [41 et J. Chazarai.n ~2~ .

Nous espérons que nos résultats pourront s’avérer utiles dans

l’étude des systèmes hyperboliques singuliers qui apparaissent en théorie
des champs quantiques 

§ 1. CONDITION DE LEVI POUR LES SYSTEMES HYPERBOLIQUES

ce

Soit X’ une variété C connexe, compacte sans bord de dimension

n, T  T , X = x X’ la variété produit et x = (xo ,x1 ,...,xn) =- + - + 0 1 n

(xo,x’) E X le point générique de X. On considère un opérateur matriciel

1 1_aou Di - i 3x i , 3 = 0’...,n , I est la (d x d) matrice d’ identité et
J J

sont des matrices (dxd) avec des éléments de coo(X).
J

On note Xt 5 X t les ensembles a

On se propose d’étudier la problème de Cauchy



V.2

Définition 1 : Nous dirons que le problème de Cauchy (C) est bien osé

dans T  T , y si les conditions suivantes sont satisfaites :
T - +

(E) Pour chaque fonction vectorielle f E C’e(X), supp fc X+ il existe
T

une distribution vectorielle u qui est solution de (C).

(U) Pour tout t &#x3E; T si u est solution de (C) et Pu = 0 dans

xt on a aussi u = 0 dans *

les variables duales,

D’après S. Mizohata [8] (voir aussi [7]) on sait que si (C) est bien l’osé

dans X + toutes les racines g0 = 1 (x,§ 1 ) de l’équationT o J

sont réelles pour

D’ autre part s’ i l existe un symbole Rn) (nous
utilisons sans les rappeler les notations de L. Htlrmander [6j) vérifiant

les conditions :

* ,

où a désigne la matrice adjointe de a, on sait que le problème de Cauchy

est bien posé pour P et en plus (C) est bien posé pour chaque opérateur

(p + B1 (x», ou B1(x) est une matrice arbitraire avec des éléments de C 00 ( X)

Une condition nécessaire mais non suffisante pour l’existence

de symbo’e est que la matrice A(x,§ doit être semblable une

matrice diagonale à éléments réels en chaque point (x,~’) E Xx En. Si

cette condition n’est pas satisfaite en cas général pour que (C) soit

bien posé il faut imposer des conditions sur le symbole sous principal 
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Dans cet exposé nous allons présenter des résultats, concernant

les opérateurs P qui vérifient l’ hypothèse

De très nombreux travaux sont consacrés au problème de Cauchy
pour les équations hyperboliques à caractéristiques de multiplicité
constante (voir pour références [_1J L7~ ) . i Plus précisément le problème
de Cauchy pour les équations de ce type est bien posé si et seulement si

l’opérateur satisfait une condition, dite condition de Lévi (il faut

remarquer que la nécessité de cette condition était prouvée dans [7" avec

une hypothèse d’unicité (Ur) plus fort que (U)).

Rappelons cette condition un opérateur

A chaque racine ’Xi(x,§’) de multiplicité r. et à chaque point on
j j

peut associer une fonction phase c’est-à-dire la solution de
j

l’équation

u

dans un voisinage de x. Alors l’opérateur scalaire P vérifie la

condition (L) 
- 

si pour chaque f E et chaque phase (p. avec 
o -.&#x3E;-...-.- J J
sur supp f on a

Pour les systèmes hyperboliques une condition de type (2)

doit dépendre bien sûr de x. parce que si x. = 0 pour tout j la matrice
j j

est diagonisable et utilisant (H) on peut construire S(x,§’),
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vérifiant (S1)’ (S2) , (S o ). On peut alors remarquer que si les vecteurs

Rk . (x, E’), k = 1, .., rj - x . forment localement une base du noyau de la
k, j j j

matri ce

nous n’aurons pour un opérateur matriciel P et fk E Co(X) que

_ 

-x .

Afin d’obtenir une asymptotique d’expression de type 0(p J) (ce

que nous voudrions) il faut ajouter des termes complémentaires qui sont

en gros 0 ( p -j ), J . = 1, ... ,x ..
J

Dans le cas r. = 3, JX. = 1 nous pouvons choisir localement les
j J 

,

vecteurs .(x~~’)~ Lk . (x,~’ ) , k = 1, 2 de telle manière qu’ils forment
des bases dans les noyaux de et Crj(x,E’) et de plus satisfont

j j

l’égalité

où  , e &#x3E; désigne la produit scalaire dans £d. Maintenant nous allons
formuler notre condition de Lévi pour les opérateurs vérifiant (H).

Définition 2 t Nous dirons que l’opérateur P vérifie la condition de

Lévi * ur chaque f e C (X) et chaque phase ~q~(x) avec 0 sur
o 0 -- J J

supp f il existe une fonction scalaire et des fonction
j

vectorielles Vk . (x; y, f), k = 1, ..., xj 5 telles que l’ on a
j j

Nous donnerons quelques exemples dans le cas n= 1



V.5

Exemple 1

La condition (L) est satisfaites! et seulement si b21 (x) = 0 .

Exemple 2 .

La condition (L) est équivalente aux conditions suivantes : -.

Exemple 3

La condition (L) est équivalente aux consitions suivantes : t

Remarque 1 : Dans le cas r = 2, xj = 1 la condition (L) coïncide avec

les conditions dans 
1

Remarque 2 : On peut poser la condition (L) pour des opérateurs pseudo-

différentiels pour lesquels le symbole principal p(x,~’
satisfait (H) et les variétés Xt ne sont pas caractéristiques .
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§.2 LE PROBLEME DE CAUCHY POUR LES OPERATEURS VERIFIANT L’HYPOTHESE (H)

Le résultat fondamental est le suivant :

Théorème 1 : Soit P un opérateur vérifiant l’hypothèse (H). Alors

(i) si, pour tout j x’. &#x3E; 0 =&#x3E; r - x = 1, la condition (L) est nécessaire
j j j

et suffisante pour que (C) soit bien posé.

(ii) s’il y a au moins un j tel que xjo &#x3E; 0 =&#x3E; rjo - X. = 2 la condition
o jo jo jo

(L) est suffisante pour que (C) soit bien posé. Elle est aussi nécessaire

si les éléments de A.(x), B(x) sont des fonctions analytiques dans X+T.

j T

oo

De plus, si (L) est satisfaite, pour toute f E C (X) ,
+ co

supp f c XT , il existe une solution u E C (X) de (C).

Idée de la démonstration des conditions nécessaires

On peut prouver (voir [7j pour les détails) que si (C) est bien

posé dans X- pour tout K en X il existe une constante C et des nombres
T

oo +

p, q E 29 ( C, p, q dépendent de K) tels que pour tout t &#x3E; T, toute uE C (K+)
0 T

on a

où H (K ) sont les espaces de Sobolev. Voilà pourquoi pour démontrer que
s s

la condition (L) est nécessaire, il suffit, sous l’hypothèse que (L) n’est

pas satisfaite en un voisinage W d’un point yE X, de construire une

solution asymptotique

sont des fonctions

vectorielles , £.(x) E C (W) sont des fonctions scalaires) , qui satisfait
j

les conditions suivantes : 1
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, 

Pour construire 03BCp nous avons utilisé une méthode de "pas vides"

~9J. Cette méthode est bien applicable quand il faut trouver une solution

asymptotique pour un opérateur avec des blocs de Jordan fixes (ce qui

sera le point essentiel dans la construction d’une parametrix pour (C) ) .

Pour 1 opérateur dans l’exemple 1 on cherche u 
p 

dans la forme

al noas noterons des fonctions scalaires) on a pour vi le système

qui possède une solution sans aucune condition sur 1(x),00(x) ce que

nous désignerons comme "pas vide". Si v 1 = -8 (5 0 (Y,x ) h + a1R nous aurons

pour v2 le système 
0

Pour résoudre ce système, il faut déteràner £(x) par l’équation

En supposant b21 (y) / 0, nous pourrons trouver ~(x) dans un

voisinage W de y, et en choisissant 6 nous obtiendrons (A2). Ensuite, on

peut déterminer les fonctions vk(x) en suivant une méthode standard.
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Dans le cas général, pour surmonter les difficultés techniques
on emploie un changement de variables convenable et une transformation

d’opérateur avec des opérateurs pseudo différentiels elliptiques.

Idée de la démonstration des conditions suffisantes

On se propose de construire une paramétrix pour le problème
de Cauchy. Plus précisément pour tout t E [T,T J et (x - t) assez

+ o

petit on cherche des opérateurs intégraux de Fourier

à valeurs matrices où X = max %i et C(t) est une relation
j

canonique décrite ci-dessous.

Si nous avons p racines 1i(x,§’) distinctes, on pose
j

(x,§) appartienne la bande bicaractéristique de q . = Ej - kj(x,E’) issue
j o J

de (t, y’, kj (t, y’, n’), n’)) (on renvoi e pour les détails à 

L’opérateur E(t) doit satisfaire les conditions

ou Yo désigne la trace sur X, et le signe = signifie égalité des
, 

~ 
co

opérateurs modulo un opérateur à noyau C (la trace Y 
° 

sur X existe car

X n’est pas caractéri stique pour P) .

*

Soit (&#x3E;’.?’ ) I T (X’)B0, V un voisinage conique de 

Q E L°1’;’ ) WF’(Q) - V (on identifie dans la suite les variétés X t et

X’ ) . AlorH on peut se ramener (en utilisant unepartitionde l’ unité) à
la construction d’une paramétrix c’est-à-dire E(t)
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sant les conditions (Pl) et

Afin de simplifier le symbole principal de P(x,~) on emploie

des opérateurs C, D E L°(xx Rn) à valeurs matrices d x d tels que

et de plus le symbole principal de P = D P C a une forme de Jordan locale.

On prouve qu’on peut a partir d’une paramétrix de P trouver une paramétrix
de P.

_ 

Soit Q = 1,...,d des vecteurs colonnes de Q. Alors on cher-

che E(t) comme opérateur matrice avec des vecteurs colonnes E (t) qui
satisfait les conditions

Enfin chaque E~(t) a une forme

avec

La construction de E . se ramène à la construction d’une solution
J-l,J

asymptotique

aù (p.(x~’) est la solution de l’ équation
J
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Les symboles F03BC, j, k sont déterminés pas à pas par des systèmes
algébriques. La condition (L) donne qu’il existe quelques "pas vides".

Alors le point essentiel est la démonstration que les conditions néces-

saires et suffisantes pour la résolubilité des systèmes algébriques qu’on
obtient dans les ’pas non vides" sont des équations ou systèmes le long
du champ hamiltonien de qj.

Remarque 3 : Si l’opérateur P vérifie la condition (L) il en est de
*

même pour son adjoint formel P . Cela permet d’employer une technique

standard pour démontrer l’unicité du problème de Cauchy.

Remarque 4 : Evidemment la condition (L) se généralise dans les cas

r. &#x3E; 3, rj - Xj = 1. Dans la construction de la paramétrix E(t) il

n’existe que des difficultés techniques. D’autre part dans les cas

r . &#x3E; 3, e r . - X. &#x3E; 2 il y a des phénomènes nouveaux et il faut chercher
j j j

peut être la condition (L) dans une autre forme.

Remarque 5 : Le théorème 1 dans une forme locale était annoncé dans

[loi Les démonstrations paraîtront dans [12J [13]

§.3 PROPAGATION DES SINGULARITES

u = une distribution vectorielle

WF(u) = U WF(u.). Si nous posons Pu = f on sait [6] que
j=1 

j

Nous préciserons la structure de l’ensemble WF(u)’WF(f) dans le théorème

suivant qui est analogue aux théorèmes de [4j, [2J pour des équations.

Théorème 2 : Soit P un opérateur vérifiant les conditions (H) , (L) et

en 1 pour -V-j . Alors pour et Pu = f l’ensemble

est inclus dans et est invariant par le flot

bicaracteristique (étant entendu que sur q-1 (0) on prend le flot associé
j

aii champ hamiLtonien 
j
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Ce théorème a été démontré en collaboration avec G. Popov ~14~.

Idée de la démonstration

Soit (x,E) E WF(u)BWF(f) il suffit de montrer que sur la bicaractéristi-

que qui le contient,il y a un voisinage de ce point inclus dans

WF(u) ~ WF(f).

Soit = k1(x,E’), X1 = 1. Alors dans un voisinage conique
de x t) on peut se ramener au cas ou d = r1 et le symbole principal
de P a une forme de Jordan. Ensuite on peut trouver une transformation

canonique T d’un voisinage conique de (x,~) sur un voisinage conique de

telle que

D’après J. J. Duistermaat- L. Hörmander [4] il existe des

opérateurs intégraux de Fourier

tels que

où T est une partie conique fermée de graphe de T.

Soit P = B P A son symbole principal est

où q(z,1) E sûr on prouve que la condition (L) est

.invariante par toutes les transformations employées.

Pour se débarasser de

l’ opérateur B on prouve l’ existence d’ un opérateur 

elliptique valeurs matrices (r x r1) tel que
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Le point essentiel c’est de démontrer que l’équation matriciel

a une solution g ( z, ç ) E 

On prouve que la condition (L) entraîne (M(z,1) ) E pour

tout k = 1, 2. - - . et on cherche g(z, C) dans la forme

Ensuite le théorème est ramené à l’opérateur ID 
0 
pour lequel le

résultat est bien connu [4j .

Si x1 = 0 la démonstration est pareille et plus simple.

Remarquons enfin qu’à partir de résultats obtenus , on peut

étendre a l’opérateur P les résultats de ~,4~ concernant la résolubilité

de l’équation Pu - f .
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