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§ 1. REPRESENTATION DE L’OPERATEUR A L’ETUDE SOUS FORME DE MATRICE

TRIANGULAIRE

Dans ce paragraphe, nous montrons comment l’on tire parti des

relations de concatenation (30) de l’exposé précédent. Rappelons que l’on

a : 1

et P. Nous raisonnerons systématiquement, dans l’espace des micro-

fonctions 3/e (voir exposé n°1, (3)) 0 Nous décomposons cet espace en somme

directe

où lm identifiée à l’image du projecteur orthogonal 1 - n . . (exp.
n01, (18)). En passant il faut noter que l’adjoint de Yi, esi hypo-
elliptique, c’est-à-dire que la préimage de e par est contenue dans &#x26;

(du moins au voisinage de t = 0 ; nous négligeons systématiquement ce qui

se passe pour t grand). Nous composons les deux membres de (2) avec K .

par la droite (Exp. (16)). 0 En tenant compte de (3), nous pouvons 
yJ

appliquer la prop. 1 de l’exposé nO 1 : ainsi RjK j is regularizing. On

déduit donc de (2) ~ .- 
yJ

On pose

donc
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On note que Ker S i-~.1 est la préimage de Ker Yi 
Q 

par Si 
. 

et donc, puisque
Im est"l’orthogonal" de Ker Si,

(9) Si induit 11ne bijection de Ni sur Ker Yi .

D’autre part, trivialement Si applique bijectivement (Ker sur

3ft (Si est surjective ; chaque yk est surjectif).

En tout cas, quelque soit j - 0, ly...~

D’autre part, y on déduit de (2) g

ou l’ on a ç

On va démontrer le résultat suivant 1

(13) 1, la restriction de RI j S k est régularisante.

On se base sur les lemmes suivants : .&#x3E;

Lemme 1 f Soient w E f 0, Z ~ Y - %%r. Etant donné n’importe quel opérateur
F E E E) îl en existe un autre, E E ,¥m, tel que

(14) ~ P-’. Kz:: F K Z (mod opérateurs régularisants).

Démonstrat ion  On a

y K7 , BB K /" T de résoudre
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Ceci peut se faire (en regardant les parties homogènes successives des

deux membres), mais, en général, seulement modulo des éléments de Ym plats
en t = 0. Soit R un tel élément, et supposons que (15) soit vérifié avec

F + R au lieu de F. On aura Y E Kz = Mais R KZ est régularisant,

d’après la proposition 1 de l’exposé nO I.

c.q.f.d.

Lemme 2 ~ Soient j, k E ZZ . Quelque soit il existe un autre opé-
rateur Ejk tel que

Démonstration par récurrence sur j = 0,1,... (S = Id), à partir du lemme

1, en notant que Si = yJ- SJ- 0

Démonstration de (13) : (13) est évident. lorsque k = 0. On raisonne par

récurrence sur k = 0,1,...; on applique le lemme 2 : soit u E Ker 

donc tei que k E Ker k ioe., k = K v pour Un certain v. Ii existedonc tel que S k u E Ker Y k i.e., S k u = K K v pour un certain v. Il existe

k k

E k tel que SkEkK y k = K yke donc u - E k K yk V 
== Ker S . La récurrence

sur k implique RI ju E &#x26; ; et est régularisant d’après la
1 K Y

proposition 1 de l’exposé n’l.

De (11) et (13) on tire (au sens de 

Ceci entraîne que dans la décomposition en somme directe (10) P est

représenté par une matrice triangulaire. En effet, d’ apres (17),
Ker Si n’intersecte M~ = (Ker S~ )-~ qu’à l’origine. Donc, pour

que P, opérant sur 3/e, soit résoluble, ou bien soit hypoelliptique, il

faut et il suffit que chaque élément diagonal de la matrice le représentant

le soit. En particulier ceci s’applique aux restrictions de P aux sous-
j 0 0 0+1 ’

espaces NJ(j= 0,1,...) successif. o Comme Nj c Ker 5J d’ après (13) nous

savons que la restriction de Rlj (voir I2) ) à Nj est régularisante.
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Donc, mod t, sur Ni nous avons S P - Nous appliquons (9) et

concluons que

On applique alors le résultat suivant ; -,

Lemme 3 : Si [Y,cj est plat en t ~~ 0, on a

(modulo opérateurs

régularisants).

,.,/ 
= K .) 0

On a posé Ky - Ky les notations ( 1fi) , exposé n°1, On a

Démonstrat ion ,&#x3E;

qui est régularisant y

d’ où, par solution du problème de Cauchy,

D’après le lemme 3 et (18)

Puisque - Id (de 16’ (1"’) ), en conclut 

Ainsi les propriétés de P restreint au sous-espace Nj (j r 0,1~..)

dépendent de celles de l’opérateur pseudo-différentiel e3(.X,O,,,D ). On

voit facilement que l’on peut considérer ces derniers commcs des valeurs
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propres asymptotiques de P(nous renvoyons a l’étude du modèle commutatif.
Ch. II de 143).

Il reste à étudier la restriction de F à Mi pour j grand (cf. (10)).

Nous utilisons le fait que Si est une bijection de Mj sur’ 3le- et déduisons

de (11) ~ i-

Mais maintenant il n’y a plus aucune raison que R’~(S~) "soit régularisant.
Cependant, modulo des opérateurs régularisants,

y - yu-

ou les E_k sont définis comme dans (20), exposé nol. Nous appliquons la

prop. 2 ~e ce même exposé: x chaque E 
y k 

fait gagner un degré de régularité,

et Rlj en fait perdre plus j. -- Nous concluons que est un

opérateur borné H (Q) "" (en supposant qu’on l’a multiplié à gauche

par une fonction troncante) . Comme, de plus, R’j s’annule (d’ordre infini!)
en t::: Oy on peut choisir l’intervalle 0 s t -’ T assez petit pour que -li,

norme de cet opérateur borné soit très petite.

On applique alors le théorème principal de Bolley et Camus 4
’pJ (il s’étend tres facilement a des opérateurs différentiels - pseudo-

différenttels du genre examiné ici) r On peut car la condition (C) de Bolley

et Camus est ici contredite, pour j grand grace au fait (exposé n014! «1(1’&#x3E; "

que

Oïl voit que pour m et j suffisamment grands, JP est un de

n+l M, Ici &#x3E;H1- t IR 4-) r + Ici :

(on suppose que les coefficients de TP ont été modifiés corvée)hlemeni ii

l’infini, dans Rn+1).
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Il s’ensuit que, micro localement, le membre de droite dans (21)
m+2 m -t 2 (nt 1) . ,

définit un isomorphisme de sur H E + . Ceci est équivalent a

des inégalités microlocales, que l’on peut très bien recoller, et entraîne

la résolubilité locale (et non plus seulement microlocale) de cet opéra-

teur. son hypoellipticité (microlocale, i.e. au sens des fronts

d’onde) elle découle du fait que ces .inégalités restent vraies pour m M +CQ

(avec un terme d’erreur du à et aussi à peut-être croissant, ,
mais qui n’affecte pas la conclusions i noter d’ailleurs que P’~ est

elliptique pour t &#x3E; 0 et que donc seulement ce qui se passe pour t petit

compte).

Ceci prouve que les propriétés de résolubilité locale et d’hypo-

ellipticité sont déterminées presque totalement par les propriétés a..

nalogues des valeurs propres asymptotiques Presque totalement, ’

mais pas tout-a-fait : supposons par exemple que 0, c’est-à-
x

dire que

Les propriétés de :P sont alors déterminées par celles de selon

description donnée dans la section I-J de ~4J (voir aussi Th. II.2.1

de ~4~) . 8

Pour terminer ce paragraphe je ferai remarquer que les valeurs

propres asymptotîques cj(x,Dx) existent effectivement, et "sont" des
x

séries infinies non convergentes au sens classiques ( c’ est-à-dire, ce sont

des opérateurs pseudo-différentiels sur le bord ayant, en général, des

parties homogènes de tous degrés) même si l’on part d’un opérateur

différentiel très simple, tel que :

ou p ~ réelle, satisfaisant p(j) (0) ~~ 0 pour tout j. On peut alors

montrer que c(x.D ) = c(D ) -. E avec
x x j ;
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La série @ diverge en général.

Enfin il convient de signaler que, en vertu de la formule (22),
toutes les valeurs propres asymptotiques )~ sauf une au plus,

sont elliptiques d’ordre un. La condition (C) de Bolley et Camus revient

a dire qu’il y en a exactement une qui ne l’est pas : ainsi non -(C) signi-

fie que toutes les valeurs propres asymptotiques sont elliptiques d’ordre

. Cela correspond à la situation optimum :IP est hypoelliptique, avec

perte d’ un degré de dérivabilité tangentielle : t

C’est optimum puisque, si, pour un entier j quelconque,

fait gagner un degré

de dérivation.

Le raisonnement précédent montre que l’on peut avoir hypoellipti-
cité (tangentielle) et résolubilité locale dans des cas où la condition

(C) de Bolley et Camus est satisfaite. Il permet de plus de calculer les

symboles totaux des valeurs propres 
x

§ 2. LIEN AVEC LES RELATIONS DE QUANTIFICATION DE MASLOV

Maslov (voir [2]) a rattaché le symbole principal de certaines

valeurs propres asymptotiques, pour des opérateurs pseudodifférentiels de

type convenable, à des variétés lagrangiennes ad hoc du fibré cotangent
notre cas il s’agit d’opérateurs du type .

partie principale, pour t = 0, est 
1 
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Autrement dit. on suppose que les parties principales

il,.

sont liées par la relation Y° ~~ ~- X0, 
1 

et de plus, que 6~a __ 0. En négligeant

les termes qui appartiennent l’opérateur a étudier est
de 1 a forme

Son symbole princ,ipa.l est

tandis que son symbole sous-principal est égal, en t = 0, à

Suivant Maslov, et aussi Rockland nous allons associer avec
ié

chaque point 7 (complément de la section nulle dans le fibré co-

tangent au dessus de r) une famille (E&#x3E;0) à un paramètre de courbes
dans le plan Jt 

~ 
(à deux dimensions) des variables (t,r) (plan "transverse "

à T r dans La courbe Y E est définie par 1 1 équat ion

(E est l’ énergie, nécessairement 0) . On considère Y E comme une lagran-

gienne du plan munI de la forme symplectique dt A a On considère

les valeurs de E qui satisfont, aux relations de quantification

où Ind est 1’ indice de Maslov de Y E et ~ une forme de degré un quel-

conque, telle que diA dT, En supposant que l’on puisse trouver une
*

fonction réguliere E(x,=) de (x,E) E T F qui, (x;g) , satisfait

à (31) , i 1 existeYa une valeur propre asymptotique de P dont le symbol.e

principal est
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Nous faisons les calculs. Tout d’abord nous choisissons ~ = tdl

Dans ce cas on trouve

Dans le caclul de l’indice de Maslov de YE on se heurte au fait que

~~ n’est pas compact. Mais on va exploiter l’invariance de l’indice de
Ilaslov par transformations canoniques (en dimension deux). On fait le

changement de variables

qui transforme Y en l’ellipse
E

avec l’orientation O. Il y a deux points sur cette ellipse à tangente
verticale (parallèle a l’axe 00) et en chacun de ces points, do changedc

de signe de + en - (le long de l’ellipse orientée). Ceci donne un indice

de Maslov pour l’ellipse égal à 2 et nous prenons

En remplaçant (33) et (36) dans (31) on obtient

et si on tient compte de ceci dans (32), ce symbole devient

exactement égal a dans la situation présente, oi-i- 

’ 

0 
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