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XXII.1

Nous présentons ici des résultats dus a L. H8rmander sur les

opérateurs pseudodifférentiels a caractéristiques doubles.
§ 1. INTRODUCTION

Soit P un o.p.d. (opérateur pseudo-différentiel) classique dans
un ouvert ( C Ifl; on désigne le symbole principal par P et le symbole
2
o Py
O XJE

. s 1
sous-principal par Poq © Ppoi - 33

5]

Nous allons étudier sous quelles conditions sur P et Po_q °

on a hypoellipticité de P et 1'inégalité suivante (perte d'une dérivée) :

¥s€R , ¥Kaq, IC(s,K; ¥u€C (K
(1.1)
HU‘HS.H"_1 < C(S’K) (Hpulls+ ”uus.;.m_.z
ou H Hs désigne la norme usuelle pour 1'espace de Sobolev H®.

Dans le cas ou P est de type principal, cette étude est tres avancée (cf.
Tréves, Tréves—Nirenberg, Egorov) ;il semble que Egorov, dans son dernier
article (Uspehi matematitcheski Nauk,Tome XXX 2.(182)) donne une
caractérisation complété de la sous-ellipticité pour les o.p.d. de type
principal.

Nous regardons donc ici le cas des caractéristiques doubles :

pm(xo,go/ ={ = grad pm(xo,go) =0

33
On sait que, dans ce cas, le symbole sous principal (qui est bien défini
en un point caractéristique) joue un role important. Une inégalité du
type (1.1) n'euniraine pas nécessairement 1'hypoellipticité de P, aussi
nous supposerons en outre qu'il existe un céne convexe fermé propre

rc € tel que :
(1.2) p(x,£) €T, ¥x€q, ¥g € R\O

(Les résultats présentés ici étant microlocaux, oa pourrait supposer que

I dépend continiment de (x,€)).
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Lorsque (1.2) est vérifiée nous allons donner des conditions
nécessaires et suffisantes sur p _q pour que (1.1) soit vérifiée. On en

déduira alors 1'hypoellipticité de P et P

Nous ne présenterons dans 1'introduction que le résultat obtenu
dans le cas le plus simple ou 1'ensemble caractéristique est une sous-

variété ¥ et ou P, S 'annule exactement a 1'ordre 2 sur Y

(c, lg!dzslplsc lgld2>.

En un point caractéristique (x ,go), nous désignons la forme
quadratique qui commence le developpement de Taylor de P, en (xo,go) par

Q(v), v étant dans Tx §O(T Q).
0’

La forme bilinéaire symétrique associée Q(v,v') peut étre écrite :
(1.3) Q(v,v') = o(v,Fv")
ou 6 est la forme symplectique Z(Ej A dxj
On montre facilement que les valeurs propres de F/i (F est
défini par 1.3) sont dans [ ou - ; on désignera celles qui sont dans
r'\O par pj. Finalement, nous désignerons par No 1'espace des vecteurs

propres généralisés de F correspondant a la valeur propre O.

Théoreme 1.1 : Si pm s'annule exactement a 1'ordre 2 sur une sous-variété

v et si (1.2) est vérifiée, alors (1.1) est vérifiée si et seulement si

en tout point de ¥ @

(1.4) p>

m1 ¥ Q(v,v) + Z(zaji—l)pj £ 0

lorsque véNo . 0< o € Z.

3*
Cette condition implique que P et P sont strictement hypoelliptiques.

Précisons que @
1) Lorsque 5 est symplectique (0 non dégénérée sur 3), l= résultat est
démontré dens LI], E3j, EIOJ
2 2.2
Exemple P = DL+ tD] + 2D |

NO est réduit an radical de Q et la condition (1.4) s'écrit
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S
(1.4)" pm_1+2(2aj+1)pj £0, Ox< o € Z

2) Lorsque ¥ est involutive (1'idéal des fonctions qui s'annulent sur

§ est stable par crochet de Poisson), le résultat est énoncé dans [1].

2
Exemple ¢ P = Dt + XIDXI
La condition (1.4) s'écrit alors
(1.4)" p:_ia-Q(v,v) # 0 lorsque v € T (T*Q)

0’§0

3) Lorsque 0 a un rang constant sur &, le résultat est démontré dans
ESJ 2 2 2 2

2
Exemple : P =Dy + (t% +x )(Dx + Dy) + KIDXI

4) 11 sera démontré dans [2], qu'on peut, sous les hypotheses du théoreme

1.1, construire une paramétrix pour P dans la classe introduite dans [1].

Nous démontrerons le théoreme 1.1 comme corollaire d'un théoreme
plus général, moins explicite, mais ou on ne fait plus d'hypotheses sur
1'ensemble caractéristique ¥. Ce théoreme sera énoncé a la fin de
1' exposeé. i
Au paragraphe 2, nous montrerons qu'une inégalité du type (1.1)

implique des estimations uniformes du type :
(1.5) lul, = c[[(@eBu_, uwec (R

pour une famille de (Q,%) ou % € €, et Q(x,Dx) est un opérateur différen-

tiel dont le symbole est un polynome de degré 2 en (x,£).

Aux paragraphes 3 et 4, nous analyserons sous quelles conditions
on a des inégalités du type (1.5) pour (Q,K) fixé ou pour (Q,X) dans une

famille.

Au paragraphe 5, nous montrerons comment des estimations du
type (1.5) impliquent (1.1). On énoncera alors le théoreme général et on

donnera une esqulisse de sa démonstration.
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§ 2. THEOREMES DE LOCALISATION

On supposera dans une grande partie du paragraphe : m=1, s=0.
On met dans (1.1) des fonctions test du type suivant :
.< > ~
Pour x€K, £ € R\ 0, u(y) = ¢(y) v((y-x/[gD) V57 ou
© > n . . . . . p s
¢ € CO(Q), p=1 sur K et ¥ € C0 (R7). On en déduit 1'inégalité
(¥ K, I C, ¥(x,£) , x€K, EERNO ; ¥y € c:(R“)

- Pp
I |W|2dy < C I l}::::: (a)(x,§)|§|('a| |B|)/2 Z—BXjLIZdy

(2.1) larplez (B a P!
\ (1 e 1) IlﬁD 1% ay
la]+|pl <3
Faisant tendre £ vers 1's, nous déduisons
(2.2) [[lvl2ay < c 11m = [ ‘ Pi?é)(x,§>|§|(la|—|ﬁl)/2 fogi

|o+p|<2 PIY

+ po(x,g)wizdy

Que peut-on déduire d'une telle inégalité ? L'idée la plus simple est de

regarder ce que devient (2.2), lorsqu'on la regarde en un point caractéris-

tique (x_,tg ), le

=1, t = o.
20

On déduit de (2.2)

B

DV
. |2 > @ y | 2
(2.3) “\H dy < C I ‘|a+l3|= pi%ﬁ)(xo,go) a!g!""’ po(xo,go)\hl dy

Dans le cas ou 5 est une sous-variété réguliere sur laquelle 1 s'annule
exactement a 1l'ordre 2. On peut montrer que (2.2) est équivalent a (2.3),

mais, dans le cas général, on perd beaucoup d'informations comme le montre
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1'exemple suivant : on suppose que p1 s'annule a 1l'ordre 4 sur T, (2.3)

s'écrit simplement po(xo,go) # 0 sur £, ce qui n'est manifestement pas

suffisant pour 1'hypoellipticité.

On procéde donc plus soigneusement dans le cas général : on
considere une suite (xj,gj) avec x‘_j € K, gj — © telle que

%im pi?é)(xj,gj) = A On peut supposer que x5 x°

b
o
5500 °
o
e | 1e°]
J .
Ces hypotheses impliquent que pl(xo,go) = 0 et que,pour

(a) (a
lel + 18] = 2, 1im Pi(p) (x.,gj) = Ii(ﬁ) (x° '€ %) = 2,8

jm !

B.a B
E (y D +p% y )
“ap J. . On déduit

la|+]p|<2 Zar P

Posons Q°(y,D)

alors de (2.2) (en considérant 1'ensemble des suites (xj,gj) possédant

les propriétés ci-dessus et en passant a la limte) le théoreme suivant :

Théoreme 2.1° : : On éuppose que (1.1) est valide pour un s réel ; soit
o - - 2
K. ccK, Q(y,n) une limite de |§|1 " pm(X+y’§i 1/2,5 +T1|§|1/

1
K1 3 x—oxo £ = =, g/'él - go/lgoi. Alors nous avons : p(?é)(x°,g°)=:o,
B «a
|a+ﬁl < 2. La partie principale de Q est FZ:%:::lgola -m ((B)(xo’go)%T%T
a+p L

) lorsque

et on a :

(2.4) ! |2 ay < ¢ [[Q5(y,D)v leoji-m Py, (x°,e%v|%ay ; v € c:(lz“)

LC est indépendant de la limite choisie. On peut remplacer Q par t2Q(y/t,ﬂ/tL

On n'a pas d'informations dans le cas général sur les termes d'ordre in-

férieur de Q, mais on peut faire les remarques suivantes :

Remarque 2.2 : Lorsque P, s'annule a 1'ordre 2 exactement sur une sous-

variété lisse & (cas du théoreme 1.1), (2.4) cst équivalente a la méme

* Nous reprenons les notations générales (s,m)
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inégalité (2.4)' ou 1l'on suppose maintenant que les termes d'ordre inférieur

de Q sont nuls.

Remarque 2.3 : On suppose que P s'annule exactement a 1'ordre M (M> 2)

sur une sous-variété lisse ¥. Alors (2.4) est équivalent a (2.4)".

(24)" 01m M‘\
(E[C>O ¥(x,§)€g,Cs(|§| (x ,§)+J{) (v,...,‘v))
€o
*
¥vVvET (T Q)
xo’go
. PP g
ou & est définie pour ViseeeaVy €T (T*Q) par :
<' o’go
1 ~/ A
fi(vl,...,vM) = (X1 Mpm)X £
0’0o
N ~ ’\/ ’, 3
ou (Xl,...,XM) désignent des champs de vecteurs prolongeant (vl,...,vM)
L au voisinage du point (xo,go).

§ 3. ESTIMATIONS POUR UN OPERATEUR QUADRATIQUE FIXE (cf. [5), [8], [10])

On cherche a analyser dans ce paragraphe, sous quelles conditions

1'inégalité (2.4) est vérifiée pour Q° fixée.

On se donne une forme quadratique fixée Q, a coefficients
complexes, dans v=R"® R". V est un espace vectoriel symplectique pour

la forme symplectique :
O(V,V') = <§,X'>—<X,§'> y V. = (X,g), v = (X',g')

On peut supposer (cf. [10]) comme conséquence de (1.2) que :

r

(3.1) QV) cT ={2z; |Imz| < KRe 2}

]

On associe a Q la forme bilinéaire symétrique sur ch VC ou VC désigne le

complexifié de V. On dérinit ¥, 1'hamiltonien de Q par
(3.7 Qlv,v') = o(v,Fv'")

F ainsi définie est une application linéaire : V_~ V qui est antisymétri-
c
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que par rapport a o.
Rappelons qu'une estimation de la forme :

(3.3) all < ¢[]Q®(x,D)u + Bul , u € g(]Rn)

reste valide si Q est composée avec une transformation symplectique réelle

sur V. On peut alors énoncer le théoreme suivant

Théoreme 3.1 (cf. ES] ¢ On suppose que Q vérifie (3.1). Désignons par

] les valeurs propres dans ['\O de 1'hamiltonien F de Q/i et soit No
1'espace des vecteurs propres généralisés de F correspondant a la

valeur propre O. Alors l'estimation (3.3) est vérifiée si et seulement si :
(3.4) K+Q(v,v) + z(zaj+ 1);1‘_j £0
lorsque v € N , 0 < o € Z.

Esquisse de la démonstration

Les zéros de Re Q dans V forment un espace vectoriel W. On peut se
ramener au cas ou la forme symplectique s'annule sur W. On choisit des
coordonnées symplectiques x=(x',x'"), € = (E',e") telles que W est le

plan £" ; Q est alors un polynéme en x', g',x" seulement.

On a Ker F = W_ et ImF= wi- = {x;x"=0}. L'application F' induite
par F sur wi/’wc correspond alors a la forme elliptique
Q' (x',g") = Q(x',e', 0) de sorte que le spectre de F' est le spectre non
nul de F.

On en déduit la caractérisation suivante de N0 :

v € N0 est équivalent a Q(v,v') = 0, pour tout v' tel que x" = 0 (c'est-

a dire Wt) (en effet v € N0 o F2v = 0)

Comme 1l n'intervient pas de dérivations en x", on peut
clairement se ramener a 1'étude d'une estimation uniforme en regardant x"
comme prranmetre. L'implication (3.4) ® (3.3) s'obtiendra alors a partir

le ceri¢ ¢+ iination et d'un contrdle de 1l'estimation lorsque lx"l - o,
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On écrit Q sous la forme :

Q =<Ag',E'>+2<Bx',g'>+<Cx',x'> + <a,E'>+<b,x'> + ¢ ou a,b sont

des fonctions linéaires de x'", c est une forme quadratique en x'", A et C

sont symétriques.

Pour se ramener a la situation étudiée dans [10], on cherche

(Xéygé) = H(x") tel que

Q(x,g)

1]

Q'(X' _x(‘)’ gv _g:)) + Co

ou ¢, ne dépend pas de (x',E').

Un tel (x!, g!) vérifie

Q((xé,gé,x”,O), (x',g',0,e™) =0, ¥ x',g',g"

ce qui signifie précisément que v = (xé, gé,x",o) € N

Grace a une transformation canonique affine :
"o ¢” > (x,g) = (x'-1x$,x”,§' -gé,g”), on montre qu'on peut se ramener
a 1'étude de (3.3) pour

Q' (x',D'") + c, * x

étude qui est faite dans [10]

Cette inégalité est vérifiée pour x" fixé, si et seulement si :

v(2a, + Dp. +c +SfO0, O<a, €Z
J J o J

I1 reste a vérifier que <, parcourt, lorsque x" varie,1l'ensemble {Q(v,¥V),

\rGNo}. Or <, est la valeur de Q au point (xé,gé,x”,O) de NO de coordonnée

x" réelle.

Pour v € NO, on peut écrire v = v1+iv2 ou vy et Vo sont dans

N0 et ont des coordonnées (x",g'") réelles.

V-—v14-iv2 a des coordonnées (x",£'") nulles de sorte que :
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1}

Q(v,wv) Q(V1—1V2 s V1+1V2) + Q(v-v1+1v2,v1+ 1v2)

Q(v,) +alvy)

1'image de Q(v,v) lorsque v € N0 est donc le méme angle convexe que

1'image de Q(v) lorsque v(€ N ) a des coordonnées (x",e") réelles.
0 13

On en conclut le théoreme (en utilisant une remarque antérieure).

§ 4. ESTIMATIONS POUR DES FAMILLES D'OPERATEURS QUADRATIQUES

I1 est facile de voir que (3.3) reste vérifiée (avec un petit
changement de C) si J et Q sont remplacés par (X',Q') avec £- X', Q- Q'
suffisamment petits, rang Q=rang Q', dim No = dimN(') . C'est le cas
étudié dans [5_} . Mais de petites perturbations de Q peuvent augmenter
le rang et diminuer No' Dans le cas général, sous des hypotheses peu

restrictives, Hrmander démontre le théoreme suivant :

Théoreme 4.1 Soit./‘é/ un ensemble de paires (Q,%) ou J6 €¢ ot Q est une

forme quadratique dans Rn@ R" , dont 1'image est dans un angle fixeé

r = {z;lIm zl < KRez }. On suppose que J8 et les valeurs propres de
1'hamiltonien de Rero}lt uniformément bornés lorsque (Q,%) E./Ié Alors
(3.3) est vérifiée pour une constante C (indépendantée de (Q,%) E/é) si

et seulement si il existe des constantes €,6 telles que :
(4.1) 5 < |H+ Q(v,v)+2(2aﬁ+1)pj|

si (Q,%) 6}{;, 0< o € Z, o €T, ipj est valeur propre de F,

1'hamiltonien de Q, v appartient a 1'espace engendré par les vecteurs

propres généralisés de F correspondant aux valeurs propres de module < g.
L.

Breve esquisse de la démonstration

On peut supposer (invariance symplectique) que, pour tous les

(Q,%) danij[; , la partie réelle ReQest de la forme :

nu T

Re Q = Zl 7{2. x2.+§2.) + 22 x'?.' . On peut se ramen: au cas ou n, et n
1 3T gy e

1
sont fixeés. n,+n, = n. I1 suffit de montrer que toute suite (Q /)
v' v

satisfaisant 1'une des deux conditions (4.1), (3.3) contient une sous-
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| o2 2 DM o
suite satisfaisant les deux. Ecrivons ReQ - § 2 (x.-+§.) + % x".
v Iy J J J
1 n +1
1
Comme les va sont bornés uniformément, on peut supposer que

lim X'v = Xj existe pour tout j. On réordonne les coordonnées de telle
Yy = ®©

sorte que Xj £0 (j <n') et lj =0 (n'<j < n =n'+n'").

On écrit x={x',x",x""), avec x' = (x xn,), x"=( X

X e
nt+ 1 ’ n1

EREERE

x"' = (xn1+1,...,xn). On introduit la suite Qv(x',g',x"/%v,g”/lv,x”’)
dont on peut extraire une sous-suite convergente vers Q(x',g',x",g",x"').
L'intérét de cette homothétie (qui n'est pas une transformation symplecti-

que) réside dans la propriété suivante

Lemme 4.2 : On désigne par Nv 1'espace propre généralisé correspondant
aux valeurs propres de l'hamiltonien de Qv tendant vers 0, alors la
limite de 1'image de Qv(v,G) lorsque v € NV est égal a 1'image de

Q(v,v) lorsque v=(x',g',x",g",x"") vérifie :

(4.2) x',g',...,x""3;3y',1",0,...,00 = 0, ¥ (y',n").

On montre dans une deuxieme étape le lemme suivant

Lemme 4.3 : On suppose gue (Qvénv) vérifie (3.3), et que Xi«wsﬁ. Alors

il s'en suit que @

(4.3) X-q(v,v) + ¢ (21'-3 + 1);1j £0, O0c< a; € %
\"
ou verifie (4.2), et les p. sont les valeurs propres dans ' \O de

1'hamiltonien de Qw/i (on Q, est défini par Qw(x,g) = Q(x',g',0,0,x"").

L

On en deduit alors que (QV’EQ) vérifie (4.1) uniformément grace
au lemme 4.2. Réciproquement si (QV,X%) vérifie (4.1) uniformément, (Q/R)
vérifie (4.3) et la démonstration bompléte du théoreme résultera du lemme

suivant

Lemme 4+ 4 1 Or cipjose gue {(Q,K) vérifie (4.3), alors la famille (Q ,/4 )
v’y

e —

wliites . o c-aisvrmement,

i
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. . . .3 s
Esquisse de la demonstration du lemme 4.4 : On considere Q comme un

opérateur pseudo-différentiel en (x",x"') a valeur opérateur sur des
fonctions de x'. On pose dans cette démonstration t= (x",g'",x"').

(4.3) implique (grace au th.3.3) que :
Q(x',D',t) +Kk

a pour tout t réel un inverse E(t) qui est continu de L2 dans 1'espace

de Hilbert B des fonctions u € L2(Ifl) telles que :

2 = 22— P2 < .

(a+p)<2

. oo . . .
Cet inverse est C en t et on a de plus les estimations suivantes @

(4.4) ¥ a,B,y, la] + 1Bl <2 , 3 c,

(e fep VI r2=Tal=Telypr e pbe < ju) , we ™)

Par un argument de perturbation, on construit pour
Qv(x',g',x"/lv,g"/lv ,x"')-hxv un inverse Ev(x”,g”,x"') vérifiant
uniformément (4.4). On pose alors E; Cx”,g”,x"')::Ev(lvx”,lvg",x”') et

" P!t NS
€ (x,Du = (2m) ™" J 1 TXHE
v

Va
E;(x”’g"’x"l )u(x! ’gn’x"!)dg".
On peut montrer en utilisant le théoreme de Calderon-Vaillan-
court [4] et (4.4) que Ev(x,D) ainsi défini est continu (uniformément)

dans L2(R™) et que @
(Q5(x,D) +B)E =T + R
v vy v

avec HR H —
On en déduit alors que EV(I-+RV)_1 est uniformément borné en tant
2 . ,
qu'opérateur de L= (R™), ce qui démontre le lemme.
Lorsque (Q,%) est une famille compacte et que Q est de rang constant
(cas ou 1'ensemble caractéristique est une sous-variété lisse), on a le

corollaire suivant :
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Corollaire 4.5 : Soit JL un ensemble compact de paires (J,Q) de nombres

complexes % et de formes quadratiques Q dans R"® R" avec image dans un
angle ['. On suppose que toutes les formes Q qui interviennent ont le

méme rang r. Alors (3.3) est vérifiée uniformément si et seulement si :
(4.5) 36 + Q(;,V)+2(2aj+1) “j £ 0

lorsque (Q,%) E./«(o , 0 < aJ. € Z, p.j sont les valeurs propres € [ de

1'hamiltoni=2n de Q/i, et v est un vecteur propre généralisé correspondant

a la valeur propre O.

Déemonstration : Il suffit de montrer que, lorsque le rang est constant

et qu'on considere une suite Qv qui tend vers Q, l'image de Q (V,v)

lorsque v € N, est la limite de 1'image de QV(?, v) lorsque V€ NV, (vo ),

§ 5. ESTIMATIONS GLOBALES ET HYPOELLIPTICITE

On va essayer de recoller tous les morceaux pour énoncer le

I ~ ’ ’
théoreme genéral.

a) Lorsque l'on fait 1'hypothese (1.2), on peut se ramener au cas ou 1l'on

a
2 23 2 m
(5.1 °Pm m
‘——BX |+ 'g] E-gg-»' < C !gl Re pm(x,g)
On déduit de (5.1) (lemme de Radkevic [9]) la propriété suivante :
(5.2) ¥Kccq, ¥s, I C(s,K) , ¥ ve C:(K)

o p () n
}13 P (x,D)ul]S+1/2 ¥ ;l; Hpm(j)(x,n)u”s_l/2 < CS’K(HPm(x,D)uHS

+ H uH s+m-1

Une telle inégalité conjuguée avec :

(5.3) 1s €RrR, ¥Kceca, Jg , *ut C:(K)

\‘u‘lso+m_1 < CK(HPuHSo + Hu|\s,) (avec s' <s_+m-1)
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permet classiquement de déduire 1'hypoellipticité de P ((5.3) est alors

vrai pour tout s).

On se ramene donc ainsi a la vérification de (5.3).

b) Dans une deuxieme étape, on montre (on suppose m=1) que, si 1'esti-
mation (2.4) est vérifiée avec une constante uniforme pour toutes les
limites Q définies au théoreme 2.1, alors il existe, pour tout Kc <

A

une fonction e(f* (qui tend vers O quand £ = ®), telle que, lorsque

x €K, on ait :

' -—
(5.9 [lvl®ay = (c+1) IL.H:‘3|S2 pi?é) (x,g)lgl('al Iﬂl)/zy%;Wpo(x,g)\lflzdy

+e@) [ 2 1yP%l%ay L ¥ v e C(RY
la+Bls3 y °

¢) La derniere étape consiste a montrer que (5.4) = (5.3). Celle-ci
peut se faire par Ja méthode classique L?], mais une variante de la
méthode jutilisant le théoreme de Calderon-Vaillancourt [4jqpermet de
simplifier la démonstrafion. Nous 1'esquissons seulement :

soit 9 € CC(RY, |9 =1 et posons

(5.5) 3(x,8,7,M) = 9(x-y).r(M). o(E€-1/r(n)

ou r(1) = (1 |n]%H/*

® . _n
Pour y dans CO(II), on pose

ei<x,g>

(5.6) Tulx,y,m) = (207"} & (x,e,y,M)ulE)de

C'est "en gros" la partie de u qui a son support a une distance 1/r(n) de

y et son spectre a une distance r() de 7.
On a :

(5.7 1[I mlx,y,m |Paxayan - [lal%ax] = c|ly? e C (RY
-1/



XXII.14

Comme d'habitude. on introduit un parametre &, 0< & < 1, en remplagant
¢ par @6(x) = 6n/2@(6x) , T par T6 et on vérifie
(5.8) Iim r(g)la"lﬁlnni p” B, (x,8,.. 0 o < €, Cq add

E—om L a

> (y,m)

. a
ou C, = D || -

On peut donc regarder T6 comme un opérateur pseudo-différentiel

d'ordre O et de type 1/2, 1/2 a valeur dans L%y m
9

On peut alors démontrer le lemme suivant

Lemme 5.1 : Soit P un opérateur pseudo-différentiel vérifiant (5.4).

Alors, pour tout compact Kcc (), il existe une constante C, telle que

1
pour & > O (arbitrairement petit) et tout uc dz(K) :
\ 1 o (J) | n‘
(5'9) Huflo < C]_Hmno + (5(“11”0 +§ le (X’D)uhl/z + yi"l\P]_(j)(x’D)uH_i/z)
 Collull_y g
Le lemme résulte du contrdle de
T Pu - Py,ﬂ(Téu)HLz
X,y,ﬂ
ou
(x—y)ﬁ(D -m*
- E (a) X
(5.10) Py’n(x,D) = sy pl(ﬁ)(y,ﬂ> Bl a! + Po(y,ﬂ)

On démontre en effet en utilisant le théoreme de Calderon-Vaillancourt

et (5.8) que

(5.11) [T Pu - Py

ATl s el Zlp el 2 g g Gomal 1

X,X,ﬂ
+ C@‘l“H_ 1/4

Si on rewaiyue gque P est, a une homothétie et une translation pres,

DA A

1'opérateur intervepant dans {5.4). On applique (5.4) a.ec Y(x) = Téu(x,y,ﬂ}
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(attention au changement de notation (y,x,£)) dans (5.4) est devenu
(x,y,0)), on integre par rapport a (y,7), et utilisant (5.7), on en
déduit, modulo quelques détails techniques, 1'estimation (5.9)).

(5.2) et (5.9) donnent alors 1'estimation (5.3).

d) Enoncé du théoreme

On peut regrouper les résultats des paragraphes précédents dans le

théoreme suivant

Théoreme 5.2 : Soit P un opérateur pseudodifférentiel proprement

supporté dans () C R" tel que les valeurs du symbole principal P sont
contenues dans un angle " € (<n ). Alors les conditions suivantes sont
équivalentes, pour tout Kcc(

(=]
i) 30K s ¥ u € CO(K)

lell,_, < clllpull, +livll,_p) .

ii)  ¥s, ¥s', EIch’S’S, ; ¥ u €C (K
lellgga = G g g0 (IPsll, = 00,00
iii)  Si Q(y,m) désigne toute limite de |g|17™ pm(x+y}g!‘1/2,§ -qlelt/?)
lorsque §/|gl - §0/|§0|, et K3 x - xo, alors
[Iv¥lay < cf 13, mw+ [g°11™™2 (e vlay ; % v e (R
ou C est indépendante de la limite choisie.
iv) I1 existe une constante 6> 0, dépendant de K, telle que :
6 < |lg°It ™ pe_ (x%,2%) + AT, - £(2ay + 1)pj|

. ~ 2 ’ s e o
ou Q(y,yo,n,no) =y Q\y/yo, n/yo) avec Q comme dans iii), O < aj N/

et ”j sont les valeurs propres dans [ de l¢hamiltonian'de 371, tandis que

3

v est ¢:ns l'esvpace eungendre par des vecteurs propres généralisés appar-

Lfenant aux valeurs propres de module < 6.
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Remarque 5.3 : En utilisant le corollaire (4.5), on trouve le théoreme

1.1.

Remarque 5.4 : On retrouve comme cas particulier, le théoreme de

Radkevit [8], [9].
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