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XIX.1

Nous présentons ici certains résultats de Folland et Stein parus dans (5] :

(o
§ 1. RAPPEL SUR LA DEFINITION DU ab

Soit M une hypersurface réelle de Cn+1

, définie par 1'équation
r = 0, ou r est une fonction de classe Cm, telle que dr # O en tout point
de M. On désigne par :%$’q 1l'espace des formes différentielles de type
(p,q) , restreintes a M, et qui sont orthogonales en chaque point de M

a 1'idéal engendré par 3r.

Si ﬁpecgp’q, soit ¥ unprolongement de ¢ dans un voisinage de M.

’ 3 . 3 - 1 . . th 1 = .
Par definition ab? est la projection orthogonale de awlM sur éBp,q+1

Cette projection ne dépend pas du prolongement choisi ; en effet si V¥
et ¥' sont deux formes définies dans un voisinage de M, ayant méme
restriction sur M, alors V-V¥' = rg, d'ou 3(¥-¥) = gr/\e4-r§'e, et par
suite la restriction de 3(¥,y) a M appartient a 1'idéal engendré par 3r.
On vérifie enfin que 1'espace pr q et l'opérateur‘gb ne dépendent pas

b
de la fonction r particuliere.

L'opérateur 3y ainsi défini possede les propriétés suivantes,
qu'on déduit aisément des propriétés correspondantes pour le 3 :

1)ab=0

3 ST o wae (-1)P*Y I

2) 3 (9 W) = 3,0, ¥+ (-7 e, 3, ¥

3) Si W est un vecteur tangent a M anti-holomorphe, et si fé(iD(M),
<5bf,w> = Wf.

Pour étudier le complexe ainsi défini, on introduit 1'adjoint

formel de 3, , soit 2" B - , et le "Laplacien" associé
b b P,q

p,q+l
Ub :'gb§%-+ bbb C'est cet opérateur que nous allons étudier dans le cas
particulier ou M est la sphére unité de Cn+1. Nous indiquons sommaire-

ment au § 9 comment on peut, a partir de ce cas particulier, obtenir des

résultats dans le cas ou M est strictement pseudo-convexe.

(o Pour plus de détails, voir le chapitre 5 de [1].
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§ 2. GROUPE DE HEISENBERG

Soit A le champ de vecteurs normal a M. Le champ'3 qui s'en
déduit par multiplication complexe par i est un champ tangent, qui joue
un réle tres particulier : par exemple, c'est une direction caractéristi-
que pour Db' De plus, des travaux antérieurs (voir [2} pour 1'étude du
noyau de Poisson-Szegl, et [4] pour le noyau de Bergman) ont mis en
évidence'&'anisotropk:du plan tangent. C'est pour ces raisons qu'on
utilise, de préférence a la boule unité complexe, sa réduction comme

domaine de Siegel de type II, dfie a Piatetskii-Shapiro (voir [3]). Soit

n
D 1= {ce £n+1 :Zﬂ Cj|2 - Im Co < 0}, et sa frontiere
1

n+
n+1 | D0 2
M =3b . ={Ce¢c :§Igjl -Im¢ =0}
Un sous-groupe du groupe des automorphismes holomorphes de D est

n+1
particulierement important. Désignons par Hn la variété Rx €7, muni du
n

produit (t,z).(t',z') = (t+t'+2Im & zjzs,z+z').Hn est un groupe de Lie
1

nilpotent, que 1l'on fait agir de maniere affine et golomorphe sur Cn+1

par (t,z). £ = (', avec Cé = [ +t + i|22|+-2i N CjE..

o 1 j
Y= GL+ 2z,
gJ GJ J
" 2
Cette action de Hn préserve la quantité ¢ ‘le - Lngo ; donc Hn opere
1

sur Dn+1 et sur Mn ; en fait il agit simplement transitivement sur Mn ,

de sorte qu'on identifie Mn avec Hn’ via

(t,z)e—(t,z).0 = (t—+i|z|2,z ,Z ).

102
on va utiliser les champs de vecteurs invariants (a gauche) sur Hn pour

écrire explicitement 1'opérateur U Une base est donnée par

b
X, =P~ + 2y, 2 |y -2 _2x O T L
3T Yint v iTdyy T TRt at
ou 1'cn a posé z. = x. +1iy. (1< j <n). Les relations de commutation
J J J sont

s'cécrivent [Xijj = 4T, tous les autres crochets/nuls. C'est par analogie
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avec les relations de commutation en mécanique quantique qu'on a baptisé
Hn groupe de Heisenberg. On introduit aussi les champs complexes
zj = 1/2(Xj-in) etxzj = 1/2(Xj+-in). On munit Hn de la métrique

invariante a gauche qui rend la base précédente orthonormale,et on

note dwl, dwz,...,dwn,dwl,...,dﬁh,T la base duale. Un élément ¢ de
ABO(e) . ces N —J . . . . .
S%,q s'identifie a @::3 @de , ou dJ = (31,...,Jq), avec 1< Jl<...< JqS n,
et dWJ = de A "’A.dﬁj . Le calcul de Db fournit explicitement
1 q
i 7 £ W 1
b(Zdew ) = 5( n_zqch)dw , ou pour 2 € R, on pose
J J
n
£a = _%- E(Zij4-Zij) +iaT . On est donc ramené a 1'étude des opérateurs
1

scalaires £a'

§ 3. CONSTRUCTION DE LA SOLUTION FONDAMENTALE

Le domaine Dn+1 possede d'autres automorphismes que ceux de

Hn auxquels vont correspondre des invariances de Ia. A chaque r,

0<r<e, on associe 1l'application qui a (¢ o’C ) € €n+1 fait correspondre

(r2 Co,rC ), qui induit sur H 1'automorphisme r(t,z) = (rzt,rz). On
obtient ainsi un groupe d'automorphismes a un paramétre de Hn' L  est
en un sens évident homogene de degré 2. Définissons la '"norme'" de (t,z)
par [(t,2)] = (t2—+|z|4)1/4, de sorte que |lr(t,z)] =r|(t,2)|. Enfin une

transformation unitaire en z conserve Dn+1 , et aussi £a' On est donc

amené a chercher une solution de £a@a::0 sur Hn‘\{O} sous la forme

- 2 , , , o .
@a(t,z) = | (t,2)] 2nf(t/l(z,t)l ). Résolvant 1'équation différentielle
que doit satisfaire f, on trouve alors, a une constante prés
_(252) - (n-a/2)
v (t,z) = (|z|2-it) (lz‘24-it) . Enfin, on montre, par
@ 52-2n_n+1
approximation que fa@a = caé, avec ¢ _ = — enpolit Le point important
I ( (==
2 2
est que Cy = 0 précisément lorsque a = lLn, i(n+2),...Si ca;{O, on dira
que a est admissible, et on pose @1 = c;lwa Hn est muri d'une convolu-

tion, définie par

(¢)

le cas p#0 n'apporte aucune difficulté nouvelle, si ce n'est de

notation.
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£# g(u) = J'f(v) g(v_lu)dv = j'f(uv_l)g(v)dv,

pour les fonctions a support compact, et qui s'étend dans les conditions

habituelles aux distributions. Si o est admissible, on pose

K f=1% ¢ . £ étant invariant a gauche, alors £ K f=f# £ b = f 3
a a a a o a'a

mais comme la relation est vraie pour tout a admissible, et que 1'adjoint

[] £ ’ . = .
de £a n'est autre que _g’ On en déduit que Ka£af f

Théoreme 1 3 Si a est admissible, alors £a est localement résoluble,

et hypoelliptique.

. + + . .
Par contre, si a=-n, —(n+2),...,¢a est une fonction possédant une

singularité a 1l'origine, et cependant £a?a = 0.

§ 4. DISTRIBUTIONS HOMOGENES SUR Hn

Pour obtenir des inégalités fines sur 1l'opérateur £a’ on va
développer une théorie des distributions homogenes, et notamment des

distributions en valeur principale, analogues aux noyaux de Calderon-

Zygmund dans la théorie classique.

Si f est une fonction définie sur Hn\{O}, on dit qu'elle est
homogene de degré A, si pour tout r>0, f(ru) = rxf(u) ; si F est une
distribution, on dit qu'elle est homogene de degré A, si pour toutr > o,
et toute fonction gG(ip(Hn), F(g(r.)) = r2n+2er(g).

Si f est une fonction homogéne de degré -2n-2, localement
intégrable en dehors de 1'origine, on peut définir sa valeur principale

He on montrant que

) f(u)du:p.Log-—11
f a
aslulsb

Si He = 0, on peut alors définir une distribution en valeur principale,

en posant

F(g) - (PVE)(g) - lim I f(u)g(u)du::j f(u)g(u)du-+j_ f{w {r(u) -g@adu,
e~0 ,u|=e uPl hﬂsl
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la derniere intégrale étant absolument convergente.

Supposons f réguliere en dehors de 1l'origine; on a alors

1'analogue suivant du résultat de Calderon-Zygmund.

Proposition : L'application gr g#* (PVf) s'étend en une transformation

bornée sur Lp(Hn) pour 1<p < =,

La démonstration se déroule en deux temps : on montre d'abord
que l'opérateur ainsi défini est borné sur L2 : comme le recours a
1'analyse harmonique du groupe Hn semble difficile, on va utiliser un
découpage '"'presque orthogonal™ de 1'opérateur en cause (obtenu en
tronquant le noyau f suivant les anneaux 2—j_1<'u| < 2‘j), en un

sens que précise le lemme suivant, du a Knapp et Stein.

Lemme (de Cotlar)) : Soit (Aj) une famille d'opérateurs d'un espace de
Hilbert, telle que
1) Sup.lAjH < C< +o

* I - 4]
2) l]AzAj]‘sC e , HAzAjH < Ce , avec 0<e<1,

alors l'opérateur T A, est borné sur L.
i
Une fois le résultat L2 acquis, on adapte a Hn la théorie
classique du découpage de Calderon-Zygmund des fonctions de L1 pour obte-
nir 1'inégalité faible correspondante. Le résultat LP s'en déduit par
interpolation a la Marcinkiewicz et dualité. Pour les distributions
homogenes de degré supérieur, régulieres en dehors de l'origine, on a

un théoreme analogue, dont la démonstration est plus simple.

Propotision : Soit F une distribution réguliere homogene de degreé A,

-2n-2<A< 0 ; 1'application g— g# F s'étend en une application bornée

de LP dans LY, ou 1/q = 1/p-2A/2n+2 -1,1<p < q<=, et de 1! dans
2n-2
- (=) -¢

Lloc
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§ 5. ESTIMATIONS LP? ET LIPSCHITZ POUR g .

Désignons par Li 1'un quelconques des 2n champs de vecteurs
invariants a gauche Xl’x2""’Y1""’Yn' Les (Li) engendrent 1'algébre
de Lie de Hn’ puisque T:=1/4£XiYi] ; ils permettent de définir une filtra-

tion de 1'algebre des opérateurs différentiels invariants a gauche , en

posant

a, = 1'espace vectoriel engendré par 1l'identitée et les produits
La "'La , avec j< k. En particulier T est de degré 2 pour cette filtra-
ti%n J

Les espaces S£ qu'on introduit sont les analogues des espaces

classiques de Sobolev, adaptés a l'anisotropie de Hn
SE = {reLP,preLP, pour tout pég,}

munis de la norme évidente qui en fait des espaces de Banach.

Théoreme 2 : Soit a admissible, et 1<p<eo, kO0,1,2,...

Alors \lpr’k+2 < cp,k(l\safl|p,k+ Hpr).

Théoreme 3 : Soit o admissible, F et G des distributions telles que

LaF= G sur un ouvert U de Hn' Alors

P P
GE Sk(U,loc) = FE Sk+2(U,loc) 1 < p<o

Ge LP(U,10¢) = FELY(U,l00), p>1

1 e } 1/q=1/p~ 1/n+1
GEL (U,loc) = FELY®(U,100), p=1

Esquissons la démonstration du théoreme : on a f::Kaﬁaf, et
par suite £af - LiLjf est donnée par la convolution de f avec LiL'Ka
qui est une intégrale en vp ; d'ou HLiLijp < Cp(H£apr). D'ou

2n

2n
Illp,5 = el Elegelly o2 Mngtyely = ¢ e gl il

car il est facile d'estimer HLijp par C(HL?pr+-Hpr), en ntilisant la

formule de Taylor pour f(u.Y(t)) ou y(t) est le groupe a 1 parametre
engend:r& par LJ. On a donc démontré 1'inégalité désirée lorsque k=0. Le
cas général s'en déduit en montrant que les intégrales singulieres

préservent non seulement les espaces LP. mais aussi les espaces Si.
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On peut également introduire des espaces de Lipschitz adaptés
a Hn’ en utilisant la "norme" Il, au lieu de la norme euclidienne :

pour 0<B<1, FB={f€L°° n c°, sup | £(vu) - f(\r)l/lulB < =}
u,v

pour p=1, T, = {re1” n c®, sup | f(vw) +f(vu—1) -2f(v)/|ul <=}
u,v

N foe) o

pour B:[Bj +B' r={feL Nc°, DfEFB, , pour tout D € a[ﬁ]}

On montre que les distributions en vp op‘erent sur les Fﬁ’ et que les
distributions homogenes d'ordre supérieur sont régularisantes dans les

espaces FB. On en déduit les résultats de régularité suivants :

Théoreme 4 : Soit o admissible, F e_t G deux distributions telles que

.CaF = G sur un ouvert U di Hn. Alors

GE€ Tﬁ(U,loc) => Fel', ,(U,loc) O0< B <o

p+2

2n + 2

G € LP(U,10c) = FET_(U,l0oc) B=2 -

B >0

Remarque : Pour retrouver les résultats classiques de Kohn-Nirenberg et
Radkevic, il faut étudier les relations entre les espaces de Sobolev

(resp. de Lipschitz) classiques et ceux introduits ici, on a essentielle-

ment

Y P
Sk o Lk/z(loc) et 1"‘3 c Aﬁ/z(IOC) .

.

Enfin, il existe un lemme de Sobolev reliant Sﬁ et I a savoir

l39

Sf; c TB(loc) si P=k- 2n+2

> 0.

§ 6. RETOUR SUR LES VALEURS EXCEPTIONNELLES

L'analyse harmonique du groupe de Lie nilpotent Hn est bien
connue : en dehors des représentations triviales sur le centre
G - {(t,0)} qui correspondent aux caracteres de Rznz Hn|‘6 , les
représentations unitaires irréductibles de Hn sont indexées par un
nombre réel A £ 0 : o opere sur L2(Rn) par
_ ei?\(t+ 4€ .y -2x.y)

(nx(t,x,y).f)(g) f(g - x).
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cette représentation T détermine une représentation dn, de 1'algebre

A
de Lie de Hn par des opérateurs non bornés sur L2(If5, mais a domaine
dense, qui s'étend a l'algébre des opérateurs différentiels invariants

a gauche. En particulier dﬂx(£a) est 1'opérateur différentiel donné par

1 P 2 2 2

(amy (£)£(8) = 7 £ (162755 (g) -9 f(g)) - anf(g)

1 JE .
J
Dans la somme, on reconnait (a une homothétie de rapport 27'14 pres)
1'opérateur de Hermite n-dimensionnel. Il possede un développement en
fonctions propres (produits de fonctions d'Hermite), et on sait que son
spectre est n, n+2,.... Par suite, si a est admissible, £a est inversible
(au sens algébrique), alors que si a ne l'est pas La possede un noyau

de dimension infinie.

§ 7. CAS D'UN OUVERT STRICTEMENT PSEUDO-CONVEXE.

Revenons au cas général, et soit T=i(3 -3)r ; 7 s'annule sur

les vecteurs holomorphes et antiholomorphes tangents a M. Par suite
i 7)) = -+ Z)-7Z - zHr L Z.
(*) -iat(z,,2,) = 2{21("’22) z,(7,2,) 1([zl,z2j>}_2r([z1,22])

Si la forme hermitienne ainsi définie (appelée forme de Levi) est
définie positive, on dit que M est strictement pseudo-convexe. S'il
en est ainsi, on peut consgggire en chaque point € €M un syst‘emen de

coordonnées dans lequel M/"osculatrice" a 1'hypersurface Imzo:zzlz.lz.

1
En effet choisissons au voisinage de £ un repere de vecteurs tangents

holomorphes (Zl”"’zn) orthonormés en chaque point pour la forme de
Levi, et soit T le champ de vecteur dual de la forme 7. Par un
changement de variable affine, on peut toujours supposer que les

coordonnées Qo, C Qn ont été choisies de sorte que, au point g

EEEREY
a‘%. = 2y
J
dr = - Im dgo
Mais d'apres la formule (%) Q—I;:—(g) = 2 35r(Z,.zk)(§)
3 (30, J

-i dT(Zj,ﬁk)(g) = &,
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Par suite, le développement de Taylor de r au voisinage de g s'écrit

n
ng, +Z1C |2 Rex 2 (£38,6, - oCle el + el

r =
1 J ik aC aC

. 2

On pose alors 25 = Qj (1<j < n) et z, = QO“l p S (g)g Q on
ik 36 %%

définit ainsi un systeme de coordonnées (le jacobien vaut 1 en g) dans
lequel

n 2 3

r = - Im zo+-§ |zjl -+O(|zo|lz|+|z| )

soit ®(g,1) = ®

(m) 1'élément de H qui représente 7 dans le

g
systeme de coordonnées d'origine € ; 1l'application (® est bien définie
dans un voisinage U de la diagonale de Mx M ; si y est une fonction
égale a un dans un voisinage plus petit de la diagonale, et a support
dans U, on pose Kq(g,ﬂ) = y(g,n) ¢n_2q(c>(ﬂ,§), et soit Aq 1'opérateur
intégral dont le noyau est Kq. Alors Aq est une paramétrix de Db’ en ce

sens que 1--DbAq et 1--AqDb sont des opérateurs régularisants (au sens

des espaces Sﬁ). A partir de lh, il est possible d'obtenir des résultats

de régularité pour Db’ analogues a ceux des théoremes 3 et 4.
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