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XVIII.1

.
AVANT-PROPOS

L'approche que nous présentons ici, sous sa forme la plus
récente, a été élaborée en liaison avec les problemes de la théorie
quantique relativiste depuis 1967-68, et a été développée depuis dans
différentes directions [1]. Nous nous restreindrms ici a certains aspects

des résultats obtenus.

Le paragraphe i est une introduction aux problemes de la
structure analytique des distributions et rappelle certains résultats

simples obtenus a 1'aide de la transformation de Fourier.

Le paragraphe 2 introduit la transformation de Fourier généra-

lisée et la notion de support essentiel.

Les théoremes correspondants de décomposition des distributions
en sommes de valeurs au bord de fonctions analytiques sont alors

présentés dans le paragraphe 3 (théoreme locaux) et 4.

Enfin le paragraphe 5 décrit certains résultats sur 1la
multiplication, 1'intégrale et la restriction a des sous-variétés des

distributions.

Les résultats présentés sont voisins de certains de ceux obtenus
par Sato, Kawai, Kashiwarva (SKK) LZJ et il existe aussi des liens avec
certains des concepts introduits par L. HYrmander [3]. Nous préciserons

ces liens au cours de 1'exposé.

¢ Les résultats de cet exposé sont comme ceux de 1'exposé n° XVI, [0]

dus a une collaboration entre J. Bros et le priésent auteur.
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§ 1. INTRODUCTION

Pour fixer les idées, considérons d'abord une distribution
s o2 n . AP . .
tempérée f definie surﬁR(x) , et supposons pour simplifier que f décroit

suffisamment a 1'infini.

On montre facilement a l'aide de la transformation de Fourier
qu'il existe toujours n+ 1 distributions fi’ dont chacune est valeur au
bord (au sens %%s distributions) d'urne fonctionl‘i analytique dans un
tube R%+ i ri”/F& est un cdéne ouvert conyexe (de sommet 1'origine) dans

n o

R(y) , telles que :
f=%f dans RY (1)
B ans ®x :

I1 suffit pour le voir de considérer la transformée de Fourier
? de f (qui est ici une fonction réguliére) et %%nxgi%%vrir 1'espace
dual Rr(lv) de Rr(!x) (ou R?.w ) par n+ 1 cdnes/fermés saillants C, de
sommet l'origine. Etant donné une partition {Q}, i-1,...,n+1, de
1'unité dans R?V) par ‘des fonctions 91 tellgé que suppeiC:Ci, i, la
décomposition (1) est obtenue directement par transformation de Fourier
inverse de ?’z ; (?ei)h: la transformée fi de ?91 est en effet, en vue
des propriétés ée support de ei. valeur au bord dans.R?x) d'une fonction

.o
C. (f.
i —i

f. analytique dans le tube R" +i1“i dont la base Ty est le cOne dual de

~
étant la transformée de Laplace de fei)'
La méthode utilisée montre aussi que la décomposition (1) est
non unique, les distributions fi et les cones T dépendant de la décompo-

. n -
sition de R(x) choisie.

~
Propriétés de décroissance exponentielle de f et structure analytique de f.

~ Sy . .
Si maintenant f présente des proprietés de decrovissance exponen-

tielle uniforme eu dehors d'une union (finie) de cOnes convexes fermés

saillants C. (de sommet i origine), la meme méthode montre de plus que f

e —————— ¥ . T, MOATSS W T T .

L'indr2 2nire vparentheses dans RY Rn ‘Rn En =:Rn + iRn
R < vt wdars e e ey aae v~ (X) 9 (\"’)9 (‘ ) ’ { Z) (X) (y) s
etc...goprt tel uniquement a désigner le nom des variables dans 1'espace
r" , ¢".... considéreé.
) Ci = {viv.y = 0, ¥ yE& Ti} ou v.y designs oo produit habituel
n

o g RV
LN v 2. ¥ . P’ I

-
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est, dans lfl, somme de distributions fj’ valeurs au bord de fonctions
analytiques ij suivant les directions des coOnes Fj, duaux des cones C.
(1a contribution du complément de U C. a la transformée de Fourier de

?/est en effet analytique dans un tubg entourant les réels).

Réciproquement si f est valeur au bord dans R?x) d'une fonction
analytique f, suivant les directions d'un cone [, respectivement est
somme de distributions fj valeurs au bord de fonctions analytiques
suivant les directions de coOnes rj’ 1'on montre (voir par exemple £4}
que ?/décrit exponentiellement en dehors du cone dual C de ', respective-
ment en dehors de Q Cj’

J

L'analyse qui précede montre que toutes les décompositions

possibles de f en somme de distributions fj valeurs au bord dansiR?x)

de fonctions analytiques £j suivant les directions de cOnes ouverts

convexes Fj’ peuvent étre caractérisées par 1'ensemble des directions
deﬁR?‘) le long desquelles t ne décrit pas exponentiellement;cet

ensemble définit une premiere notion '"globale" de support essentiel

associée a f.

Les cdnes I'., considérées ci-dessus sont cependant indépendants
du point réel X deiR(x) considéré, et les décompositions correspondantes
ne peuvent en conséquence prendre en compte la structure analytique

locale plus fine que f peut avoir en différentes régions réelles.

Structure analytique locale de f au sens c”

Une caractérisation de la strucutre analytique locale de f, dans
le voisinage d'un peint donné X de R?x) , au sens C, c'est-a-dire des

propriétés de décomposition locales de f du type

f=3 fj + g (2)
J

ou les distributions fj sont localement valeurs au bord de fonctions

wnalytsrucs =usvant ies directions de certains cones ouverts convexes ..
, . o L 0

«t ou + -t .. terme snpplémentaire C dans le voisinage de X, peut a

nouveau otre donnéce ~implement a 1'aide de la transformation de Fourier .

On introduit dans ce but des fonctions y de .ﬁ(nﬂl) ) a support compact
X
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dans le voisinage de X. et la structure analytique locale de f peut
alors étre caractéri~Ge par les propriétés de décroissance rapide des

~/
transformées de Fourier xf de yf (voir par exemple {4]).

La notion de base ¢ i s'introduit dans ce contexte est celle
de "support essentiel Cw” Ll] o(f) introduite explicitement pour la pre-
miere fois par L. HBrmander [3 gous le nom de front d'onde, la "fibre"

(f) de o6(f) au point X étant le sous-ensemble fermé de directions de
R? le long desquelles Xf ne décroit pas rapidement,dans la limite ou

le support de y autour de X tend vers zéro.

Nous introduisons ci-dessous dans la section 2, a 1'aide d'une
transformation de Fourier généralisée, une notion de support essentiel
qui permettra (paragraphes 3 et 4) de caractériser,de nouveau en termes

de décroissance exponentielle, la structure analytique locale d'une

Y ne s n . , !
distribution f (définie sur R ou sur une variété analytique réelle) sans

, s X , . .
termes supplémentaires C°, et les décompositions correspondantes de f

en somme de valeurs au bord de fonctions analytiques fi suivant des
directions pouvant maintenant varier avec le point réel X considéré (les
f. pouvant aussi étre analytiques en certains points réels). Les

=i

domaines d'analyticité. des fi sont alors des tubofides Di=lJ(x+ iDix )
x ,
de profils Ai = U(x+—iAix) au sens défini dans 1'exposé XVI , dans
lequel 1la notionxsimple de valeur au bord (distribution) d'une fonction
analytique dans un tubofde (a croissance lente pres des réels) a été

donnée

§ 2. TRANSFORMATION DE FOURIER GENERALISEE ET SUPPORT ESSENTIEL

a) Transformation de Fourier généralisée

Considérons d'abord le cas d'une distribution tempérée f définie

n L . n
sur'R(x) . Nous désignerons comme précédemment yar'R(v) 1'espace dual
+1

n . . . - p s .
de Il(x) , et lui associons ci-dessous un espace R(v ) a n+1 dimensions

’
ou v, est une variable réelle supplémentaire firdépendante des variables

v=v L,V o).
n

17
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Pour tout point X de R?x) , la transformation de Fourier
généraliséeg' £5] associe a f la fonction définie dans la région
n+1
> :
v, 0 de I%v,vo) par

. 2
—iv.x -v_(x-X)
F(v,v_ ;X) = j‘f(x) e ° dx (3)

n
ou v.x est le produit scalaire habituel (v.x = § vyxg et x2=§3x?.

F est une fonction réguliére de v, v, dans la réz%on vo>'0, et sa
limite quand v, -~ O est une distribution tempérée qui est la transformée

de Fourier T de f (et est indépendante de X).

I1 est utile d'introduire aussi des transformations<f;dans
lesquelles 1'exposant (x-X)2 dans (3) est remplacé par une fonction 3
plus générale possédant des propriétés analogues dans le voisinage de X :
analyticité dans un domaine d'holomorphie jp C G?z) contenant X,

5(X) = 0, 3(Z) = #(z) dans A ; de plus & doit admettre X comme point cri-
tique et étre positive ‘dans un voisinage réel de X. Si l'on désigne par
Qz le voishage réel connexe de X défini par &(x)< a, ? possede alors

dans le voisinage de X la méme "structure emboitée'" que la fonction

(x-—X)2 ¢ il existe a(2) > 0 tel que Q§

o CZQa y #al,a

1 2

2 tels que

< <
0< a, < a, a(d).

Etant donné 3, il existe toujours d'apres le lemme de Hefer

n fonctions Pk définies et analytiques dans Ax A, telles que :

n
- _ ' -
$(z) -3(z') = -i g pk(z,z )(zk zk) (4)
k=1
ey 7o = - 1 L.
Par exemple pk(A,z') = 1‘(zk+ 2y 2Xk) dans le cas de la

fonction (x-—X)2

On définit alors la transformée géncéralisée de f au sens des

formes différentielles associée a §, qui sera ntile dans le paragraphe 3

comme la forme de degré n dans Rnii '
V,Vg)

’
(vo 2 0) detrnie, pour tout z€A

par :

n
3 . _ k8 . ~
W (v,vo,x,z) = kEO(-l) Wk(v,vo,x,z)dvo,‘..wdvk/\,..f\d\r
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~ .
ou la notation dvk signifie que ce facteur est omis, et ou :
WQ = FQ(V,V ) @
o o
= I f(x)e_lv'x.-voé(X)dx (6)
-iv.x' - vd(x!' -
wi(v,VO;X,z) =.ff(x')e x! - Vol (x )pk(x',z)dx' (6")

(k=1,...,0).

iz.v+3(z)v, @

On vérifie a 1'aide de (4) que la forme e OW" est
fermée pour tout z€4 :
iz v+&(2)v_ @ -
Yv,v Lo oW (v, vgiX,2) ] = 0 (7)

ce qui permettra a 1'aide du théoreme de Stokes d'obtenir une généralisa-

tion de la formule inverse de Fourier de la forme :

£(x) = I elV'X4'Vo§(X)X WQ(V,VO;X,X) (71)
z
ou ¥ est une hypersurfage de dimension p dans le demi-espace v, 2 0 de

I{:JQ y les choix poussibles de ¥ dépendant des propriétés de décroissance
?
0

n+1

a 1'infini des coefficients wQ dans R(v

' ’ 3 A
e Vo) . ((7') se réduit a la

,

transformation de Fourier inverse dans le cas ou ¥ est l'hyperplan v =0).
o

Remarque : Nous n'appliquerons dans la suite les formules (5) (6) (6')
qu'é des distributions f a support compact dans Qi(@) ou au produit

fX de f par une fonction y de éy(QaQ)'

b) Support essentiel

Noug considérons d'abord ci-dessous le cas d'une distribution
.. N s n
tempérée f defini sur R(x)'

. .
Le support essentiel Sx(f) de f en un point X delR?x) est le

. . . ., . on=1 n . " .o
sous-ensenble fermé de la < “ere unite S(V) dans R(v) qui peut etre défini
romme suit

¢ . -
Le peint dans Sx(f), C, I',...désignera dans la suite la base sur la

sphére unité de c¢oves correspondants Sx(f),C,r,...de somnet l'origine dans

n n
Ry Rigyooo
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Définition 1 : Un point V € Sl(l;)l est en dehors de .Sx(f) s'il existe un

cone ouvert N de sommet l'origine dans R?v) contenant \7, des constantes

a>0, Y0>O, ainsi qu'un polyndme P et g2 0 tels que :
iF(v,vo;X)l < (uo(f)v;q)xe_avo (8)
dans la région v€ U, 0< v, < Yo'vl (7 = (V2+V§)1/2).

L'aspect important de la borne (8) est le facteur de décroissan-

-ay . .
0, une bornesur |F| n'incluant pas ce facteur étant

ce exponentielle e
toujours vérifiée dans la région V0>0. Si f est a support compact, les
borms (8) impliquent par ailleurs toujours des bornes du méme type avec

q=0
IAF(V,VO;X) | <P(1)e” *Vo (8")
pour V€ W, 0< v, < 'Y0|vl.

Si 1'on pose v _ = v|v], les bornes (8) ou (8') expriment 1la

décroissance exponentielle de F dans toutes les directions de Rr(l en

v)
dehors de celles de Sx(f), pour tout vy > O suffisamment petit.

Le support essentiel é(f) de f au-dessus d'un ouvert ( de Rt(lx)

est le sous-ensemble de (X St(l;;‘ défini par la formule :

s = U x5, (o0 (9)
x€Q

Considérons maintenant des fonctions y € g(R?x)) a support

Jgmpact contenant X et analytiques dans un voisnage de X. On montre [GJ
kY

qué 1'on a toujours :
C
Sy(xf) < 8y(£) (10)
et,st de plas (X /0

Sy (xf) = 8y () (10")
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Soit F la transformée de Fourier généralisée au point X du
X
produit fx. On montre de plus que les bornes (8) sur F entrainent des
bornes analcgussur F , mais dans lesquelles le f%cteur da(r)v;q est

N N (# entier N2 0), si

remplacé par un facteur de décroissance rapide -—
1+7

le support de y (contenant X) est suffisamment petit. Ce résultat (ainsi
que (10) (10')) se démontre [6] a l'aide d'arguments de convolution dans

n n+1
R(v) ou R

(v.v ) et de proprietés de décroissance exponentielle de la
9
o

transformée de Fourier généralisée de y au point X (ces dernieres sont

obtenues par les méthodes du lemme 3 du paragraphe 3).

On montre alors que la définition 1 est équivalente a la

suivante

Définition 1' : V est en dehors de éx(f) s'il existe un voisnage y de

X dans R?x) et un cdéne ouvert AU de sommet 1l'origine dansﬁRzr),contenant
V,tels que les borues suivantes soient satisfaites pour toute fonction X,

de D(y) analytique au point X :

C
¥ N > O, [F (v,v_; X)]| < _EN e %Y (11)
X o

1+7T

LS

dans la région vé’U} 0x vo<‘ro|vi, les constantes >0, Yyo> O et CN

pouvant dépendre de x.

Le lien avec le "front d'onde" ou "support essentiel com Ox(f)
de f au point X (voir introduction) apparait ici clairement : alors que

Gx(f) et 1'ensemble des directions deiR?v) le long desquelles ?{ c'est-

a-dire F restreint a v, 0, ne décroit pas rapidement, Sx(f) est

X
l1'ensemble des directions de R?_ le lqng desquelles F ne décroit pas
de plus exponentiellement comme e 4TIV pour tout vy » O suffisamment

petit (en posant v, o= vlv]).

Dans le cas de fonctions % plus générales admettant X comme
point critique (voir paragraphe a)), Si(f) peut étre défini de maniere
) .
analogue. On montre alors directement, ou a 1'aide de la remarque suivant

ie théoreme 1 du paragraphe 3 que Si(f) est en fait indépendant de §.

Remarques : L. HBrmander a proposé EBJ une extension "au cas analytique"

(ou méme aux cas quasi-analytiqued du "front d'onde', extensiou i>ai:
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aussi sur la transformation de Fourier, utilisant des suites de fonctions
~

x appropriées et des bornes correspondantes sur fX . Le'front d'onde

analytique'" ainsi défini cofncide tres probablement avec le support

essentiel défini plus haut (ou le spectre de SKK : voir paragraphe 3c¢)).

Distributions quelconques sur R ou sur une variété analytique réelle R
n

(x)’

Sx(f) peut étre défini comme précédemment en introduisant des fonctions

Dans le cas d'une distribution quelconque f définie sur R
X a support compact contenant X.

Si f est défini sur une variété analytique réelle R, 1'on peut
introduire au point X des systemes de coordonnées locales réelles
analytiques dans le voisinage de X et définh‘SX(f) comme précédemment
dans chacun de ces systemes, a 1'aide de fonctions ¥ a support
suffisamment petit. 6n montre alors [6] directement ou a 1'aide du
théoreme 1 du paragraphe 3 que Sxif)‘s'identifie a un sous-ensemble bien
déterminé de 1'espace cotangent TXR a la variété R au point X, indépen-
dant du systeme de coordonnées considére.

Nous terminonsfpar les remarques suivantes. On montre (voir

[6]) le résultat suivant :

Lemme I : Les bornes (8) ou (8') (sur f ou sur fx) en un point X
impliquent des bornes uniformes du méme type pour tout X' dans un

voisinage ouvert de X (suffisamment petit).
11 en résulte en particulier :

Lemme 2 : Le support essentiel S(f) = LJ (x,Sx(f)) de f au-dessus
x€Q

d'un ouvert () de'R?x) . respectivement d'une variété analytique réelle g

est un sous-ensemble fermé de Q><S?;:)respectivement du fibré cotangent

. 3
en spheres S (0.

Notions plus générales de support essentiel associées a un point X [7]

Etant donné une distribution f définie sur R" , nous mentionnons
brievement qu'il est utile (voir fin du paragraphe 3) d'introduire aussi
deux notions plus élaborées de support essentiel associées a un point X

et a une fonction § donnée admettant X comme point critique.
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(i) §2 a(f) est a nouveau un sous-ensemble fermé de S?gi défini

X,
a l'aide des bornes (8) (8'),0u (11) (ou y est choisi de la forme
1
X) -0 . . . & , , .
si x € Qgr X = 0 si x§ Qa), mais avec un taux de décroissance

exponentielle a fixé.

(ii) Une notion plus fine de support essentiel est obtenue comme un
n+1
(v,vo) )

dont la trace sur l'hyperplan v, F 0 est Si a(f)’ en indiquant dans quelle

région du demi-espace v, =2 0 lesbornes correspondantes sont valables

cone fermé §§ a(f) de sommet l'origine du demi-espace v, 2 0 de R
b

¢ 3. THEOREMES LOCAUX DE DECOMPOSITION ET DE L'EDGE-OF-THE -WEDGE GENERALISE
8]

Nous nous restreignons ci-dessous par simplicité au cas de
dsitributions f déefinies sur R?. Les résultats s'adaptent cependant sans
difficultés au cas de distributions définies sur des variétés analytiques
réelles.

a) Théoreme de décomposition local

Lemme 3 : Soit f une distribution valeur au bord dans un voisinage W de
. gnalytique . . R
X d'une fonctlon[f suivant les directions d'un cone ouvert I". Alors

Sx(f) cC (12)
ou C est le cdne dual de T.

Preuve : Soit y une fonction de E?(m) analytique au point X. Nous mon-

trons ci-dessous comment obtenir des bornes du type (8') sur F en dehors

de C, d'ou d'apres (10') le résultat annoncé. Une adaptation de la méthode
dont nous ne parlerons pas ici permet de montrer de plus directement des

bornes du ftvpe (11!

Etant donné B > 0 et b€ Rn, il est utile d'introduire dans
n S

w(z) la variéeté,de dimension réelle n,L définie par les relations :

B,b
v + hiRe §(2) -B) = O (13)
Reg(z) - B <O (13")

o nous nous resireignons ici par simplicité au cas de Ja fonction

e(z) = (7~ K)d.
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.
On vérifie que pour |b| suffisamment petit, LBb admet toujours
une partie connexe bornée LBb s'appuyant sur le bord 3y, de 1l'ouvert

Q
p
petit, et tout B > O suffisamment petit, Lﬁb appartient au domaine

((x - X)2 <p). De plus, pour tout b € [ de module |b| Z0 suffisamment
d'analyticité de f et de X -

Considérons d'abord le cas ou f est une fonction continue. F
s'écrit
. 2
-1vx-—v0(x-X)

FX(V,VO;X) = [£(0)x(x) e dx

La contribution a FX de la région (x-X)2>'B est clairement bornée par

- av

Coe © dans toute la région v, 2 0. La contribution de la région QB
((x-X)2< B) s'évalue de son coté en remplagant QB par Lﬁb’ et 1'on
vérifie sans difficulté a 1'aide de (13) (13') qu'elle est bornée par

¢' e~ %Yo dans toute la région vb-n-v0 < 0. Le résultat annoncé s'en
o

déduit en faisant varier la direction de b dans T.

Si f est une distribution, on se ramene au méme type d'argument
en utilisant le lemme élémentaire suivant lequel f est alors dans w
dérivée d'un certain ordre d'une fonction continue elle-méme valeur au
bord dans @ d'une fonction analytique, suivant les directions de T (Ce

lemme se démontre en considérant des primitives de f)

Remarque : La preuve ci-dessus s'adapte sans difficulté au cas de trans-

formées F® associées a des fonctions & plus générales.
X

Nous démontrons maintenant le théoreme de décomposition local

suivant ¢

Théoreme 1 : Les deux propriétés suivantes de f sont équivalentes :
sheore s —

°

(i) Sx(f) c U C. ouU est une union (finie) de cones convexes fermés

saillants de sommet l'origfne dans R?v) .

{ii1) FEtant donné une famille quelconque {r'} de cones convexes ouverts

de sommet !''ovrigine dans R?y) tels que T Cc:fj, ¥ 3, ou rj est le cone
ouvert dual de Cj' il existe un voisinager de X et des distributions

f', valeurs au bord dans @ de fonctions analytiques g& suivant les direc-

t
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tions des cones Fé, telles que

f=5 f' dans w

.

J
Preuve : La preuve que (ii) - (i) est une conséquence simple du lemme 3.
Nous utiliserons pour la réciproque la définition 1' de Sx(f).
Etant donné une famille {ré} et la famille {C'} de cénes duaux (Cj c
intérieur de CS, ¥ 3j), on peut toujours d'apres cette définition choisir
une fonction y analytique et noun nulle au point X, telle que F satisfasse

les bornes uniformes suivantes ¢

CN —av,
. <
IFX(V,VO,X)I N © (14)

1+|v]

dans la région vef(U Cé), O0< vog\(olvl, ou a>o,Yo>0 et CN sont des

J
constantes dépendant de y (et des cones C!).

Par transformation de Fourier, yf s'écrit (au sens des distri-

butions)
$E(x) = jFX(v,o;x)e“"’xdx (15)

La contribution a 1'intégrale de la région UC! s'évalue comme dans le

paragraphe 1 en introduisant une partition J de 1'unité de U C!. par des
J

fonctions ej a supports d.us les cones C'., ce qui conduit a une somme
de distributions valeurs au bord (dans R ) de fonctions analytiques
dans des tubes r" - ifé.

La contribution de la région 6(U C&) est une fonction C. en

J

vue des bornes (14) a vy T 0. Pour étudier'ses propriétés d'analyticité,

on est amené a considérer la forme différentielle W associée a yxf par
les équations (5) (6) (6'). (Nous nous restreindrons de nouveau pour

2
simplifier au cas de la fonction & = (x-X)".

On montre [ 9 ] (par des arguments de¢ convolution) que les
coefficients Wk de cette forme satisfont tous des bornes uniformes du

type (14) en dehors de U(g ou les constantes ¢
J

différentes des précédentes) sont indépendantes de z dans tout - :mpact K

Nt % Y, (éventuellement

de €V {contenant X).
(z)
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La propriété (7) et le théoreme de Stokes permettent alors
d'écrire la contribution étudiée sous la forme :
iv.x-+§(x)vo
e W(v,vo;x,x)
z

ou £ est une hypersurface convenable de dimension n, homotope a

n - ] n 2 - [] 3 3 .
R(v) qu , dans R(v) X {vo 0} Lij . On peut choisir par exemple :
J J
=2 U%,
ou
- ° '
T, = {v,vo : vea(L{Cj) , 0< vosYOIVH

J

T o= {v,vo;ve C(g Cé), V0==YO|V|}

En utilisant les bornes mentionnées ci-dessus sur les coefficients
Wk, on vérifie que la contribution de Ty définit une fonction analytique
dans le voisinage de X. Celle de 21 peut &tre évaluée a nouveau par un
découpage de a(Q(G) en morceaux Rj tels que Rj<: aCS,-¥j .

J

On vérifie alors a 1'aide de cette propriété de support (et des
bornes sur Wk) que la contribution associée a chaque Rj définit une
fonction valeur au bord dans le voisinage de X d'une fonction analytique

suivant les directions du cone ré.

La décomposition annoncée de f s'obtient en resommant les

différentes contributions (y étant analytique et non nulle au point X).

Remargues :

1) Le lemme 3 et le théoreme 1 dans le cas d'un seul cone C permettent
d'établir simplement que si f est localement valeur au bord d'une
fonction analytique £ suivant les directions d'un cone ouvert T, I se
prolonge analytiquement dans un domaine admettant comme profil au point

X 1'enveloppe convexe ? de ', et f est valeur au bord de f suivant les

directions de ?‘(f‘est en effet le bidual de T).
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Une forme plus précise de ce resultat est indiquée dans la

proposition 4 du ler exposé et démontrée en détail dans £10].

. . .o , -, ¥
2) La demonstration s'adapte o nouveaun sans difficulté au cas de fometioens
$ plus géuérales, ce qui pernet de montrer en particulier que Si(f) est

indépendant de §.

3) Si Sx(f) est contenu dans une union UC., de cones fermés Cj de
J

sommet l'origine quelconques (non nécessairement convexes), on vérifie

a 1'aide du théoreme 1 (en utilisant des recouvrements appropriés par des
cénes convexes fermés saillants) que pour toute famille {Cé} telle que

Cj c intérieur de é&,-¥j , il existe un voisinage W de X et des

distributions fé telles que :

dans

f =3 f!
j J

avec

"y oo :
Sx(fj) c. , ¥j

4) Le théoreme 1 n'implique pas a priori que les distributions f!

puissent étre choisis indépendantes de la famille {ré}, ou {CS} considérée.

Ce résultat peut cependant se démontrer par une méthode de 'recollement"
des distributions f& associés a chaque famille {rs}, a 1'aide de la
généralisation du théoreme de Grauert présentée dans le premier exposé.
I1 s'agit la d'un cas particulier simple du théoreme 3 dont la démonstr: -

tion est abordée dans la section 4.

Théoremes de décomposition au~dessus d'ouverts ()

Si 1'on utilise les notions plus élaborées de support essentiel
mentionnées a la fin du pavagraphe 2b), les mémes méthodes conduisent
Lil] a des théoremes d'équivalence entre propriétés du support essentiel

s? q(f), respectivement §Q (f) et propriétés de décomposition de f dans

X,¢ X,a
1'ouvert Q% en somme de valeurs au bord de fonctions._f'_j analytiques
’ ¢
dans des "lubes looaux"  appropriés au-dessus de Qz . Dans le cas de_§§ a(f)
,

L T S ]

@

a
point xég}i est constant (indépendant de x), veir exposé n® XVI.

Un "tube local" au-dessus de (3° est un tuboide dont le profil en tout
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)
a

de la référence [12]).

la forme de ces tubes locaux dans C?z) au-dessus de (- peut étre donnée

de maniere précise (tubes locaux TB@a

b) Théoreme local de 1'edge-of-the-wedge généralisé L12} [13] [6]

Le théoreme suivant de 1'edge-of.the-wedge généralisé dans le

voisinage d'un point X est un corollaire simple du théoreme 1 :

Théoreme 2 : Soit {fi} une famille de m distributions (i=1,...,m) valeurs
au bord dans un voisinage de X de fonctions analytiques gi suivant les
directions de cones ouverts I et telles que (dans ce voisinage) @

by f, =0 (16)
i

Alors pour toute famille {ri} de cones ouverts de sommet
l'origine tels que fi cc:f‘i , ¥ 1, il existe un voisinage W de X et des
distributions f%j , valeurs au bord dans W de fonctions analytiques ji.

/\
suivant les directions de 1l'enveloppe convexe rij de ri V) r3 , telles que :

£, - v f!. dans w, ¥i=1,...,m (17)
1 . /e 1
JAi
' - _
£}y = £ (18)

Preuve : Le lemme 3 et la relation (16) impliquent 1'inclusion :

( -\ . .
Sﬁ fi) - .d. (C1 N CJ) (19
j#i
ou Ci est le cone dual de Fi. Le théoreme 1 permet alors d'eécrire une
décomposition de fi de 1la forggt{17) pour tout i=1,...,m. Le fait que
les fij puissent étre ch01sies-7symétriques se démontre par récurrence

sur m.

Remarque : Dans le cas m= 2, ce réesultat est le théoreme de 1'edge-of.
the.wedge ordinaire dans le voisinage de X, jizétant un prolongement
analytique de f, et f, (ce dernier point résulte du lemme élémentaire
suivant lequel deux fonctions analytiques admettant la méme valeur au

bord distribution a partir de directions communes co¥ncident).

Dans le cas général, le théoreme 2 impliqie aussi des propriétés

de prolongement analytique des fonctions ii'
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Nous mentionnons pour terminer une extension du théoreme 2 qui
sera utile dans le paragraphe 4 au-dessus d'ouverts {3 homéomorphes a
une boule. Cette extension se démontre par une adaptation [12] des
méthodes présentées précédemment dans le cas ou Q est un ouvert de la
forme Qi associé a une fonction &. Il résulte plus généralement du fait
que tout ouvert homéomorphe a une boule peut étre considéré comme limite
inductive d'ouverts de la forme Qi pour des choix appropriés du point

critique X dans O, de ® et de a.

Théoreme 2' : Soit {fi} (i=1,...,m) une famille de distributions valeurs
au bord dans () de fonctions fi analytiques dans des tubes locaux de profils
Q><1"i et telles que by fi = 0 dans (). Alors pour toute famille {ri} telle
que fi Cc:fi,'Fi , et'tout domaine Q'aq, il existe des distributions

£, vérifiant les propriétés (17) et (18) dans ' et valeurs au bord

(dans ') de fonctions gij analytiques dans des tubes locaux de profils

Q'><f!.
1]

Les fonctions Iij peuvent de plus étre sans difficulté choisies

a croissance lente pres du bord 3Q' de Q'.

¢) Support essentiel microanalyticité,et spectre singulier

Considérons la définition suivantc de la "microanalyticité"
qui est 1'analogue pour les distributions d'une de celles données par
SKK pour les hyperfonctions .

Définition 2 : f est dite microanalytique en un point (X,V) de B?x)xsﬁis

3*
(ou éventuellement de S R) s'il existe un voisnage @ de X et une famille
(finie) de distributions fi’ valeurs au bord dans  de fonctions

analytiques fi suivant les directions de cones ouverts Ty tels que

f =% fi dans o (20)
i

I Nni{y;vy<ol#g |, ¥i (21)

Le spectire singulier au point X est 1'ensemble des V tels que

f ne svit pas microanalytique au point (X,V).
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Le théoreme 1 permet immédiatement de conclure que spectre

singulier (au sens défini ci-dessus) et support essentiel cofncident.

I1 fournit de plus un premier théoreme de "recollement vertical"

au point X

Lemme 4 : Etant donné un point X et tout sous-ensemble fermé ’”'de S( )
(ou S R ) tel que f soit microanalytique, au sens de la définition 2, en
tout p01nt (X,V), Ve 4r il existe un voisinage W de X et des distribu-

tions f. indépendantes de v danS'ﬂ', valeurs au bord dans w de fonctions

analyt1ques f suivant les directions de cones I ,telles que la relation
(20) soit satlsfalte dans w et que (21) soit verlflee pour tout V dans ial
(la définition 2 n'entraine a priori une telle indépendance qu'au

voisinage de chaque point V).

§ 4. THEOREMES DE DECOMPOSITION GENERAUX

Nous présentons dans cette section les deux théoremes suivants

qui relient maintenant le support essentiel S(f) = LJ (x, S (£)) d'une
x€Q
distribution f au-dessus d'un ouvert (§ de R( ) ou d'une variété analytique

réelle R et la structure analytique de f au-dessus de (.

Théoreme 3 : Les deux propriétés suivantes de f sont équivalentes :

(i) S(f) ¢ ¥ ou ¥ est un sous-ensemble fermé ¥ = LJ (x,2.) de T*Q.
x€ X x
(ii) f est valeur au bord dans () d'une fonction f analytique dans
un tubofde de profil A = LJ (x,A ) ou, pour tout x€gq, A est le cone

€
ouvert dual de Zx xX=Q

Ce théoreme est une conséquence immédiate du théoreme 1 dans
le cas particulier ou la famille d'indices j est réduite a un terme, et
du lemme élémentaire suivant lequel deux fonctions analytiques admettant
méme valeur au bord (distribution) a partir de directions communes,

coVprident

Théoreme 4 : Soit {2.} une famille (finie) de sous-ensembles fermés 5 . de
T%Q dont toutes les fibres (T )x sont des cones convexes fermés saillants
J

de sommet l'ori @ine , ¢ : telle que S(f) - U 21 . I1 existe alors
J' o
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une décomposition de f dans () de la forme :

f=5Ff, (20)
; 9

ou les fj sont des distributions définies dans () et telles que :

S(fJ.)CZj ,  ¥j (21)

D'apres le théoreme 3, chaque fj est de maniere équivalente

valeur au bord d'une fonction_{:j analytique dans un tubofde de profil

LJ (x, A )

ng}

La démonstration complete de ce théoreme sera donnée dans la
référence 14. Nous nous boirnerons ici (i) dans le paragraphe a), a
démontrer le théoreme dans la situation géométrique particuliere ou les

Zj sont disjoints ((éj)x N (ik)x =g, ¥j,k, j Ak, ¥x€Qq).

(131) a donner dans le paragraphe b) les premieres étapes de la

démonstration du cas général.

La méthode utilisée consiste a 'recoller" les décompositions
obtenues a l'aide du théoreme 1 dans le voisinage de chaque point x€Q
Ce recollement se fait dans le cas général a 1'aide (i) du théoreme de
1'edge-of-the-wedge généralisé (théoreme 2') et (ii) des propriétés de
décomposition résultant Jde la généralisation du théoreme de Grauert au

cas des tubofdes (voir premier exposeé).

Dans le paragraphe b), nous considérons d'abord des ensembles
Zj a'fibres constantes" Cj (c'est-a-dire 2 = QX CJ) et nous présentons
dans ce cas une version légerement affa1b11e ("a eg-pres'") du théoreme.
L'idée de la démonstration générale du théoreme consiste alors a

(m)

approx1mer les 2 par des suites {Zni de sous-ensembles fermées 2 de

T QO contenant 2 et dont les fibres (2 (m )

x sont constantes au- dessus
d'ensembles formant des recouvrements 4%m de plus en plus fins de (). Nous
présenterons ici le cas le plus simple d'uh recouvrement de () déterminé

par dc¢ux ouverts Ql, Qg le cas général étant (raité dans [14].

Nous indiquerons pour terminer dans le paragiaphe ¢) w.” autre

méthode possible de démonstration du théoreme.
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Remarque : La flascitude du faisceau C des microfonctions [2} permet
de montrer un théoreme un peu plus fin, en termes d'hyperfonctions fj,
dans lequel les Zj sont des sous-ensembles fermés a fibres (coniques)

(2 ) quelconques (non nécessairement convexes). Le théoreme 2 permet

d'etab11r une version légerement affaiblie de ce résultat dans laquelle

1'hypothese S(f) = U Zj est remplacée par S(f) c intérieur de U Zj'
J J

Par ailleurs les résultats présentés ici sont plus précis dans

le cas de distributions f, puisqu'ils assurent 1l'existence de décomposi-

tion du type (20) en termes de distributions fj’ et non d'hyperfonctions

générales.

a) Cas ou les Zj sont disjoints

Considérons d'abord un point donné quelconque X de () et une
famille {C'} de cones convexes fermés saillants C'. (de sommet l'origine)

a nouveau d1s101nts (C' n Ck g, ¥j, k , j # k) tels que
- C . ’, . -} ' .
(Zj?x intérieur de Cj , ¥
Le théoreme 1 assure 1'existence d'un voishage réel w de X tel

que

=7 fé dans W (22)
J

ou les distributions f& sont valeurs au bord dans w de fonctions analyti-

. . . ’
ques i& suivant les directions des cones F& duaux des cones C..

Les Zj étant fermés, on peut de plus choisir w suffisamment

petit pour que les relations suivantes soient satisfaites :

(ZyxC:% , ¥j, ¥x€uw (23)

Le lemme suivant montre que la décomposition (22) représente

dans @ une décomposition du type (20) (21)

Lemme : sx(fj) c (zj)x , ¥x€ w (24)
Preuve : D'apres (22) f:]. = f-Zf}i , d'ou (a 1'aide du lemme 3)

v
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S (£1) c C U c 5
MEIRC jn{,k(zk)x kL;j J} (25)

le lemme résulte du fait que les cones C;j sont disjoints (et de (23)).

A 1'aide de c¢e lemme, on vérifie qu'il existe toujours un
recouvrement localement tin: de () par des ouverts wp dans chacun desquels
f =39 f:(ip)
J
(p)

avec Sx (£.77) (Zj)x, ¥ x€ wp. On peut de plus choisir ce recouvrement

J
de fagon qu'il existe encore un recouvrement de () par des ouverts wI') tels

que w;)ccwp , ¥p

Etant donné deux ouverts g _ .W dont l'intersection wpq eet

) p
non vide, soit f?q = f§p - f;q) dans w(pq)n On a
w fP4 - o (26)
j J

d'ou 1'on déduit sans difficulté (les T étant disjoints) que Sx(fgq )

est vide, ¥ x € Coy Eu conséquence f?q

est analytique dans wpq et il

en est de méme pour

PPU L pPd P (27)

i T k

ou IJI est le nombre d'indices ;. En particulier, f;ii est analytigue

dans un ouvert complexe X de la forme ®' x {y;(y) < r r > 0}.
P pq pg” Yy rq’ )

pPq
Le recouvrement de () par les ouverts wl’) étant localement fini, il existe
alors des domaines /ﬁ;) = w}')x {y,lyl < rp, rp>0} tels que pour tout p,q

V" ntF e i . soit alers 7= UY . D'apres le théoreme de Grauert, il
p q Pq P P

existe un voisinage d'holomorphie 1t de ) contenu dans 1" . Le théoreme

B de Cartan appliqueé a 1'ouvert ZC recouvert par les ouverts 4én 4); im-

plique alors 1'existence d'un systeme de fonctions fglg) analytiques dans

%ﬂ’(fp telles que pour tout j, k,p,q

pg _ olp)
e = T . (28)

(dans %01~ n U).
p q
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Posant alors dans wﬁ

)
ggp = fgp)_ 5 fgﬁ) (29)
KA
On vérifie les propriétés suivantes :
. ) ,
(i) sx(ggp ) C Sx(fgp)), ¥ x € wé (analyticité réelle des f;ﬁ)
dans w'),

(ii) g§p)= ggq) dans wﬁq = wé N w& (par suite des relations (26)

(27)) .
L'ensemble des ggp) définit done pour tout j une distribution g:j unique

dans ) telle que Sx(gj) c (Zj)x, ¥x €q.

g(p) dans w' (antisymétrie des f(p)) et par suite

-c') f: X
(iii & p ik

J
f =3 g. dans (
i J

avec Sx(gj) c (Ej)x, ¥x€(, ce qui donne le résultat recherché.

b) Premieres étapes du cas général

Cas ou les Ej ont des fibres constantes (non nécessairement disjointes) .

n

Soit f une distribution définie sur un ouvert O de R(x) . Nous montrons
ci-dessous
Lemme 5 > Soit {Cj} urne famille (finie) de cones convexes fermés saillants

de sommet 1'origine dans R?v) telle que

Sx(f)c:g Cj , ¥ x€Q.

Alors etant donné¢ tout ouvert borné ' tel que Q' cc Q0 et toute
famille {65} telles que C5 c interieur de Cj,-¥ J, 1l existe des

distributions f5 définies dans ()' telles que :
f =3 f5 dans Q' (30)
avec

S (f)ccC. , ¥ 3, ¥ x€q
X j j J Q (31)
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Preuve : Le théoreme 1 permet a nouveau d'obtenir sans difficulté un

(p)

recouvrement de (' par un nombre fini d'ouverts y , par exemple sphéri-

ques dans chacun desquels

f =3 f. (32)
s J
J

ou f;p) est valeur au bord dans w(p)dﬁuefonction analytique dans un tube

local de profil w(p)

xrg ou Fg cc:fj. Nous choisissons rg tel que
l'on ait de plus f& Cc:fg , et le recouvrement de ' tel qu'il existe

encore un recouvrement par des ouverts w'(p)c:;w(p) (¥* p.

On définit (comme dans le paragraphe a))

(p) _
J

f;q) dans w(pq) = w(p) n w(q)

P = f
J
La relation & £Pd _ o qui est encore valable , permet toujours, a
l'aide du thaoréme 2' (edge of the wedge généralisé), d'écrire(ﬁans
w,(PQJ)fgq sous la forme :

P4 - ¢ fgg (33)
k#j

ou pour tout j,k, p ,q fg& est une distribution valeur au bord dans

w,(pq) d'une fonction f?& analytique dans un tube local de profil

(pq) AN N
w' erk y Ou ij

lente prés du bord de w

est(l'§nveloppe convexe de F& U Fk , et a croissance
' \PQ

Le théoreme 3' du premier exposé (qui résulte de la généralisa-
tion du théoreme de Grauert au cas des tubofdes) permet enfin d'écrire
pour tout j, k, 1'ensemble des distributions fgg sous la forme :

q

Pq _ P _ , (pq)
fjk = fjk fjk dans W (34)

(p) et valeur au bord d4d'une

)

ou f?k est une distribution définie dans w'
A .
fonction igk analytique dans un tube local de profil w!' ><r5k (et a

croissance lente pres du bord de w’(p));-Vp.

La décomposition (30) s'obtient alors en définissant dans cha-

que ouvert w'(pl f';p) par la formule
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TORL2INPLS DR (35)
J J kfj K

et en vérifiant les propriétés analogues des propriétés (i) (ii) (iii) de

(p)y c', ., ¥x¢ w (P

’

la fin du paragraphe a) : (i) Sx(fé
(p) (p)

dans @' (iii) les distributions f'{p)définissent

(ii) £ =g f'
i’ (0 (0 (g
pour tout j une distribution fs unique dans J o' P (£r\P/- ¢ N0

p
w! (Pq)) .

dans

En vue de 1'étude du cas d'un recouvrement de () par deux

ouverts, nous présentons d'abord le lemme préliminaire suivant :

Lemme d'inclusion : Nous considérons a nouveau ci-dessows par simplicité

une distribution f définie sur un ouvert Qq de R?x) . Soit Q, un ouvert

homéomorphe a une boule contenu dans 01’ et soit {C;},{C?} deux familles
(finies) de cones convexes fermés saillants (de sommet 1'origine) dans

R?x) telles que

2 1 .
cScc, , ¥
<Y J (36)
s.(£) < U c; , ¥ x€q, (37)
J
s(f)cuci, ¥x €q, (38)
J

Nous montrons ci-dessous

Lemme 6 : Etant donné deux ouverts bornés Q', Qé tels que Q[ SSE

i=1,2 (Qo c Q ) et deux familles {C'J} {C'J} de cones convexes fermés
saillants (de sommet 1'origine) tels que C& C intérieur de C: , ¥j, i=1,2l

existe des distributions fj définies sur Qi telles que

f =g fi dans Qi (39)
j T
avec S, (f ) c C'; , ¥ x € o} (10)
72 !
S(i)c:CJ,-VxEQZ (10")
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Preuve : Nous introduisons ci-dessus des ouverts bornés Qg , QE tels
que Qi cc:Qg ccQy , QE c Q!, et des familles {ng, {ng} telles que
égl c intérieur de Cél,(ég c intérieur de C";), i=1,2, Cﬂz c Cgl, ¥ j.

Le lemme 5 permet d'écrire

f =13 f"% dans Q" (41)
i ! !
"2 "
f =3 ") dans Qp (42)
3 J

N " ni TR : "
ou Sx(fj) c Cj ,i=1,2, ¥ j, ¥ x € ol

D'ou a 1'aide du théoreme 2' (edge-of-the.wedge généralisé)
une décomposition de la distribution fg = f"% - f"? (définie dans Qg) de

J
la forme

"o " 1
! = kEj fjk dans Q) (43)

ou fgk est, pour tout j,k, valeur au bord dans Qé d'une fonction analyti-

A . .
que dans un tube local de profil Qé><r5i (et a croissance lente pres du

bord de Qé).
Le théoreme 4' du premier exposé permet enfin d'écrire

N )

ou 4. est définie et analytique dans ) et f

ik est une distribution

jk
1
définie dans Qi valeur au bord d/'u?gnction analytique dans un tube local

de profil Qi><?3i ( et a croissance lente pres du bord de Qi).

La décomposition (39) s'obtient alors en définissant dans Qi

la distribution

1
f., = f'""- ¥ f. (45)
J I kg Ik
La condition (40) est vérifiée directement et la condition (40') résulte
. 1 2
' n+ _ = fne _ §/ !
du fait que fj PN fjk = f!7 % ik dans 02

k£ j k#j
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Lemme de recollement dans le cas de deux ouverts

Soit maintenant deux ouverts Ql’ Qz delR?x) dont 1'intersection

Q
1 . 1 2 .

sur Q, U Qg et soit {Cj}’{cj} deux familles (finies) de cones convexes

fermés saillants de sommet l'crigine dansiR?x) tels que :

n o est homéomorphe a une boule , soit f une distribution définie

s () c Uct ¥j, ¥x€q (46)
X i J 1
S (f) « U o ¥j, ¥x€q (46')
X L] 2
J
1 2 .
N
Sx(f) c Lj (c:j cj) , ¥j,¥x€ Q, ngz (47)
Nous montrons ci-dessous ¢
Lemme 7 : Etant donné deux ouverts bornes Qi’ Qé, Qi cc:Qi (i=1,2) et

deux familles {C:il}, {032} telles que c'; c intérieur de c;, i=1,2, il

existe des distributions fj définies sur Qi U Qé telles que

—_ 1 t
f = z fj dans o] U Q5 (48)
J
avec
1 .
' ¥ '
Sx(fj) c C;j » ¥, ¥ x €0 (49)
2
1 3 1
Sx(fj) c C F ,¥ji, ¥ x € Q4 (49")
1 2
Do cLnN e, ¥ ¥xeq' N
Sx(fg) < €'y 5 ¥, ¥x o) N a (50)
Preuve Nous iuntroduisons a nouveau des ouverts Q' et des familles
e e— . . s i . s
C";lj’ Q) ccal ccaqy, c'j'l ¢ intérieur de c'; cc intérieur de C"', i = 1,2)
et considérons les décompaditions de f qui résultent du lemme 6 dans
Q" et Q" :
1 2
f =3 1 dans QY (51)
J 1
J
- ll2 “1
f=yvf i dans (! (52)
j . [
. A ni . , " -
ou Sx(f'j) c C i1 1,2, ¥j, ¥ x € 0f (33)

j. ,1 N 2 P . 1 il
Sx(f”j) - c"j N c"j s o1 1,2, ¥, x€Q’1 " o
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Pour tout j, la distribution fg = fgl - f"? définie dans 0"1 N Qg peut

s'écrire a 1'aide du théoreme 2' et de la condition (54)
f'"'= £ £ dans Q! N Q! (55)
. k
J k£j 9 1 2

ou fgk est, pour tout j,k, valeur au bord d'une fonction analytique dans

un tube local de profil (Qi n Qé)><?3k ou f}k est 1'enveloppe convexe

11 12 ll v2
de (rj urj ) U (T K Uur k) .

Le théoreme 3' du premier exposé permet enfin d'écrire

1 2
"noo_ fn - fNn
fjk = f 5k - Tk (56)
ou fgi et f"?k sont des distributions définies respectivement dans Qi et

Qé et valeurs au bord de fonctions analytiques dans des tubes locaux de

. A .
profils Qi><f3k et Qé><r5k (et a croissance lente au bord de Qi et Qé).

La décomposition (48) s'obtient alors en définissant dans Q)

(i = 1,2) les distributions :

i wi

i
f. = f"" - 3¢ £" (i=1,2)
. k ’
3773 gy 3
et en vérifiant les propriétés suivantes : (i) Sx(f;) cc?t , i=1.2, ¥j,

¥x € Qi , (ii) f=g f; dans Qi, i=1,2 (iii) f; et f? définissent une

J
distribution fj unique dans Qi U Qé (f§ = f? dans Qi N Qé)

La preuve générale du théoreme 4 s'obtient par des procédés

analogues (voir [14]).

¢) Autre méthode possible de démonstration du théoreme 4

. as . . . - Lo n
Considérons une distribution tempeéréef définie sur R(x)’ que

nous supposerons par simplicité a décroissance suffisamment rapide a

1'infini, et la transformation 5@ qui a f associe :
-£7_n-1
He(u,uo;X) = J e T Tar F(Tu,TuO;X) (57)
. 2 2 . , .
ou v=7Tu,v = Tuo, u-+u o= 1, et ou F est la transforméee de Fourier
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généralisée définie dans 1'équation (3).

On vérifie que pour tout £€>0

f(x)

[u.x-—i.uo(x-X)z-ie]n

He(u,uo;X) = cste J dx (58)

et que He est toujours une fonction analytique réelle des variables u,
L X.

Etant donné un point Xo de.R?x) , et u, > 0 suffisamment petit,
1'on vérifie a 1'aide des propriétés (8) de décroissance exponentielle
de F que si V £ Sy (£), alors H_a une limite H bien définie quand
€ -~ 0, et res%e de plus analytigug par rapport aux variables u,

u , X aux points de la forme U = 1-U_ v, u,6 >0 (suffisamment petit),

X,- La condition \.’ﬂéxo(f) peut en fgiS% etre caractérisée par ges propriétés
La transformation éﬁ’voisine d'une transformation introduite
par S.K.K. [2} pour la démonstration de la flascitude du faisceau C,
propriété permettant d'obtenir le théoreme 4 en termes de valeurs au bord
hyperfonctions et pour des fermés zj dont les fibres ne sont pas nécessai-
rement convexes (voir remarque a la fin de 1'introduction du paragraphe

4) .

Une méthode directe pour obtenir le théoreme 4 (et son extension
au cas de %. a fibres non nécessairement convexes) consisterait a utiliser
(contrairement au cas de [2]) une représentation intégrale explicite de
la transformation inverse de.%g ¢ celle-ci utilise une forme differentiel-
le analogue a celle introduite dans le cas de la transformation de Fourier

généralisée (voir paragraphe 2 a)) en termes de coefficients H (q=0,...,n).

Les propriétés d'analyticité de ces coefficients du type mention-
né plus haut par rapport a 1'ensemble des variables du fibré cotangent
(en sphéres) et le théoreme B de Cartan, ou son extension par L. HBrman-
der dans le cas a croissance lente, permettent de décomposer chaque

H sous la foruwe Hq = % Ha, ou chaque qu est analytique par rapport a
a : TR
J

: c . , c s
coe vt 1ables dars ie domaine Ej associe au ferme Zj considéreé

/]

¢ = ' ) € .
((ZJ)X [ ('Zj)x’ ¥ x € Q)
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Si 1'on sait chadsir les coefficients H g0 a= 0,...,n, de maniere
que (pour tout j fixé) ils satisfassent un certain systeme différentiel,
satisfait par les coefficients Hq’ la transformation inverse‘ﬁg—l, agissent
sur la forme différentielle dont les coefficients sont les H 'L fournit
alors pour tout j une distribution f. qui (par suite de 1'analyticité

des qu) satisfera la condition S(fj) c zj , d'ou la décomposition

f =3 fj recherchée. Cependant ce dernier point (choix des qu du type

ci-ddssus) n'est pas encore completement résolu.

§ 5. PRODUITS, INTEGRALES, RESTRICTIONS [15]

Nous nous restreignons a nouveau pour simplifier au cas de
distributions tempérées f définies sur R" et montrons brievement
comment 1l'on obtient un certain nombre de résultats sur le produit, 1'in-
tégrale ou la restriction de distributions en termes de la notion de

support essentiel.

Produits

Théoreme 5 : Une condition suffisante pour que le produit flx f2 de
, T

deux distributions f soit une distribution bien définie dans un

1 2

domaine () est
v, +v, #£0 (59)

pour tout v. non nul tel que v, € sx(fi)' i=1,2 et tout x € O, et 1'on

a alors (¥#x€ Q) :
sx(f1f2> c Sx(fl) + Sx(fz) (60)

. o . . n
ou Sx(f1)4-Sx(f2) désigne 1'ensemble des points de R(v) de la forme

E e N . ~ ]
v, +v, avec v, € Sx(fl)’ v Sx(fz) (Vl’ v, pouvant ici étre nuls)

1 2 1 2 2

Preuve : Nous définissons ci-dessous f1f2 dans le voisinage d'un point

X quelconque donné de (. Pour cela, nous considérons des cones fermés
219

tels que v, + v, soit encore non nul pour tout vy € Zi’ i=1,2, v, £ 0.

.. A . .
' ] -
T, de sommet 1'origine dans R(v)tels que SX(fi) ccgy, i=1,2, et

1 2
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D'aprés la définition 1', il existe alors des fonctions db,
X1’ Xo’ localement analytiques et différentes de zéro en X (et a support

dans un voisinage suffisamment petit de X) telles que des bornes unifor-

mes du type (11) soient satisfaites en dehors de z, et I, par les
(0, g2

1 X2

transformées de Fourier généralisées F au point X de X1f1 et

xzfz respectivement.

Ces bornes impliquent en particulier une décroissance rapide
uniforme a v, ® 0 en dehors de T; pour les transformées de Fourier ordi-
naires Xifi de xifi (i=1,2); par ailleurs {;f; croit au plus polynomiale-
ment a 1'intérieur de ;- Le produit lelexzfz est alors défini de maniere

standard comme la transformée de Fourier inverse de la distribution tempérce
F (v T, (vv') av'
%ty (v I%gTplvov)dv. . (1) (2) .
En utilisant les bornes (11) sur F et F av_ >0,
X Y2 °

vérifie alors de plus sans difficultés que la transformée de Fourier

1'on

généralisée F ., au point X de Xl%jlxzfz satisfait a son tour des bornes
du méme type dans toutes les directions deiR?Q) en dehors de celles de

21-+22, Pour le voir, 1l'en peut par exemple écrire :

F12(v,vo;x) . I dv‘Ff?%v',(1-n)vo;X)F(2)(v-v',nvo;x) (61)

Rt na

ou 7 est choisi tel que 0<T < 1. Le résultat annoncé provient du fait
que 21 n {v-—zz} est vide, et que la distance entre 21 et v-—22 est

proportionnelle a lvl.

La propriété (60) provient du fait que les supports de X1 et

Xo peuvent &tre choisis arbitrairement petits.

On vérifie enfin sans difficulté que la définition de fix f2
au voisinage de X ne dépend pas du choix de X10 Xo-

.Remarque : Le théoreme 5 peut étre démontré alternativement (voir par
exemple la référence [6]) a 1'aide du théoreme 1 du paragraphe 3 a), et
de la définition naturelle de produit de deux distributions qui sont
valeurs au bord de fonctions analytiques suivant des directions communes.
On montre aussi (voir par exemple L6]) que la définition de flx f2 ainsi

obtenue cofincide avec celle donnée plus haut.
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Intégrales

Soit x=x_,...,x_ et x' = x

1 n i,...,xg deux ensembles de variables

'
indépendantes d'espaces R?x) et I{;,) et soit v=v_...v. et v' = vi...v',

1 i n
'
les variables des espaces duaux R" et RY by -
(v) (v")

Nous considérons ci-dessous une distribution f définie sur

)
iRE;)><iR?x,) dont le support par rapport aux variables x' est contenu

n' . . . s ,
dans un compact K c R , quand x appartient a un voisinage donné

d'un point X.

Soit g la distribution bien définie (sur @) comme 1'intégrale

N 1
de f par rapport a R" :
g(x) = J‘f(x,x') dx'
1'on a alors :

Théoreme 6 : Si (V,0) £ S (£), ¥ X' € K, alors V £ S,(g).

X. X!

Preuve : Nous nous restreignons ci-dessous a des distributions f
a support dans wx K (dans le cas contraire, on remplacera f par xf ou X

est une fonction de j?(w) analytique et différente de zéro au point X).

Soit F la transformée de Fourier généralisée de f au point X ,

-ivx-v'x'—vo(x—X)z— vo(x'—X')2
F(v,v',vO;X,X') = J‘f(x,x')e x dxdx'

(62)

D'apres 1'bypothese du théoreme (V,0) £ Sy x,(f);VXW € K) et le lemme 1

de la partie 2 , on vérifie sans difficulté qu'étant donné tout compact
! .. n
K' € R?x') il existe un céne 7 de sommet 1'origine dans I%v) contenant

~

, a > 0,‘fo > 0 ainsi qu'un polyndme ybtels que

A\
(o]

F(v,0,v _; X,x") | <do(|V|)e (63)

dans la région v€ Z/, 0 < v < Y0|V|Juniformément par rapport a X', ¥X'€K'



XVIII.31

Par ailleurs, les bornes suivantes sont toujours valables dans

la région Vo Z O par suite des propriétés de support de f :

-v {_d(X',K)]2
|F(v,05%,x) ] <@ (Iv],v)e ° (64)

ou@ est un polynome qui dépend de 1'ordre de f et d(X',K) est la

distance (euclidienne) de X' a K (d(X',K) = Inf a(X',X")). On vérifie
. "

que la transformée de Fourier généralisée G au %oggt X de g peut s'écrire

(dans la region v, > 0)
n'/2p .., '
G(v,v ;X) = Lv_ Jax F(v,0,v ;X,X") (65)

— ' —
ou L::Lfe X dX'] 1. Pour démontrer des bornesdu type (8) sur G dans

la région v € Zf} 0= v < VO’VI, il suffit alors de diviser le domaine

d'intégration dans (65) en deux parties :

(i) 1'ensemble K1 des points X' dont la distance a K est au plus‘Ja et
1

(ii) son complément danis?X!) . Les bases (63) et (64) fournissent les

bernes recherchées pour chacune de ces contributions respectivement.

Remarque : Le théoreme 5 peut étre prouvé alternativement a 1'aide du

théoreme 4 du paragraphe 4 (voir par exemple EG]) .

Restrictions a des sous-variétes

Soit R une sous-variété analytique réelle plongée dans R" et
soit(Af le faisceau conormal a fR. Une condition suffisante pourqu'une
distribution définie sur R admette une restriction bien définie (en tant

que distribution) a R est :

S(e) NN - ¢ (66)

et 1'on a alors :

Sx(f’m) c Sx(f)/J/‘x , ¥ X €R (67)

Preuve : 1I1 est a nouvesu suffisant de se restreindre au voisinage

d'un po'nt X. 7 pout étre defini dans ce voisinage par un ensemble
d'équut:0Q>Li(x) S0 (i=1,...,4) ou chaque Li est une fonction
analytique réelle de x. Soit 6(R) - TT- 6(Li(x)) ; 6(R) est une

i-l,...,4
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distribution bien définie au voisinage de X dansiR?x) et 1'on vérifie

directement que S,(6(R)) =vﬁ; (voir [6)).

D'apres le théoreme 5 et la condition (66), le produit fx 6(R)
est a son tour une distribution bien définie dans un voisinage de X dans
n
6 (R)) C - .
R{,y et Sy(£x 8 (R) < sy () My
La définition de fIR en résulte. Pour vérifier (67), on peut
par exemple choisir un ensemble {q} de n-£ coordonnées locales analytiques
100Xy et

utiliser le fait que la fonction §(q) = }::::::: (ﬁ(q)-—%}z possede
i=1,...,n

réelles de R au point X parmi 1'ensemble des n variables x

-4 , .
localement dans I%;) les propriétés requises dans le paragraphe 2 d'une

fonction & générale admettant X comme point critique.

Remargues

1) Le résultat peut alternativement &tre démontré a 1'aide du théoreme
1 du paragraphe 3 en termes de restrictions a des sous-variétés complexes

de fonctions analytiques (a croissance lente pres des réels).

2) Une adaptation de la derniere partie de la preuve ci-dessus conduit

au résultat suivant .,

Lemme 8 : Soit f une distribution définie sur R, f &6(R) son produit
par 8(R), qui est une distribution bien définie dans un voisinage de X.
Les propriétés suivantes sount alors vérifiées :

(i) Sx(fx 6(R)) est invariant par addition de vecteurs de VW;

(11)  S,(£) = 8, (£x 6(R))/ffy -
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[OJ Tubofdes et structure analytjque des distributions. I- Tubo%des
et généralisation d'un théoreme de Grauert; Exposé n® XVI du 19 Mars
1975 par J. Bros - Séminaire Goulaouic-Lions-Schwartz.
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