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XVI.1

Les deux exposés qui vont suivre présentent une méthode
d'étude de la structure analytique des distributions (ou éventuel-
lement hyperfonctions), mettant en relief les aspects géométriques de

ce type de probleme.

Le probléme principal de cette étude peut se formuler de la
fagon suivante : si f est une distribution sur un ouvert  de Ifl, ou
plus généralement sur une variété analytique réelle, caractériser toutes

les décompositions possibles du type :

f =3 f; (1)
i

ou chaque fi est une distribution sur un ouvert Qs valeur au bord d'une
fonction analytique dans un certain domaine complexe Di bordé sur les

réels par Q; (o étant 1'intersection des ouverts Qi)'

Dans un premier expnsé, on présentera une étude géométrique
des domaines Di les plus généraux du type ci-dessus, que nous appellerons
des '"tubofdes'". Les propriétés de convexité holomorphe de ces domaines
seront  étudiées en se plagant d'abord dans le cas de " Ei] puis dans le

cas de variétés analytiques complexes quelconques de dimension n.

Ces propriétés permettront d'obtenir, comme application du
théoreme B de Cartan LE] ov du théoreme correspondant de HBrmander [3]

dans le cas a croissance leunte, un premier type de propriété de

décomposition (au sens de la formule (1)).

Ces propriétés de decompcsition peuvent étre appelées "horizon-
tales'", dans la mesure ou i y est toujours valeur au bord d'une seule
fonction analytique h au-dessus de (), laquelle se décompose en somme de

fonctions analytiques hi au-dessus d'ouverts Q; contenant (.

Dans un second exposé, un autre type de propriété de décomposi-
tion, impliquant les théoremes du type 'edge of the wedge" E4J [5] sera
obtenu au moven d'une transformation de Fourier .énéralisée. Un théoreme
analogue au théoreme de la transformée de Lapl.ce montre 1'équivalence [5}
de ce second type de propriété de décomposition avec une décomposition

en supports pour les transformées, modulo des termes a décroissaucr expo-
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nentielle.

Ces propriétés de décomposition peuvent étre appelées '"verticales"
dans la mesure ou f est décomposée en une somme de valeurs au bord de
fonctions analytiques hi dans des domaines Di disjoints, au-dessus du

méme ouvert réel ().

La méthode de la transformée de Fourier généralisée introduit
alors de fagon tres concrete la notion de "support essentiel d'une
distribution'", analogue a celle de '"spectre singulier d'une hyperfonction"

introduite par S. K. K. [6].

On indiquera enfin comment, en s'appuyant sur les deux types
précédents de propriétés de décomposition, on peut obtenir un théoreme
général de décomposition des distributions : pour tout recouvrement du
support essentiel 2 d'une dlsfrlbutlon f dans Qd(zf étant un sous-ensem-
ble fermé du fibré cotangent T Q) par une famille,/fermés {S } il existe
au moins une décomposition de la forme (1), ou chaque fi a son support

essentiel Zf contenu dans Si
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I. TUBOIDES ET GENERALISATION D'UN THEOREME DE GRAUERT

§ 1. TUBOIDES DANS ¢”

¢ n _ ph n . «en-1 .. . N - n
Posons C(z) = l%x)><]?y) ; S(y) désigne la sphere unite deﬁR(y>.

Définition 1 : On appelle profil au-dessus d'un ouvert (O de I{;), tout
domaine A de C?z) de la forme suivante :

A= U (x,A),
X

x€0
oh, pour tout x dans (, Ax est un cone ouvert connexe non vide de sommet
1'origine dans R . A = U (x,A ) désignera la projection canonique
| (y) <€Q X

n n-1 .3 . N . s o
de A\Q dansﬁR(x) X S(y) (Ax étant la base du cone Ax sur la sphere uniteé).

Par convention on supposera toujours que si Ax = S?;§ , alors l'origine
appartient a Ax (c'est a dire Ax = R?

2 ~

canonique associant A a A.

y)) ; il y a donc une bijection

Définition 2 : Tout domaine D= U (x,Dx) de C?Z) est appelé un tubolide

x€n

. } s , X
de profil A au dessus de () s'il satisfait aux deux conditions suivantes

a) Pour tout profil AND A tel que A' D A, il existe un voisinage

complexe Y de Q) tel que :

DN c A

b) Pour tout profil A" € A tel que A < A, il existe un voisinage

complexe Wde o tel que :

AT AU D

On dira aussi que dans chaque fibre (ng?yy, Ax est le profil

de Dx' Enfin, on appellera tube local tout tubofde de p1~fil "constant"

A =QQxC, ou est un céne de sommet 1'origine dans R?y) (un tube reste,

i . . oo . n
¢ Dans toute la suite, l'indice entre parentheses dans l%x)’ CEZ; etc...

sert uniquement a désigner le nom des variables dans 1'espace considére.

e¢ La notation A signifiera toujours la fermeture de A dans () x Sn—i.
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suivant la terminologie classique, un domaine de la forme D=.R?x)x B) .

Remarques : 1) Dans [1], la condition a) était remplacée par aEIP (plus
restrictive que a)) : D\Q © A ; la condition b) était remplacée par un
ensemble équivalent de deux conditions :
° € M .. P n n-1
b[1]) ¥ (xo,yo) A, 3V, voisinag de (xo,yo) dans ]R(x) X S(y) et
J r >0 tels que

{(x,9)59=05; (x,9 €V 5 0<p <r} < p
: n-1
CEIJ) ¥ x€( tel que Ax = S(&) , ona: {0} € D_.

L'équivalence de b) avec {br ), cr,7)} résulte d'un argument simple de
1 [1] [1]

compaciteé

2) Il est clair que tout tuboide D satisfaisant a la défini-
tion 2 donnée ci-dessus contient un autre tubofde D de méme profil A qui
satisfait aussi a la définition donnée dans [1] ¢ il suffit de poser
D' = DN A si cet ouvert est connexe (ou plus généralement D' = composante

connexe de DN A bordée par Q).

3) Si Dl’ D2 sont deux tubofdes de profils respectifs Al’ A2
- ! S X i n

au-dessus d'ouverts Qq0 Qg et si pour tout x dans Q4 n Qg (Al)x (Az)xfﬁ,
le domaine D1 U D2 est un tubo'ide de profil A1 U Az,-au-dessus de
Q; Yoy

4) On utiliscia parfois implicitement (théoremes 3 et 4 du
paragraphe 4) des tuboides D (resp. des profils A) au-dessus d'ouverts
réels () non nécessairement connexes ; de tels domaines sont simplement

des réunions de tubofdes Dj (resp. profils Aj) au-dessus de toutes les

composantes connexes QJ de .
, PPN n ﬂ .
La présente définition des tubofdes dans € se pretera aisément
a une généralisation au cas des variétés analytinues complexes (voir

§ 3) grace aux propositions suivantes :

Proposition 1 : Soit h une application bi-analytique définie dans un

voisinage complexe d'un domaine Q de R, et telle que lezh(Q) soit aussi
un domaine de R" .I1 existe un difféomorphisme h de () x R?y) sur QIXIR?y)

qui met en bijection 1'engemble des profils A au-dessus de () et
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Ll'ensemble des profils Al au-dessus de Qq5 de fagon telle que AlzzﬁYA).

Démonstration : Soit iQ la bijection canonique de (X R?y) sur le fibré
tangent Tq a Q: h' 1'application dérivée de h qui applique T() sur TQ1 ;
on poseJﬁ = iélo h' o iQ (concrstement : h(x,y) = (h(x),h%(y))).‘ﬁ est

une applicatioh différentiable de x R'(‘y) sur Q x R’(‘y) ; comme h est
linéaire dans chaque fibre, elle transforme tout profil A au-dessus de

Q en un profil A1 au-dessus de {H ; de pluS,'; étant bijective, tout pro-

fil A1 est 1'image d'un profil A.

Proposition 2 : Avec les mémes hypothéses que ci-dessus, soit deux profils

~ o ry
A, A tels que A o= h(A) . Pour tout profil Ay 2 Ay tel que 1\.’1 2 pgs il

existe un voisinage A de o tel que h(AF1V)c:Ai

Démonstration : Soit {Ki, i€ I} une famille de compacts formant un

recouvrement localement fini de 1'ouvert Q]. Pour tout indice i€ I, il

existe un nombre e > 0 tel que

(’il,§i> €n X € Ki”gfl\iq
—— (xl,yl) € Ai
(xyy) = Gyl < ellF, 0

)N Al dans A

1 ).

(on a utilisé ici la compacité de (Kix s~ i
"/—1 ~ A ' R .

Prenons alors (xj,yl) = h(x,y) = (h.h )(xl,yl), L'application
différentiable £ = ho b\ (€0, 5 LELO = (K,0 ;

la majoration du reste de Taylor d'ordre 1 fournit 1'inégalité:

st telle que ¥X

18§ - 2(F,00 - 0.5 = || Gxepoyy) - (FLFDI = ey |7,

pour tout 35161(1. et iiSf/lH < p, suffisamment petit.

Posons maintenant 4?1 = U {&.¥.) ; §1€5Ki, Hf}h < pi} H 4f1 est un

voisinage de Qy- et d'apres les inégalités précédentes, on voit que :

(321,3?1) €A, N o (x

1 ) € Ai

1791

Posant A= h-l(4r1), voisinage de (), ceci équivaut a la propriété

de 1'énoncé
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(x,y) €A ok h(x,y) € Ai

v
Proposition 3 : Soit h, h, Q, Ql comme dans la proposition 1, et soit

D un tubofde de profil A au-dessus de (), supposé contenu dans le

~
domaine de h. Alors le domaine D = h(D) est un tuboide de profil Alz:h(A)

au-dessus de Ql'

Démonstration : Vérifions que h(D) satisfait aux conditions a), b) de

la définition 2 ¢ _
. ' o ' 5 ©
a) 801j A1 Al tel que A1 A1
h—l

Posons A' = (Ai) 2 A ; on peut toujours trouver Ag tel que Ai:>A¥Z>A1 s

Ri > Ag, Rg ) Rl s A, A et A”::i-i(Ag) satisfont alors a des inclusions
analogues. D'apres la définition 2 -a) il existe un voisinage dbde Q tel que
Dﬂ4Lc:A";\de plus dfaprés la proposition 2, il existe un voisinage Vde
tel que h(A"NT) CiAi . Posant W= BNV |, on a :

h(DNW) < A}

soit h(D) N QU; c Ai , ou 41& = h(W) est un voisinage de Q-

b) Soit Ai c Al et tel que Ai o Al ; on choisit Ag intermédiaire

entre Al’ Ai dans le méme sens que ci-dessus, les images inverses A, A', A"

par h_1 satisfaisant des inclusions analogues (A'c A'"CA etc...) ;
d'apres la définition 2-b) appliquée a D, il existe un voisinage b de Q
tel que A" NWc D ; la proposition 2 appliquée a h_1 permet alors

d'écrire que h_l(Ai ﬂ'U}) C A", pour un voisinage convenable QG de @,

On en déduit alors que :
a0V 0 e € (A N R(%) © h(D)

soit. en posant 4ﬂ1 = U; N h(d), voisinage de Q ¢
S

10 ce qui est la condition b) cherchée.
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§ 2. PROPRIETES DE CONVEXITE HOLOMORPHE DES TUBOIDES

Les deux propositions suivantes ont été démontrées dans [1]
(d'apres la 2eme remarque faite ci-dessus concernant la nouvelle défini-
tion des tubofdes que nous donnons ici, ces propositions peuvent étre

énoncées sans modification).

Théoreme 1 : Pour tout tuboide D de profil A au-dessus de (), il existe

un tubofde D de prof11 A enveloppe convexe par fibres de A (c'est-a-dire
A~
A = U (x, A ) x étant 1'enveloppe convexe de A ) tel que toute

fonc% 8% holomorphe dans D admette un prolongement analytique univalent
/N
dans D.

Théoreme 2 : Pour tout tubofde D dont le profil A est a fibres convexes

il existe un tuboide D' de méme profil A, contenu dans D et qui est un

domaine d'holomorphie.

la
Remarque : Dans le cas ou le profil A est de/forme QxiR?y) , le théoreme

2 se réduit a la propriété suivante : pour tout domaine D de €

contenant (), il existe un domaine d'holomorphie D' — D qui contient aussi
Q. Cette propriété, démontrée d'abord par H. Cartan E7] dans le cas ou

Q = Iﬂl, fut ensuite établie par Grauert [8] en toute généraliteée,
pouvant étre remplacée par une variété analytique réelle quelconque % de

dimension n.

1) Nous ne donnerons ici que quelques indications sur la démonstra-
tion du théoreme 1 : pour Sgut point Xx€ (), on peut trouver une suite de
tubes locaux Di = Qi><Ai/prof11s Ai = Qi><0& (G& profil de Ai’Qi voisina-
ge du point x) tels que ¥i , D, © D, et

i i+l i x°

C. = C. , Ua. = A
i
Le théoreme 1 résulte alors de la propriété suivante :

.
Propositiorn 4 : Pour tout tube local D = (OxA de profil A=Qx¢c, et

toutc toule cuverte (' @ Q, 1'enveloppe d'holomorphie de D contient un

A A A
tube local D' = Q' xA', de profil A = OQx, C étant 1'enveloppe convexe dec.

°

Ici les domaines Ai, A doivent &tre choisis semi-étoilés : A est semi-

étoilé, si y€4 ® Ay€ A, pour tout A fel que O<?A < 1.
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Ce résultat peut étre considéré comme une version locale du
"théoreme du tube'" de Bochner [9] suivant lequel 1'enveloppe d'holomorphie
A A
d'un tube R"x B est le tube convexe R"x B (B étant 1'enveloppe convexe

de B).

On peut le démontrer soit de fagon purement géométrique (cf.[lOD,
soit en utilisant une généralisation du théoreme de la transformée de
Laplace ([5)).En offet le théoreme de la transformée de Laplace a
plusieurs variables énonce une propriété d'équivaleunce entre 1'analyticité
d'une fonction f dans un tube R" xB et la décroissance exponentielle de

~

sa transformée inverse f avec pour indicatrice de décroissance le polaire

~
B de B.

Comme B et ﬁ ont méme polaire ﬁ: le théoreme du tube en résulte
(pour la classe des fonctions a croissance lente). Or cette étude géomé-
trique peut etre transposée, avec des résultats analogues dans le cadre
de la transformation de Fourier généralisée (voir Ll], [5], et le

prochain exposé) et la proposition 4 en est un corollaire.

2) Nous allons maintenant décrire plus en détails la démonstration
du théoreme 2 (indépendante du théoreme 1) ; celle-ci se fait en deux
étapes : )

a) On construit d'abord un tubofde D" D, de méme profil A que D,
et dont toutes les fibres D; (¥ x€() sont convexes semi-étoilées.
On utilise pour cette ronstruction la proposition auxiliaire suivante :

un
Proposition 5 : Soit Dj (j=1,2)/tubo¥de de profil Aj a fibres convexes

au-dessus de Qj avec

_ Ao A Y
QlL_Qz , A1L$.”2 , DI\QIC:DZ R

D1 (éventuellement vide) ayant toutes ses fibres (Dl)x convexes (¥x € Qz) ;

alors pour tout profil A3 a fibres convexes au-de«sus de Q5 tel que

A = Ay A,, il existe un tubofde D; de profil Ay tel que :

(9]

2’ 3

D3\Q3 D,, D1 < Dy , Dy a toutes ses fibres (D,)

N

canvexes (¥ x€ 03) .

Ici D3 peut étre construit comme l'e' veloppe convexe par fibres

de D1 et d'un tubofde Dp de profil 1\3 défini comme suit



XV1.9

Dp = {(x,y)€4A3 ;5 0 < |yl <p} ; par un argument de
compacité, on montre en effet que pour p suffisamment petit, cette
enveloppe convexe est bien contenue dans D2.

On applique alors cette proposition auxiliaire a la construction
Q

de D", en considérant une suite croissante de profils An (...RhCIZAn+1cC..
a fibres convexes dont la réunion est A ; par récurrence sur n, on peut
construire en effel une suite croissante de tubofides Dn a fibres convexes
de profils An’ et contenus dans D ; le tubofde D" = ( Dn satisfait alors

. . n
aux conditions chercheées.

b) Partant du tubofde D" a fibres convexes, on construit un tubofide
d'holomorphie D' contenu dans D" et de méme profil, comme 1l'intersection
d'une famille appropriée de domaines d'holomorphie {cf. Lll})
chaque domaine de la famille est le complémentaire dans ¢ d'une sphere

complexe.

Pour décrire ae fagon détaillée cette construction, introduisons
3 ’ o A k3 .
d'abord la notion de bipolaire sphérique A d'un domaine convexe semi-

étoilé A de Ifn contenu dans la boule {y€ R" ; | ¥]l <-% }.

PP I Lo . . .
Géométriquement, A est défini de la fagon suivante : considé-

rons A comme 1'enveloppe de tous ses hyperplans d'appuis ©_ de normale

g € Snul, ou comme l'intersection de tous les demi-espaces ouverts nt

contenant l'origine et bord:s par n_. A tout g € Sn—l associons la boule
1

B§ de rayon 5 a

n_ issue de l'origine. On définit A comme 1l'intersection de toutes les

boules B§ pour £ variant dans $n—1 ; on montre aisément que‘E est un

+ N . .
contenue dans ng et tangente a n_ au pied de la normale a

domaine convexe semi-étoilé, contenu dans A et de méme profil que A.

Donnons aussi une défintion équivalente de'E, utile pour la suite
a- 1
soit Z': {(g,r) € € 8" 1 ; O0sr< 5*; <€,y>+r>0, ¥y€ Al ;

~ . . N B ,
A est le polaire de 3 en coordonnées homogenes {(iLronqué par r < é) ;s on

alors (définition analogue a celle du bipolaire ordinaire d'un ensemble) :

) o

= {ye R"; Hyi\<% s <e,y>er-|lysre[®40 ;v (g,r) €1},

Nous pouvons maintenant construire un tuboide d'holomorphie D'
contenu dans D" ; on peut toujours supposer que D" est contenu dans le

tube @ = {(x,¥y); Hy“‘ié}, ce gue nous ferons.

1

. - : . i S
¢ La notation <g,y> désigne le produit scalaire euclidien sur R x R

)
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On considere la famille suivante de sphéres complexes Sa dans

me
fn :
{ n n 2
S = EC ; <N, (z-a+ip)>+1i (z.- a,+ipn.)°. =0
Y P N ) 321 257 2yt el }
. n-1 1
ou a € R"; neEs ; 0<p < 5 -

Remarquons que la trace de Sa dans la fibre (x= a,]R?y)) est

T
la sphere réelle de rayon %- :
= {yeRr"; <7,y 2 - 0)
opo = ¥ ; <M,y> +p - |ly+en|® =0},
laquelle ne passe par l'origine (avec pour normale ﬂ) que lorsque p = O.

Dans toute autre fibre (ng?y)) la trace de S_ est une sphere réelle

Np

de rayon > % et la boule ouverte limitée par cette sphere contient un

voisinage fixe de 1'origine (indépendant de T, p) .

PR n
Définissons alors dans € 1'ensemble

"y = ’ n®.
E(D'") aDRn~ (Csanp)
(n,e) eng

On montre que E(D'") est un ouvert (la famille de parametres (7,p) variant

sur le compact ﬁg, polaire de D;)’ et par suite un 6uvert.d'h010morphie

(cf. [11)).

On vérifie d'autre part que E(D") est contenu dans D", et admetype

composante connexe D' qui est un tubofde de méme profil A que D",

Pour expliquer ces .dernieres propriétés, considérons 1'ensemble

E'(D") B m~(CS )ﬂ@.
; (n,p)€bn 7 2

Cet ensemble est un tubofde au-dessus de R" dont le profil est

(v (xrR?y) )y U (a.Aa). En effet d'apres la propriété décrite ci-dessus

x#a
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des spheres S.mo ¢ OB vérifie que la fibre (Ea(D"))x_a est le bipolaire

2 An n a : .
spherique Da de Da’ lequel a meme profil Aa que Da' Toute autre fibre

(Ea(])"))x(x;f a) est une intersection de boules réelles contenant un

voisinage fixe de l'origine.

Considérant alors E(D") comme l'intersection de tous les
domaines E (D"), a variant dans R" , on obtient les propriétés annoncées.

Remarquons en particulier que pour tout a ¥ Q, D" =g = D" = sn-lx [0,1/2] =

D; = @ ; la fibre correspondante (E(D"))a est donc vide

§ 3. TUBOIDES DANS DES VARIETES COMPLEXES

Nous nous proposons de généraliser les définitions et résultats
des sections précédentes au cas ou l'ouvert  de R" est remplacé par une
variété analytique réelle. R de dimension n. D'apres un théoreme classique
[12_| R peut toujours étre 1dent1f1ee a une sous-variété analytique réelle
d'une variété analytique complexe M de dimension (complexe) n, de

telle sorte que : !

1) M= U 772 , les domaines 7, formant un recouvrement localement
. j€J J
fini de %

3) Chaque domaine 7. admet une paramétrisation . par des variables
(3 _ (@ 7 () ]
= EEE

complexes z .,z °") variant dans un domaine uﬁ de ¢" :

,u’j __a']_;mj. Dans ces variables, R;j est représenté par le domaine réel

(éventuellement vide pour certains indices j) :

Q. = {.Z(J) €. ; 1Im z(']) =0}
J J
a.
J
L — R
Q:l J
Défintion 1' : On appelle profil A au-dessus de R tout domaine dans le

fibré tangent TR a R :

¢ paracompacte et connexe
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A= A (x,A),
x€R X

tel que ¥ xE€ER, Ax soit un coéne ouvert connexe non vide dans Txﬁ (l'espace

tangent a R au point x).

‘-

Cette notion généralise bien celle de la définition 1. En effet,
si R est représentée comme ci—dessus,A N Tﬁj est représenté dans TQj
par un ouvert a fibres coniques qui est 1'image canonique par iQ d'un
J

n au-dessus de Qj, au sens du paragraphe 1 ; d'aprés

rofil A, € Q. xR .
P i 8 (y(3)
la proposition 1, cette propriété reste vraie par changement de paramétri-
sation (bi-analytique) des domaines R., ou par modification du recouvre-

ment {Rj s j € J}.

v

Définition 2' : Etant donné un profil A dans TR, on appelle tubofde de

profil A au-dessus de ® tout domaine D de / tel que DN, soit représenté

dans ij par un tubofde Dj de profil Aj au-dessus de (). au sens de

J
la définition 2 (c'est-a~dire dans 1'espace des coordonnées complexes z

A e CJ

(3)

qui paramétrisent mj),

—

Le fait que ¥ j&€J, Dﬂ7ﬁj soit représenté par un tubofde Dj dans
la carte (1bj,aj) est d'aprés la proposition 3, une propriété indépendante
de la paramétrisation {analvtique) de Mjo Pour la méme raison, cette
caractérisation est égaicment indépendante du choix du recouvrement
UWJ; j€J}. Par suite la définition 2' est une extention légitime au cas
des variétés de la défiriiion des tuboides dans € donnée dans le

paragraphe 1.

Les théoremes 1 et 2 se généralisent alors aux tubofides daus

des variétes, sous la forme suivante

Théoreme 1' : Soit R et 7 comme ci-dessu=. Pour iout tubofde D c 7 de

A
profil A c- TR au-dessus de R, il existe un tubwide Dc” de profil A,
enveloppe convexe par fibres de A dans TR, tel ¢ « toute fonction f

, . A Py
Lholomorphe dans D admette un prolongement analy ique univalent f dans D.
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Théoreme 2' : Pour tout tubofde DS dont le profil A C TR est a

fibres convexes, il existe un tubofide D' contenu dans D, de méme profil

A et qui est une variété de Stein

Le théoreme 1' s'obtient par application du théoreme 1 dans chaque carte

(ij,aj) de 7 : f admet alors des prolongements analytiques ?5 dans des

A
tubofides Dj C.mi dont les profils sont les enveloppes convexes par fibres

o A N /\ A /\
de AN TR . ; les f. se recollent suivant f dans D= U 'D. qui est un
! AJ i€J
tubolide de profil A.

Pour la démonstration du théoreme 2', on se ramene au cas ou
. . L. k
le tubo¥de D appartient a une sous-variété complexe d'un espace €, en

utilisant la propriété de plongement suivante

Proposition 6 : Etant donné un couple (R,7) de variétés de dimension

n comme ci-dessus , il existe un voignage ouvert connexe /’de R dans M,
un espace £k de dimension k suffisamment grande et une application
holomorphe h de N dans Ck possédant les propriétés suivantes
i) h est une application réguli%re (c'est-a-dire injective et de

rang maximum (cf. [8])) de N dans €.

ii) Il existe un domaine U de e tel que N = h(Je) soit une sous-
variété (complexe) fermée de dimension n de W .

iii) La restriction hr de h a R est une application réguliére propre

k

de R sur une sous-variéi? ' ialytique réelle (fermée) R de R , telle

, k
que g = A1 R,

e

Cetie proposition résulte du théoreme de plongement pour les
variétés analytiques réelles [8} gul assure l'existence d'une application
analytique réguliere propre R_", R 19{, pour une dimension k suffisam-
ment grande ; hr se prolonge en effet a une application holuomorphe régu-
liere h d'un voisnage complexe ae R tdans 7) dans le -omplexifié mk de
IRk , et (hr étant propre), on peut trouver W suffi<amment petit tel que

i) el ii) soient satisfaiies.

Soit alore D=7 un tuboYde de profil » « TR a fibres convexes 5
Posons D" = DNA, D" = hiD") < N . On construit un tubofde P dans Ck

] ) / k , ; .. .
au-dessus de l'cuverti reel (O =Wn R, possédant les propriétés suivantes :

.
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a) DNH=D".
b) Le profil /b de @ a toutes ses fibres convexes (et
AN Tp=A=nh!(A).

Cette construction s'effectue au moyen d'un recouvrement loca-
lement fini de W par des ouverts W. relativement compacts dans des cartes
/uTj recouvrant 1. Dans chaque carte 'I,U , D" N W est "prolongé" en un
tubolide 9 dont le profil est constant par rapport aux coordonnées

transverses a‘J’_ . On pose alors D= U (x, n (,9.))() , ou JX
x€Q jed J

désigne la famille finie d'indices j tels que xE-VTj. On vérifie aisément
que ;9 est un ouvert de 2w , tel que ) ﬂll/‘)= D'". De plus 9 est un tubofde

dont le profil /b est a fibres convexes (comme chacun des Dj)'

Ayant construit 9, on déduit du théoreme 2 qu'il existe un
tubo'fde 9'C9 de méme profil /b et qui est un domaine d'holomorphie.
Comme q_y: est fermée dans w, D' = 2n J,’o est une sous-variété fermée de

.9' ; D' est donc, comme D' une variété de Stein, et il est clair que
D'(c D'") est un tlllllr)lgide, de méme profil A que D". Posant alors D' = h_l(g')

on obtient ainsi/variété de Stein contenue dans D et de profil A

§ 4. PROPRIETES DE DECOMPOSITION DES FONCTIONS ANALYTIQUES DEFINIES
DANS DES TUBOIDES

Nous nous bornerons a énoncer ces propriétés pour des tuboldes
dans C", mais le cas de tuboides dans des variétés ne présente aucune
difficulté nouvelle ; les propriétés que nous établissons sont en effet
des conséquences directes du théoreme 2 (ou 2') et du théoreme B de Cartan

(valable pour toute variété de Stein EZ]) .

Etant donné un profil A au-dessus d'un ouvert () de Rn et un

ouvert Q' ¢ (O, on posera
Mg = {(x,y) ; x€q', y€A ]

*Theoreme 3 ¢ Soit ‘:A]. ; 1< j< p} une famille finie de profils au-dessus

f e e

des ouverts respectifs Qj, possédant les propriétés suivantes :
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a) ¥ j, ¥x € Qj , la fibre (Aj)x est convexe

b) posant Qij =Qy n Qj et Aij = Ai N Aj’ on a

¥ i,j A. = A = ..
thd 1!Qij JlQij i

Alors pour toute famille de fonctions {hij ; 1<i,j<p} analytiques dans

des tubolides respectifs Dij de profils Aij et telles que :

hij = —hji , hijﬁ-hjki'hki = 0 dans Dijn Djk n Dki , il existe une famille
de fonctions {hi H 15i.s;ﬂ analytiques dans des tubofdes Di de profils
A. telles que dans D, N D. : h.. = h, - h,

i i J ij i 3J

De plus les domaines Dj ne dépendent que de la famille

des D.. et non des fonctions h,. (et sont tels que D, N D, © D, .).
ij 1] 1 J 1]

toas

Démonstration par récurrence sur p ¢

a) p=2 ¢ On construit un voisinage ouvert réel 4% de Ql‘\Qz et un

- . . y ;
voisinage ouvert réel ’ugz de Qz\Ql tels que : Jol c Qg > 'Upz c Qg5 Ua_lﬂ %zzg .

: D\ = A, j = ‘o = . érifi
On pose alors DJ Jlﬂﬁ y J 1,2 et D12 D12 N A12 On vérifie que

1 _ ! ' ' 3 3 — :
D' = D1 U D2 U D12 est un ouvert qui est un tubofde de profil A = A.lu A2
D'apres le théoreme 2, il existe un tubofde d'holomorphie D — D' et de

profil A. Posant alors (j=1,2) Dj =(D3U Diz) ND, on a par construction

= C ' C 2 s
D1U D2 D, D1 N D2 D12 D12 R Dl’ D2 etant des tuboides de profils

respectifs Al’ Az. Soit h12 analytique dans & ; d'apres le théoreme B de

Cartan appliqué au recouvrement de D par D1, D2 il existe une décomposi-
tion

h12 = hl- h2 valable dans D1 n D2,

ou hl’ h2 sont respectivement analytiques dans Dl’ D2.
b) (p-1) = p : Soit {gi : 1<i <p-1} une famille de fonctions analyti-

ques dans des tubolides respectifs Di de profils Ao telles que :

h.. = - g. (1 <i,j = -1) dans D' N D,.. P L. = -

i g, gJ J p i i osons alors i g; hi
N 3 ' - ' 1 -

analytique dans Di Di l Di , tuboffde de profil Ai . Comme hij_ h, -h
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les p fonctions 4, se recollent en une fonction £, analytique dans

U D' , tubofide de profil ( m Ai) n Ap. Les conditions géomé-
%%‘iagéé du cas p=2 étant satisfa%%égpﬁ%r les deux profils ( U /\i)
1<igp-1

et Ap’ il existe une décomposition : £ = 4'+h_, ou 4! (resp. hp) est

analytique dans un tubofde D' (resp. D ) de profil ( U A,)(resp. A ).
P 1<isp-1 * p

Posant alors : hi =g. -4 (1<i <p-1) , analytique dans le tubofde

i
1)i = D'i N D' de profil Ai’ on vérifie aisément que ¥ i,j < p :

- = . N . e i i & i -
hi h,j hij dans D1 DJC D13 De plus, il est clair que la détermina
tion de tous les tubolfides Di est purement géométrique, c'est-a-dire

indépendante des fonctions hij congsidérées.

Théoreme 4 : Soit deux domaines réels w, () tels que W € (O, et soit A

un profil a fibres convexes au-dessus de ().

Pour toute fonction h analytique dans un tuboide A
de profil AIW , il existe une décomposition : h=H+r , ou H est
analytique daas un tub)»¥3e D de profil A, et r est analytique dans un

voisinage complexe wde} w ; de plus D et W ne dépendent que de A (et
pnWea.

Démonstration :

%* .
a) Soit {./\i ; LEN } une suite de profils a fibres convexes au-dessus

de () tels que :

¥. . Ah A, L hoch, Uon =,
1 i i+l 1 R R |
i€N
Pour tout entier i, il existe un voisinage ouvert complexe /U; de w tel
que 1\i N ’U’l C A (cf. définition 2). Posons %1 = Ai U 'U; ; %’1 est un

tubofde de profil ‘/Li = Ai U {wx Rl(ly)} au-dessus de ) . Il existe alors

(cf. théoreme 2) un tuboctde 9i c 9‘i , de méme profil %’i et qui est un
domaine d'holomorphie. D'apres le thécreme B de .artan appliqué au
recouvrement de 21 par les deux onverts Di = »9] N /\i et ’ZLI = 91 n 7);
(tels que Di n 'w; C A), il existe une décceposition : h = Hi + ri valable

dans D, N 'w; , telle que H, (resp. ri) soit anal-.ique dans D, (resp. %:).
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b) Il nous reste a '"recoller" ces différentes décompositions de h, pour

*
i variant dans N . Considérons pour cela le domaine 9 = *91 , qui
i€N
est un tubolide de profil u’to: AU {wx R?y)} . Il existe un tubo'ide

d'holomorphie _@C D de méme profil (théoreme 2), dont les ouverts

b

91 = 91 ﬂ% forment un recouvrement. Dans chaque domaine gij = 91 n '8:]

- —
—— S— ——

on considere la fonction zij qui vaut (Hj -Hi) dans

?ij naA, N Aj et (ri—rj)
dans %ij n /U; n 7]; (ces deux fonctions se recollant d'apres a)). Par

construction, on a 4, . +4 ., +4 . = 0 et il existe donc une suite de
ij jk ki

fonctions £, analytiques dans 2, telles que £.. = £, -4 _ dans 9, .
i Zi ij i 73 |

(théoreme B appliqué a _% recouvert par les @i).

Définissant alors H, = H, + 4. dans D. N 9 et r. = r.-4. dans
—=i i i i —-i -i i i

w-i n gi’ on vérifie aisément que :
1) les H, se recollent en une fonction H analytique dans

p= U, (2,nD) ;D est un tubolde de profil A,
i €N

2) les r., se recollent en une fonction r, analytique dans

—i
W = U (. n2.) ;4 est un voisinage complexe de .
* i i
i€N -

3) h=H+r dans D ﬂw, ce qui acheve la démonstration du théoreme

§ 4. “VALEURS AU BORD - DISTRIBUTIONS' DE FONCTIONS ANALYTIQUES DANS DES
TUBOIDES, ET THEOREMES DE DECOMPOSITION CORRESPONDANTS

Soit D un tubolide de profil A au-dessus de (3, et h une fonction
holomorphe dans D. On dit que h admet comme valeur au bord une distribu-
tion f dans (), si la restriction de h a tout tube local wx (N B)CD (C
étant un cdne de sommet l1l'origine et B une boule de centre l'origine dans
R(ny)) admet f’w comme valeur au bord (c'est-a-dire si :
¥ Eg(w) s ‘f hix+ ig)g (x) dx —— 5 <f , ¢> ).

y— o

y€cC

D'aprés un théoreme classique [_13:\, h admet donc une valeur au
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bord-distribution dans () si et seulement si elle est a croissance lente
. .
dans tout tube local T=wx (N B) c D, tel que wxC CSA . Il en est ainsi

en particulier si h est a croissance lente dans D lui méme.

Reprenant les démonstrations des théoremes 3 et 4 dans le cas
a croissance lente, et utilisant alors le théoreme de HBrmander ("a

croissance"”) [3] analogue au théoreme B de Cartan, on obtient :

Théoreme 5 : Soit {Aj‘; 1< j < p} une famille de profils au-dessus
d'ouverts'Qj satisfaisant aux conditions a) et b) du théoreme 3. Soit
d'autre part une famille de distributions fij dans les ouverts respectifs
gij = Qi N Qj’ valeurs au bord de fonctions analytiques hij’ définies et
a croissance lente dans des tubofdes Dij de profils Aij’ et telles

que

dans Q, n Qj N Q)

Alors il existe une famille de distributions fi dans les
ouverts respectifs Qi, valeurs au bord de fonctions analytiques hi’ définies

et a croissance lente dans des tubofdes Di de profils Ai’ telles que

dans Q.. ¢+ f.. =f.,-f. (et dans D, N D. 2 h,. = h, - h.).

L 1] 1] 1 J 1 J 1] 1 J

Théoreme. 6 : Soit v, ), N comme dans le théoreme 4, et soit f une
dsitribution dans w, valrf:s au bord d'une founctim analytique h, définie

et a croissance lente dans un tubofde A de profil Alw

Alors dans y, il existe une décomposition f = Flw4-r, ou la
distribution F est valeur au bord dans () d'une fonction analytique et a
croissance lente dans un tubcfde D de profil A, et r est analytique et

a croissance lente dans un voisinage complexe de Ww.

e

o P e a5 we

C'est a dire h(z) borné en module par une puissance de 1'inverse de la

distance (euclidienne) du point z a la frontiere de T.
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