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XIII.1

§ 1. INTRODUCTION

On considere 1'opérateur L défini dans Rx R" = {(t,x);te R,xeR™)

- . - kpdp2 o
par L_.L(t,Dt,Dx) = TaTew A ia t D, D_ ou akjae € . On suppose que L

k€N
est elliptique pour t# 0 et que son symbole a une propriété de quasi-
homogénéité de la forme suivante : il existe 620 et 0€ Z tels que pour
tous A >0, 7€ R, gERnon ait :

L(i; lr,hég) = K_GL(t;T,g).

Autrement dit L est du type suivant :

L(t;D,D ) = 2:::::::: a. t070lal ipipe
X j+ia|sm Jo t x
6+6|al+jEN

et 1'hypothese d'ellipticité impose que 6+ m et 6+ dm soient dans N .

Le cas ou la variété t=0 est non caractéristique, i. e.
quand c0=-m, a été traité dans [6] ; on montre que 1'étude de
1'hypoellipticité de cet opérateur L se ramene a 1'étude du noyau dans
A (R) d'opérateurs différentiels a une variable ; plus précisément
1'opérateur L est hypoelliptique si et seulement si pour tout
3 €IRn\\{O},1'équation:L(t;Dt,g)v(t) = O,n' a que la solution triviale
dans (R).

On se propose d'étudier, toujours du point de vue de 1'hypoel-
lipticité, 1'opérateur L dans le cas ou la variété t=0 est caractéris-
tique, i.e. quand 6> -m . On commence par donner deux résultats négatifs :

- quand 6> 0, 1'opérateur L est du type de Fuchs au sens de [1] ;
or il a été montré dans EB} que les opérateurs du type de Fuchs ne smt
pas hypoelliptiques lorsque la variété t =0 est caractéristique. C'est
le cas pour L des que G~ -m .

- quand 6 -0, 1l'opérateur L n'est plus du type de Fuchs mais il n'est
pas non plus hypoelliptique (de fagon précise,pour £ € N, on peut

construire un ouvert Q de r" , une fonction u(t,x) € Cz(llen, telle que
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uf C'6+1(Rx Q) et Lu € Cm(RxQ) ; la fonction u est cherchée du type :

)
w(t,x) = y(oe !

bleme de Cauchy en x).

9(x).la fonction ¢ étant construite en résolvant un pro-

On pose le probleme de 1'hypoellipticitée partielle de L,c'est
a dire L'hypoellipticite a partir d'un espace de distributiom qui sont
(‘.co dans la direction t. On montre :

- quand &> 0, que 1'étude de 1'hypoellipticité partielle de L se ramene
a 1'étude du noyau dans J(R) d'opérateurs différentiels ordinaires (comme
dans le cas ou la variété t=0 est non caractéristique) ; plus précisément
L est partiellement hypoelliptique si et seulement si pour tout
3 R"\{0} 1'équation L(t;Dt,g) (t) =0 n'a que la solution triviale dans

Aw .

- quand 6 =0, que 1l'opérateur L est toujours partiellement hypoellipti-

que.
Pour fixer les idées, on donne tout de suite quelques exemples :
- 1'opérateur tD% + tD +XD +p Dy (correspondant am=2, 6=-1, 6=1)
est partiellement hypoelllpthue dans B
- 1'opérateur D2 + t2D2' RD (correspondant a m=2, 0=-2, 8=2) est

t
partiellement hypoelliptique dans B2 (et donc hypoelliptique dans R2, car
la variété t=0 n'est pas caractéristique.) pour A£I(2n+1) , n€ N .
(ct. [6)).
-~ 1l'opérateur tD%+ 1D +7LD (correspondant am=2, 0=-1, 6-— )

est partiellement hypoell]pthue dans B |hypoelliptique dans R

- L'operateur t Dt + Di (correspondant a m=1, 0=0, 6=0) est partlellement/
Pour les démonstrations completes de ce qui suit et pour des

compléments, on renvoie a [3]. {_4]

§ 2. ETUDE DU (AS 6 > o

2.1 Enonce des resultats

Plus géneralement on considere les opérateurs définis sur I x

. , . n
(ou [ esi sn ince:vall: cuvert de R contenant O et Q un ouvert de R )par

L = E:___A (t, oilordlal+ilpipe

Jelalsn 3 ¢
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n
. n
ou t€1I, x:(xl,...,xn)éﬂ , a:(al,. .,an)EN , ‘a| = ii.:lai ,
- a“"‘ -1 3 .
Dzzilal—T—_———a-’Dt:l 'ST,mG'.N,,]GN,6>O, 6€ Z tels que
1 n
Bxl ax

c+m € Net 6+ &m € N, L0+ 6|a|4—jj désigne le plus petit entier de N

supérieur ou égal aoc+dlal+j.
On suppose que les coefficients aja appartiennent a Cm(I><Q).
On introduit les conditions suivantes :

Condition 1 : L est elliptique pour t#0 dans IxQ, i.e. pour tout
(t,x) €IxQ, t#0 et pour tout (7,g) € (RxR™ \{0} on a

Y a (0 ¢ Lorelall
ja© 7

j+lal=m

rjga £Z 0

On introduit une partie principale L° de L définie par

.—-_—ﬂ 3 .
L% - 1L%(x3D,,D) = 2—— . a. (0,x)t°+6|a|+JDJ % .
t’x . < Jja t x
j+la|Sm
c+d|lal+jEN

Condition 2 : L® est elliptique pour t #0 dans IxQ i.e. pour tout
(t,x) € IxQ, t#0 et pour tout (7,6) € (Rx R™) \{0} on a :

T T

j+lal=m
0+6|a|+j€ N

(notons que la condition 2 entraine lez condition 1 dans un voisinage de

t - 0, éventuellement plus petit que IxQ).

(Condition 3 : Pour tout we R , hD|= 1,et pour tout x€Q,1'équation

ILo(x;Dt,w)v(t) = 0 n'a que la solution v=0 dans AS(]D.
On a alors

Théoreme 1 : Si 1'opérateur L vérifie les conditions 1,2,3 il est
partiellement hypoelliptique dans Ix{Q, i.e. : pour tous ouverts

I'CTI et Q'CQ, pour tout ue€ Cw(I; D' (Q)) tel que Lu€ Coo(I' xQ') alors
WEC(I'xQ').
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Lorsque les coefficients aja de la partie principale L° sont

constants, on a le réesultat plus précis suivant :

Théoreme 2 : Si les coefficients de L° sont constants et si la condition
2 est vérifiée,alors L° est partiellement hypoelliptique dans R x R" si

et seulement si la condition 3 est satisfaite.

Remarque : On peut préciser le théoreme 1.1 en utilisant la régularite
normale des opérateurs de Fuchs donnée dans [1] ; i1 suffit en fait de
supposer que u€ (* (I;9'(Q)) ou 1'entier k dépend de 1'équation

indicielle de 1l'cpérateur L en t=0.

I1 se peut que les conditions précédentes ne soient vérifiées

que pour t>C . Plus précisément on considere les conditions suivantes :

Condition 1' ¢ L'opérateur L est elliptique pour t>0 dans IxQ.
Condition 2' : L'opérateur L° est elliptique pour t>0 dans IxQ.
Condition 3' : Pour tout W€ R" , |w|: 1 et tout x€Q, 1'équation

Lo(x,Dt,w) v(t) = 0 n'a que la solvtion v=0 dans /3(§+) .
On a alors

Théoreme 1' : Si 1'opérateur L vérifie les conditions 1', 2' et 3',

il est partiellement hypncelliptique dans I+x£1 ou I = {ter; t20}, i.e.
pour tout snus intervalle T' de T et fout ouvert Q' € (1, pour tout
u€ dm(I+;53'gl))‘tel que Lu€ d»(l‘xﬁl‘),alors u€C (I'xQ").

Remarque : Lorsyue la variété t=0 est non caractéristique i.e. 0=-m
on peut remplacer hypoellipticit?® partielle par hypoellipticitée. On
retrouve les résultats de [6j pour 6> 1 et on retrouve les opérateurs

elliptiques pour 6= 1.

L'étude de 1'hypoellipticité partielle est abordée par deux

méthodes :

- une méthode basée sur les quotients différentiels a partir d'une

estimation a priori,
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une méthode basée sur la construction d'une paramétrix partielle en x.

Les deux méthodes nécessitent une étude préalable des opérateurs

. P . o .. .
en la seule variable t associes a l'opérateur L~ qui interviennent dans

les conditions 3 et 3'.

2.2 Etude d'opérateurs différentiels a une variable

Soit 1'opérateur différentiel ordinaire L défini sur R par :

L = L(¢,D,) E: a t°+5k+j pd

t k+jsm ik t
o+8k+jEN
: L d € 6> € € € j €
oth:-jT-a—E,m N, 0, o Z,ajkﬁ,k N, j N.
On introduit la condition
(H) : pour tout t#0 et pour tout 7€ Ron a : : L, 1;0+61H‘-l d £0
k+j=m J
c+6k+jEN

Cette condition est équivalente a dire que les polyndmes

P (1) = §::::l a. 1 et P (1) = E:::::: a., (-1)%3 <3
. jk . jk
k+j=m k+j=m
0+8k+j €N o+6k+jEN

ne s'annulent pas sur R . On note m, (resp. m ) le nombre de zéros 7T de

P'(1) (resp. P (1)) tels que Im7 > 0 (resp. < 0),

Soit F(A) = O, 1l'équation indicielle de 1l'opérateur L en t=0
ie. : F(O) = a, (-DIA-1 ... (A-j+1)
0<j<m !
0+3j€N
On note r_ le nombre de racines de F(R) = O telles que

ReA > p - o-% . Pour p€ Non désigne par WP (IR) 1'espace de Sobolev avec

poids

WP(R) = {uen™(®), 127K IpIthe 12(R) 0 hsp, kejsm,

c+6k+j € N} .
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On a alors le résultat suivant :

Théoreme 3 : Si la condition H est vérifiée et si 1'équation F(R) =0
n'a pas de racine sur la droite ReA = p- G-n% , alors 1l'opérateur L est
un opérateur a indice de wP (R) dans HP (R), d'indice :

m+-+m_4-G-—2(m—rp+—min(0,p)%
Lorsque 6 est un entier, 1'expression de 1'indice se simplifie.

Lorsque p est assez grand,l'indice est constant et on a :
Ker LN WP(R) = KerL N S(R) ou Ker L = {u€Q' (W), Lu=0} .

En particulier pour =1 et pour p assez grand, Ker LN wP(R)= {0}
de sorte que Ker LNA(R) = {0}. Il en est bien siir tout autrement dans

le cas général.

Sur Ih_on a des résultats du méme type. On introduit la

condition :

(H') : pour tout t>0 et pour tout 7€ R ona :Z:a to+6k+‘]'r;£o.

k+j=m Ik
c+8k+jEN
On a alors
Théoreme 3' : Si la condition (H') est vérifiée et si 1'équation
F(A) = O n'a pas de racine sur la droite ReA = p - o-u% , alors 1l'opérateur

L est un opérateur a indice de Wp(lh) dans Hp(lh))d'indice mo-m+r

-min (o,p).

Lorsque p est assez grand l'indice est constant et
Ker+L n WP(R+) = Ker L n »g(i+) ou Ker+L = {,uﬁ@(B+), Lu=0} .

Pour démontrer ces résultats)on fait une étude au voisinage
de chaque point singulier de 1'opérateur L)h savoir t=0 et t==,et on

regroupe les différents résultats grace a des théoremes généraux d'indic

2.3 Esquisse_de la démonstration des théoremes 1 et 1'

On se limite a la démonstration du théoreme 1 ; la démonstration

du chéoreme étant analogue.



XIII.?7

On applique le théoreme 3 a 1'opérateur Lo(x,Dt,w) pour W€ Rn-,
|w! =1 : il existe un entier P, tel que pour tout entier pro, pour
tout w€ R™, |w| =1, pour tout x€Q (qu'on peut supposer relativement
compact), l'opérateur Lo(x,Dt,w) est un isomorphisme de WP(R) sur un
sous-espace fermé de Hp(R). Par suite il existe une constante C > O telle
que pour tout W€ Rn, I“" =1, pour tout x€Q et pour tout P
v(s) € WP(R),on ait :

ST eindy), sc X phalegnwvis)] ,

0shsp j+k<m L“(Ry Posnsp S L (IR)
c+&k+jEN

Pour € € Rn\{O} et u(t) €Wp(R), on pose s = t|§l1/6 et v(s) =u(t). Ii en

résulte, pour tout g € r" y |§l =z 1,1'inégaliteé :

Z E (1+ |§|2 k+-P-—-H 0+6k+3q;3+h H2 <

Oshsp j+k=m 12 (R)
0+0k+jJEN

c, : (1+|g| ) HD (L°(x, D, w)u(t))\\ o

P o<hsp L™ (W)

A partir de cette estimation pour la partie principale Lo, on termine

par deux méthodes :

- lere méthode : les quotients différentiels

Par des arguments de perturbation et de compacité on déduit de
l1'inégalité précédente 1l'estimation a priori suivante :
pour tout X € QQ, -pour tout entier p= P, il existe une constante ep> 0]

et pour tout q€ R,il existe une constante Cpq > 0,tels que,si

u € WWURXx R avec suppuc{(t,x) €1xQ, |t]+ IX-X0| <sp},on ait :

Il R I IR
wP R x R™) “pa 0<h<p 5 -PT—+q WP T (R xR
L°(R;H (R™)
ou
Lh-+k+
. . q
WP URXxRY = (ueR (Rx RY ; t‘”ék*:‘n,i*hue L2 (m;u ° (R™)

c+6k+j €N, k+j <m, Osh < p}
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De cette estimation a priori on déduit par une méthode de
quotients différentiels en x, le résultat de régularité suivant :

si ue W YR R™) avec supp u C{(t,x) € IxQ, ltl + Ix_x0|<ep} et
-h
[}

+
(R™) pour 0< h<p alors u€ Wp’q+1(llx rY).

si D't‘(Lu) € 12(R; H
On peut alors démontrer le résultat d'hypoellipticité partielle :
soit donc u¢€ Cm(I; ¥ (Q)) tel que Lu€ C’(I'xGQ') et soit a montrer que

u est indéfiniment dérivable au point (to,xo) €EI'xQ'.

Si toy.‘O, le résultat est classique puisque 1'opérateur L

est elliptique en tout point (t,x) pour lequel t #£O0.

Si to = 0, soit b € Ci(I’><Q‘) et égale a 1 au voisinage de
(O,Xo).

D'apres la structure locale des distributions de c°°(1;9'(m),
pour tout entier p, il existe q€ R tel que bu € wP'I(R x R"). Pour
pro on peut appliquer le résultat de régularité précédent : il s'en
suit que Qu € Wp’q+1(Rx R™). Itérant le procédé on gagne la régulariteé
maximum en x et ceci pour ;:haque p= P D'ou 1'on déduit que u est

indéfiniment dérivable en (O,XO).

- 2eme méthode : construction d'une paramétrix partielle

On utilise la technique des opérateurs pseudo-différentiels
a valeurs vectorielles !’.L'?], [9], [10]) avec comme dans [9] ""des normes

dépendant de E".

On wote Hp’g(R) 1'espace Hp(R) muni de la norme suivante dépen-
dant du parametre E € r" :
Pb-h
P 2, & h 2
e W e F L D
HP'S (R)  oshsp L° (R)

et de méme on note WP’E(R) 1'espace WP(R) muni de la norme

1 . + . +
=((0+0k+j-£) - j -h-o+p) (0+6k+j-£) . .
|2 = (g l®® It pdhl?
wP'UR)  k+jsm L (R)
h+LSp
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(ou pour A€ R on note A" = sup (4,0)).

On définit 1'espace des symboles S°(Qx R™; wP'S(®), 0P8 (m))
comme 1'espace des fonctions p(x,g)CmE valeurs dans £(WP’S (R) ’HP’E(]R))
telles que, pour tout compact KCQ, pour tout (a,B) € N x N, i1 existe

une constante C > 0 telle que pour tout x€K, tout g € R" on ait

Kap

a

gp(x,§>\\ <c <1+\§I)‘|°‘|.

|I” D
x swP E(m)) 1P S (my))  KoP
Pour p grand, l'opérateur L, convenablement modifié en dehors de t=0,
e ~ 3 ’, ’ ’

qu'on note alors L p(x,t,Dt,Dx),peut etre considére comme un opérateur
e ~

pseudo-différentiel dont le symbole L P(x,t,Dt,g) appartient a

s°(Q x Rn;wp’g(IR) ,Hp’g(R)) et pour lequel on construira une paramétrix

dont le symbole appartient a s%(Q x Rn;Hp’g(]R),wp’g(R)) .

Par des arguments de perturbation on déduit de 1'estimation
obtenue pour Lo(x,Dt,g) que :
pour tout entier p= po,il existe une constante sp>0, il existe
une constante A> 0, il existe une constante Cp> 0,telles que, pour tout

x € Q, pour tout g € r" , |g| >Aet pour tout u€ WP(R),on ait

€
<c, | L P(x,t,0, )

|| ul|
wPrE (R) HP'E (R)

€

L'entier p étant fixé,on pose pour simplifier L(x,g) =L p(x,t,Dt,g)
. *

On considere 1l'opérateur adjoint L (x,£) défini par : pour tout

u€ B’ S (R) et vE WS (R) :

(L*(x,g)u,v) = (u,L(x,g)v)

wPS (m) nP% (R)
* )
Alors L (x,g)eL(x,g) appartient a s°(@Q x I{n;wp’g(]R) ,wp’g(B)) et est
un isomorphisme de Wp’g(l?) sur Wp’g(R) pour Igi 2 A et on a :
il existe une constante C> 0 telle que pour tout x€Q, pour tout
E € R" avec |§| 2 A et pour tout u€ wP'E(R) on ait :

[ ull < CHL*(x,g) o L(x,e) ull

w2 E(R) wPE(R)
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On peut donc construire un inverse R(x,E) tel que pour lglz A

R(x,8)oL (x,8)-L(x,8) = L (x,£).L(x,8).R(x,g) = I

R(x,e)ul| < C|lull
| 5 WP S (R) WP (R)

Alors R(x,g) convenablement modifié pour |§|<<A est un symbole apparte-
nant a s®(Qx R", Wp’g(lU wP'E(R)). I1 existe alors un opérateur
pseudo d1fferent1el Rp(x D) dont le symbole Rp(x,g) est dans

s°@x R"; Hp’g(lD Wp’g(lU) admettant R(x,£)o L (x,g) comme symbole

principal et tel que :
€
RP(x,0)» L P(x,t,D,D) = I+5sP(x,D)

RP(x,D) est un opérateur continu de H (Q Hp’g(ln) dans Hl «Q, WP’E(IQ)
pour tout s€ R et 8P(x,D) est continu de HS (Q wP'S(R)) dans

l C(Q,Wp’g(IU) pour tous s et t€ R.

Une telle paramétrix (qui dépend de p) permet de démontrer

le résultat d'hypoellipticité partielle.

2.4 Exemples d'étude des.conditions 3 et 3'

On se limite a 1'étude d'opérateurs d'ordre m=2 (des méthodes
données ci-apres pouvant étre appliquées a m quelconque). On se propose
donc d'étudier le noyau dans 4 (R) et fg(ii) des opérateurs L a une

variable de la forme

. 0+2 2 o+1 o l o+6+1
Lu(t = D u + aJOt Dtu+ aoot u + allt Dtu

c2 0+26
%1t u -t aozt u

ou 6€ Z avec 62 -~-2, 6>0 avec 0+26€ N, aijem avec a.i=0 si
c+6i+j £ N.

On suppose que le polyndme 12-+a1 T+ a

1 admet deux racines 7T

02

et T avec 1m’r+ >0 et ImT <0,

On commence par traiter le cas 6=1 qui joue un rdle particulier.
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- Cas ou d=1

D'une maniere générale Ker LN ,8(12) = {0} (comme il résulte du
calcul de 1'indice. Cf. Théoreme 3) i.e. la condition 3 est toujours sa-
tisfaite. Par contre la condition 3' n'est pas toujours satisfaite. Plus
précisément,si o= -1 : Ker+Lﬂ /5(‘]i2+) = {0},si et seulement si,pour tout
entier p€ Non a : a, T +a,, #ip(r -7). (cf. [2h

Lo Vo 2 2 .

Ainsi par exemple 1'opérateur t(Dt+ DX) +M)t+ pr est partielle-
ment hypoelliptique dans R x IR quels que soient A et p€ € et est
partiellement hypoelliptique dans ﬁ+x IR,si et seulement si,pour tout

entier p20,on a p;-fi(2p+i7&).

- Cas ou 6#£1

Une méthode générale consiste a trouver une décomposition
du noyau de 1l'opérateur L dans ,g(R) puis par un changement de variable ,
a se ramener au cas précédent. Signalons qu'une telle décomposition a

déja été utilisée dans [5].

On n'examine que deux cas particuliers 5=+ et =2 (remarquons

que & est soit un entier >0, soit de la forme 1 avec k&€ N).

+

2
o . 1 J

D'une maniere générale pour 6:5, Ker LN J(R) = {0} et

Ker+L n /f (ﬁ+) = {O} i.e. que les conditions 3 et 3' sont toujours

satisfaites . En effet on effectue le changement de variable

s = t = 52 : R— ﬁJ{ et on pose u(t) = v(s). Si u(t) €Ker+Lﬂ /X(ﬁ+) alors

v(s) € Ker &N A (R) avec

210
P

(o) = Bdp? i
Ev(s) = s (4Ds+a02)v+s(4+ )DSV+ a_ v

Comme £ est un opérateur pour lequel 6=1 on en déduit que v=0 donc

u=0 ; ainsi Ker*LrTJ(ih) = {0}. De 1a on en déduit que Ker LN 4(R) = {0}

car si u€ KerLD /S(R) alors u est analytique sur R et ulR € Ker+Lﬂ J(R )
+

Ainsi par exemple 1l'opérateur tDi + D2X+KDt est partiellemenrt

hypoelliptique dans ﬁ+>< R quel que soit A& € ; de méme 1l'opérateur
tDz’; & th Dt+ iDi + '/\D,t est partiellement hypoelliptique dans Rx IR et

dans R x IR quel que soit A€ C.
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Pour 6 =2,la situation est tout a fait différente. On note
F(A) 1'équation indicielle de L en t=0,i.e. F(1) = -2(A - 1) - ia

OK + a =0,
Soit u(t) € Ker LﬂJ(R),alors u est analytique ; soit

1 00

(o]
u(t) = £ u t™. On a les relations
n=0 n
( F(Ou_ = F(u, = 0
o 1
) F(2)u2 tag u = F(3)u3+ (- ia  + a01)u1 =0
» - i -2) . -
\ ﬂ.(n)un+( 1all(n 2) fa()l)un_2 tag,u. , = 0 pour nz4
ainsi : 1) si F(A) = 0 n'a pas de racine entiere, Ker LN .{(R) = {0}

ii) si F(A) O a une seule racine entiere m2 O ou bien deux

racines entieres = 0 de méme parité, m étant la plus petite,

1}

Ker LN ,g(R) = {0} si et seulement si pour tout entier p € Non a

(alo— i(emr1))7 + agy - 1ma11,~.‘ 21p(1:+-'r_).

En effet,si uGKerLﬂzg(R),alors u(t) = t"v(t?) ou v est une fonction
analytique. On effectue le changement de variable t = s= ‘l:2 t R~ §+ ,

alors v(s) € Ker+£ﬂJ(l_2+) avec

¢

Lv(s) = s(4Dz+2a D + aoz)v+(2a

11 s -2i - 41m)DSv+(aO -ima_ )v

10 1 11

Comme £ est un opérateur pour lequel 6=1 et 6=-1 on applique la condition

nécessaire et suffisante donnée précédemment.

iii) si F(A) = 0 a deux racines entieres m, et m,, 2 0 de

parités différentes Ker LN S(R) = {0} si et seulement si pour tout

. c . . s , s . _
entier p& Net j=120n a : (a10 1(2m;i + 1')]1)'r+ +ag, mlmjall £ 2i p('r+ T ).
En effet si u€ Ker LN J(R) alors u(t) = t 1v(t2) +t 2w(t2) ou v et w sont

analytiques. Comme u(-t) € Ker LN J(R) alors
m m,,

2]
t 1\r(t2) et t “w(t®) € KerLN —X(R) et on termine comme en (ii).

On étudierait de fagon analogue Ker L N J(§+) . Ainsi par

exemple 1l'opérateur tDi + tsDi + R Dt

un entier impair, est partiellement hypoelliptique dans R x IR ou dans

+ pth , lorsque 1- iA n'est pas

§+ xR si et seulement si, pour tout entier p€ Non a : pAZ(in + 4p - 1) .
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§ 3. ETUDE DU CAS 6=0

3.1 Enoncé des résultats

On considere les opérateurs définis sur Ix{Q par :

L = a.a(t,x)to+JD%Da
j+lo|sm J X

Les notations sont celles utilisées en II (ici 6€ N).

On introduit la condition :

Condition 1 : Pour tout (t,x) € IxQ et pour tout (7,g) € (Rx]Rn)\{O}

on a :

: a.a(t,x)'rjga;lo

jelalen 3

(cette condition 1 est équivalente aux conditions 1 et 2 introduites en

2 et écrites pour & = 0).
On a alors :
Théoreme 4 : Si 1'opérateur L vérifie la condition 1,il est partielle-

ment hypoelliptique dans IxQ.

I1 se peut que la condition précédente ne soit pas vérifiée.

On introduit la condition

Condition 1' : Pour tout (t,x) € I+x§) et pour (7,g) € (R X r™ \ {0}

a. (t,x)19%% £ 0

(notons que la condition 1' entraine la condition 1 dans un voisinage

on a

de t = O éventuellement plus petit que IxQ ; ce qui n'est pas toujours

vrai en II quand 6> 0).
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On a alors @
Théoreme 4' : si 1'opérateur L vérifie la condition 1',il est partiel-

lement hypoelliptique dans I+x§2.

3.2 Esquisse de la démonstration des théoremes 4 et 4'

On s'intéresse a la démonstration du théoreme 4' ; le théoreme

4 s'en déduit. On se ramene tout d'abord au cas ou 6=0. On fait 1le

.hangement de variable t=e’ (pour t >0 et y€ R) et de fonction
e'y/2v(y,x) pour l'opérateur EZT_TA a.a(O,x)tJD%DZ qui est
jrlal=m

uli,x) =

, . CoL n

transformé en un opérateur elliptique sur Rx IR pour lequel on a des
estimations classiques. Puis en revenant a la variable t et en utilisant
des arguments de perturbation on en déduit 1’estimation a priori

suivante

pour tout xoéi},il existe une constante € > 0,et pour tout q€ Ril

existe une constante Cq> 0 telles que,si u€ Wq(R+ x R™) avec
suppu C{(t,x) € I+x£), ltl+—|x-x0| < ¢} on ait :

[ sc¢ {||Lu |l
\u“wq(n+ «BrYH ¢ “L'2 ® ;HL(R™) u“w‘1'1(12+ x R™)

WHR < RM = {ueP (R, x RY, t'Dlu EL2(R+;H'“’3“1(]R“)) L0 jsm)

De cette estimation a priori,on déduit;par une méthode de quotients

différeniiels en x, le résultat de régularité suivant :
si n€Wl(R +R™ avec suppu C{(t,x) € I{xi),!t]+ lx-xol< e} et

2. R q- %
tue 2R s B HR™) alors uewd IR « B .

On peut alcrs démontrer le résultat d'hypoellipticité partielle -
[>-] N
soit donz u€ 6”({; P (VD)) tel que Lu€ C (I'xQ') et soit a montrer que

u est indéfiniment dérivable au point (O,xo) € T1T'xQ'.

Foxt @Fiff(¥’> 07 dgale a 1 au voismage de (O,XO). D'apres
1+ structure locale des disztributions de Cm(ll; D' (V) i1 existe
W€ Ruei . 0u € hq(ﬁ{_xiRn). On appligue lc¢ résultat de régularité pré-
Coded £r ~'e zunit que @ne wq+1(12*x R"). Ttérant le procédé on
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déduit en particulier que ¢u € LZ(R ; HY(R™)) pour tout g€ R. Comme de
plus d'apres la structure locale des dlstrlbutlons de C (I ;3 @E@Q)
pour tout pEN il ex1ste r€ R tel que Dp(d)u) € L (R sH (]R“)) il s'en
suit que D (4)11) € 12 (R HS (R™) pour tout £ € N et tout s€N. Il en

résulte que u est 1ndef1niment dérivable en (O,xo).

Remarque : Pour ces opérateurs 1'hypoellipticité partielle n'est pas
vraie si 1'on part d'un espace de distributions qui ne sont pas C” en t
{cf. introduction) alors que, comme on 1l'a noté, dans le cas fuchsien,
i.e. pour 8> 0, 1l'hypoellipticité partielle est vraie si 1'on part d'un

espace Ck(I; Z1(Q)) 1'entier k dépendant de 1'opérateur.

Remarque : On a des résultats analogues pour les opérateurs :
T- L a. (4,0t lailpipe
. jo t x

j-Tal=n

ou q est un nombre réel > 0. (Cf. [4]).

liographie

Bib

[1] Baouendi (M. S.) et Goulaouic (C) : "Cauchy problems with multiplie
characteristics in spaces of regular distributions'". Uspehi,

Vol. XXIX, 2 (176), 1974, 70-76.

(2] Bolley (P) et Camus (J) : '"Sur une classe d'opérateurs elliptiques
et dégénérés a une variable". J. Math. pures et appl., t.51, (1972),
429-463.

[3] Bolley (P.), Camus (J.) et Helffer (B.) : '"Sur une classe d'opéra-

teurs partiellement hypoelliptiques'. A paraitre au J. Math. Pures
et app.

(4] Bolley (P.), Camus (J.) et Helffer (B.) : a paraitre
[5} G:*.:*i  (A) et Treves (F.) : "An example in the solvability theory
of linear partial differential equations'.

[6] Grusin (V.V.) : "On class of hypoelliptic operators', Math. Sbornit
83 (125) (1970), 456-473 (Math. U.S.S.R. Sbornik 12, (1970), 458-4%7

f?j Grusin (V.V.) : "Hypoelliptic differential equations and pseudodi fi. »
tial operators with operator valued symbols'". Math. Sbornik 88 (130!}
(1,72), 504-521 (Math. U.S.S.R. Sbornik 17, (1972), 497-514).

(8] Helffer (B.) et Zuily (C.) : 'Non hypoellipticité des opérateurs
du type de Fuchs". C. R. Acad. Sc. Paris, t.277, (1973), 1061-1067.



XIII.16

Sjostrand (J.) : "Parametrix for pseudodifferential operators with
multiplie characteristics'", Arkiv for Mat. Vol. 12, no1 (1974),
85-130.

Treves (F.) : "A new method of proof of the subelliptic estimates"
Comm. Pure Appl. Math. Vol. XXIV, (1973), 71-115.




