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§ 0. INTRODUCTION

Cet exposé est consacré a 1'étude de 1'existence et du prolonge-
ment des solutions holomorphes d'une équation aux dérivées partielles.

Soit Q un ouvert de{Cn+1==M}(n> 0) défini par 1'équation :
Q= 1{z€c"Y 92,2 >0)

ou ¢ est une fonction analytique réelle a valeurs réelles dont le
gradient ne s'annule pas sur N=0(. On note & le faisceau des fonctions

holomorphes sur M et 0" le faisceau sur N dont la fibre est défiuie par

z€N, 0 = lim O(0"), 0" zwNQ
z z€w

et w parcourt un systéme fondamental de voisinages de z dans M.

Soit P un opérateur différentiel a coefficients holomorphes

au voisinage de N :

P(z,D ) = 2 . a DY, D = (=)
V4 Ia'Sm a z V4 ZO

On donne des conditions nécessaires et des conditions suffisantes pour

que 1l'on ait 1'une des propriétés suivantes :

(PR) si fEO et PFEG , alors fEC
4 z z V4

(EX)Z Po~ out gE(B; , il existe fE(}; tel que Pf=g¢

Dans le cas ou N n'est pas caractéristique pour P en z, Zerner [5] et
Bony-Schapira Ll] ont montré que l'om a les propriétés (PR)Z et (EX)Z.
Plus récemment Tsuno [4] a donné une condition nécessaire et une
condition suffisante pour que l'on ait la proprieteé (PR)Z dans le cas
ou N est simplement caractéristique pour P en z. Ces auteurs ont
utilisé des méthodes '"géométriques". Notre méthode consiste a montrer
que la propriéteé (PR)Z(resp.(EX)Z)est équivalente a 1'injectivité
(resp. a la "surjectivité") dans les microfonctions de Sato d'un
systeme sur N induit par P et le systéme.S des équations de Cauchy

Riemann sur M. On donne ensuite des criteres a 1'aide de< théoremes de
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structure de [S.K.K].

§ 1. ENONCE DES RESULTATS ET DEFINITIONS

a) Le szstéme‘sb.

Les problemes étant locaux, on peut supposer que

&

z £0
o

o/

sur N. On peut alors définir le systéme-sb sur N de la maniere suivante :

Bbu = 0@ Xju =

[y a a a "'1 a .
ouX:j:a—i.-:j—g%j(sfgo) 53 J 1,...,n .

|
o
.
]
[y
-
=

On a [xj,x] -0, ¥ j,k=1,...,n et si on note
* »* 3 ¥*
$=-{z €sN]| o(X)(z ) =...=0(X )(z ) =0}

la variété caractéristique desb (ou 6(Q) désigne le symbole principal
d'un opérateur différentiel Q), £ est la réunion des champs de vecteurs
cotangents £’ et £ suivants :

*
.2%(2) = (2,e(2)) €S N -et g(2) = (gj(z) = -i g%.'(z)) j=0,...,n
J

- ¥*
. Z7(z) est 1'antipodal de £7(2) dans S N.

b) L'opérateur P

b
Soit (Yj) j=0,...,n la famille de (n+1) champs de vecteurs

complexes sur N définis par :

2 99 Bgy-1 3 .
Yj_ bz._az}ai) 3z j=0,...yn
J J o o]
On a [Yj«,Yk] =0, ¥j,k=0,...,n et la famille (Yj) j=0,...,n est

linéairement indépendante.

On définit alors a partir de P, un opérateur Pb de la maniere

suivante
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Remarque : N est caractéristique pour P en @ o ¥ (L (2)) =0

c) Forme de 1évi généralisée de (Q,P).

. 3*
Soit f et g deux fonctions homogenes sur S N. Dans les

coordonnées duales de M,le crochet de Poisson {f,glest défini par

* D df dg 3df dg dg ol ¢ 3¢ . *
{f,g}(z) = = 5 55 +5¢ .55 -8 .22 -2 . ZLH(2)
j=o gj sz ng zj ng ozj Ej sz

La forme de Levi généralisée de (Q,P) en z est la forme hermitienne LZ

sur Cn+1 définic par :

L (7) = 2::::: {G(X ), G(X o(X.)} (" (z))r r +
z 1=k, jSn
+2Re 2 [o(x), o(F}E (D) T s
1<j<n n+
+ Lo(e), o(PIE ()7 |
Remarque : La forme L'(t' E::::: {G(X ), G(X BION (z))T 1

1€k, jsn

est la forme de Lévi usuelle de 1l'ouvert (Q en =z.

d) Conditions suffisantes

Théoreme 1 ; Supposons que P ne soit pas dégénéré en z et gque N goit

caractéristique pour P en z. Alors

(i) si LZ a au moins une valeur propre strictement négative, on
la propriété (PR)z

(ii) si L a n+l1 valeurs propres strictement positives, on a la
propriété (EX)

e) Conditions nécessaires

Théoreme 2 :

Supposons que P ne soit pas dégénéré en z, que N goit

caractéristique pour P en z et que Q1 soit strictement psendo convexe

z. Alors

i) det L < 0 = (PR) et non (EX)
z z z

ii) det L >0 = (EX) et non (PR)
z 7 z
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Remargues :

On peut appliquer les théoremes 1 et 2 pour la propriété (PR)Z, si
on suppose seulement ¢ de classe C3. En effet QO contient alors localement

un ouvert Q' a frontier analytique, tangent a 1l'ordre deux a Q en z.

Si N n'est pas caractéristique simple pour P en z on a
* * * -4
o(P)(z ) = a(z )[p'(z )] avec a(z,gradzﬁ) # 0 au voisinage de
*
zZ = (z,gradz‘w) et on peut remplacer G(Pb) par pg dans la définition de

LZ comme on le montrera par la suite .

f) Exemples d'application

.Q = {z¢€ ¢n+1|xo3’0}. On peut écrire P sous la forme

P(z,D ) = a(z)D" + 2::: a (z) D%
z z o z
o alsm

aofm

Le bord de {2 est caractéristique pour P en 2° signifie que a(zo):=0.

On a alors :

] jG[_l,n:l tel que %—% (z°) #0 = (PR)

j z
af désigne la boule de centre (1-r,0,...,0) dont la frontiere passe
par 2° = (1,0,...,0) ; on écrit P sous la forme
n
P(z,D) = Z a.(z)Dm—lD + z::::' a_(2)0%
z . J z z. a z
j=o o % |alsm
a0<m-1

et 30" est caractéristique pour P en 2° signifie que ao(zo)z 0. On a alors :

1 k€ [1,n], ak(zo) # 0= (EX) , et non (PR) , bour r assez petit
z z

da
1 ;€ [1,n], E:f%(zo) # 0 = (PR) , et non (EX) | pour r assez grand.
j z z
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§ 2. PLAN DE LA DEMONSTRATION DES THEOREMES i ET 2

a) Réduction au bord

On note & (resp./f) le faisceau sur S N (resp. sur N) des
microfonctions (resp. des hyperfonctions) [S.K.K.] . Rappelons que si
L1 ~ ~ ~ . A~ ~
2 = (z,e) €SN ,C = Bz/ Bz ou B = {uéj’zlz* # SSEu}. (SSEu
A 2
Z z

a*
désigne le support singulier essentiel de u dans S N).

On note @Z+ le faisceau sur N défini par ¢

3

~ ~
‘V‘ZEN)(@E*)Z: 24.(2)

~
Soit @ le faisceau sur N des opérateurs différentiels a coefficients

analytiques LS.K.K.]. On associe a chaque systeme différentiel sur

N de la forme Pju:O (j=1,...,0, un D -module M défini par :
m = 9/07 , ou 7 est 1'idéal de 9 engendré par Pl""’Pr'

On note 7716(r‘esp. n g ) le D-module associé au systeme Sb(resp.(gb,Pb)).

Théor‘ﬂn_gmti ; On peut définir une application de valeur au bord (vb)

~

de O daus B , z€N.
-— Tz —/— z

(i) vb = 37 {u€e & , SSEuC Z+, d,u = 0} est un isomorphisme
z b

-
7

(ii) vb se prolonge en un isomorphisme

vb :%];,(O)iNC-’ 8xt;"1(7'7}:5’a’ B ¥Kk>0 (o1 F=M-Q).
%

(1ii) vbo P = Pbo vb

La partie (ii) est due a Kashiwara-Kawai [2] . On donunera une démonstration

"élémentaire" de ce théoreme au paragraphe3 .
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Théoreme 4 :

[ ~ o -
(i) (PR)Z@%omg)( 5 Cgi(py) = 0
(ii) (BX)_ € exty #x 8. . \) =0
z g '3 L (2)
(i7i' si Q est pseudo convexe en z (forme de Levi 2 O au voisinage de

z)
1.5P =~
(EX)Z@ 5)(%(77?-5—,024_(2)) = 0

Preuve du theoreme 4

1) Si on note OP le faisceau des solutions dans & de Pf =0,
1 2 .
= = o =
(PR)Z JgFXOP)Z o, (EX)Z< jGF(OP)z 0 et si O est pseudo convexe en
2
o % =
z, (BX) =%_(Gp) =0
2) On a les suites exactes :

)
0 — Cp—> G —-0—0 (Th. de Cauchy-Kowalewski)
P

v ~/ b ~7
0 ¢— ?7(3}:4_ ?7254__.77(5-6-—0 (ot Pb est le morphisme de

® _-modules induit par 1'application Pb(Q) = Q.Pb de D dans O ).

On en deéduit les suites exactes

P
b

- ~P ~ - - (f\/— g - "/— ~ o 1 ~P ~ -

0 %omé. s Cgr) %omﬁo (g, Cg+) %omﬁ (s, Cos) ex%(mg,azn .
fTVb ;Tvb
P

,,,%1(,{ Y. 1 I 1| 2

0 =LY |y ——> By 3Hp0) |y —— BLGp) |

et ou deduit du théoreme 3, (ii), (iii) les isomorphismes

%l;,(@p) |y et k-t (?Zg- .52,._) , k> 0. .
- 8 -4

b) Etude au bord

Soit 7 :P}u O i-1,...,r un sysféme difféerentiel sur N. Spoit

-~

U *yo_
Y le comptex1fis de N et P Y :«IQQ%__X. son fibré proijectif. Soit P je
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* .
faisceau sur P Y des opérateurs pseudo-différent:el~ Yvomplexes d'ordre
fini [S.K.K]. La variété caractéristique complexe \hﬁi) du systeme 7

est définie de la maniere suivante ¢

¥
V(0 = {(Z* e p vy
]

N

A A
AP, A1, ¥AN. €P 1.
1 J J J 23

(ﬁj désigne le complexifié de Pj),

* * -
Soit Z* €8 N. Si V (M) = {Z*ep Yip, (@) = ... =p (3% = 0]}

3¢

au voisinage de z* on définit la forme de Levi généralisée de M [S.K.K.] :

Loim -2 {p.,pk}( *)r T

z* 1<j,k< d

Théoreme ([S.K.K.]. Th. 2.3.2, 2.3.6, 2.3.10)

A. (1) Si L a p valeurs propres strictement négatives on a :
*
Z

exts 01,8)
Xt o /(,
D hd . 0 pour k< p,.

(ii) Aﬁi_L a q valeurs propres strictement positives on a

A
k ~
Ext_(m,2) = 0 pour k > dim. proj.MA - q.
2z A :
B. Si L , a q valeurs propres strictement négatives et d-q valeurs
2 . — ~ascrs

V4

propres strictement positives on a :

Pl

€xtgm,5) £ 0
2

On déduit alors les théoremes 1 et 2 du théoreme précédent, du théoreme

4 et de la proposition suivante.

Proposition 5

P A i ! /\ } PO NN YO TN
Ve lig) = {2¢ep Y| o«‘xlnﬁ*) =02 0(X ) () =o(P ) (%) = 0} .

Remarque 3 On peut remplacer G(Pb) par pg défini dans la derniere re-
marque du I.e).
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§ 3. ESQUISSE DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 3

a) les groupes %;{,(G)Z , z€N

Rappelons que :

1 _ At k+1 3 .
Z € N,%F(O)Z =0 /0, ,%F @ = %%%H (w0, k>0 ;

les groupes Hk(mf,ﬁ) est le k-ieme groupe de cohomologie du complexe

de Dolbeault a cuefficients hyperfonctions [3J :

& k)
(1) 0~ o) ~ 8w - 3 (" -
1'opérateur :%F est surjectif de B(w") dans B(w") ; on en déduit que le
o

complexe (1) a méme cohomologie que le complexe

& 8
(o) (w*) - B(l) It

(2) 0-0(v )~ B (™)

ou Bh(w) {ue B(w)i u= 0}, (k)

{

(w) désigne 1'ensemble des formes

différentielles de degré k' a coeffi:ients dans B (w) et engendrées par
n éléments di&,.,.,din et &' désigne la restrlctlon de & a B(k)(w)

~

b) les groupes ﬁx&?&ﬁ%, CZ+(Z))

Soit A un J-module. En appliquant le foncteurﬁimg;(.,A) au

fod LY
complexe le Koszul asscc1é au ér;mndule W§=et a la fasill=» Xl""’xn

(ce compi-, est exact) on obtieut 1. complexe suivani :

6

f\‘
(3 G - Ag - A{LA—wybA( _”E,
b

—- . v , .

ou A = {ue A‘atﬁxz 0}, A'" aisign: i'ensemble des formes différentielles
b
de degré k a coefficients dans A engondrées par : #léments d%},,u.,dgh
et si a =% a dg’,
I I
I
o = = )az
b% % 6baI,A dzI , ébaI j%l)l\a,/déj
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N/ .
Les groupes 8xtEﬁW5,A) est alors le k-ieme groupe de cohomologie du

complexe (3).

¢) Valeur au bord de Bh(w)

I1 existe un difféomorphisme local partiellement holomorphe

qui transforme (I en le demi espace {z€ Cn+1|xo> 0}. On montre alors que

1'on a un morphisme de valeur au bord

+
vb: (B)) ,Bz , ZEN

et des isomorphismes :

~

5 ® 0705 (B e ivb: B @ B 2 .
vb : G/O0 & /O ( /O)gg ;vb @ Bh =) Bh/Bh -

lig B(w®) (of = QN {Z9(z,2) > 0})
w

(<]
e
=~}
=
1}
N
2

[=3]
1]
[

=
il
€

~
im B(w) et 0 disigne le faisceau des fonctions analytiques sur N.

9 .
Comme ijB = 5%?|B j=1,...,n , on a un morphisme de complexes:
h j h
B 5
+ -y (o) + - (1)
o = (Bh ® Bh) (Bhea Bh)

vbi - lvb -

S Ao b = b
Ce morphisme induit un isomorphisme sur le cohomologie. Plus précisément

vb o lig Bw',0) @ H(w7,0) ¥ extiis ,B/A)  , z€N
zEW - & z

est un isomorphisme ¥k > O.

Remarque : Il est aisé de voir que PblBh = P‘Bh donc que vbo P::Pbo vh.

d) Microlocalisation

~ 5"/,’ ~ W ~
Soit @ un ouvert de N ; on a ¥/Q(w) = C(S .w). On a donc une

application de restriction :
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Comme le systéme'Bb est elliptique en dehors de £ 1'application r induit

un isomorphisme : A
r: Extk(ﬁlf §/CT) i Sxtk(ﬁl’-— Cos) @ 8xtk(7’;(’— i) .¥Kk=0
TTREe Y - I i

+

D'autre part si u¢€ Bh

, SSE(vbu) N £~ = @ , donc vb est morphisme de

Hk(w+,0) dans 8x§;ﬁm5-,cz+) ce qui acheve la preuve du théoreme.

§ 4. EXTENSION HOLOMORPHE DES HYPERFONCTIONS SUR LE BORD D'UN OUVERT DE ¢".

On déduit du théoreme 3 et du théoreme de [S.K.K) cité plus haut
le

Théoreme 5 : Soit Q0 un ouvert de ¢” a frontiere analytique. Soit z€3Q

et supposons que { soit strictement pseudo-convexe en z. Alors toute

hyperfonction sur 0Q définie au voisinage de z , solution de O, u=0 est

b
valeur au bord d'une fonction holomorphe dans QN w (w voisinage de z dans

™).
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