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VI.1

§ O. Le but de 1'exposé qui va suivre sera d'essayer de dégager les
. L. n
idées directrices de la théorie des Hp(lg_), telles qu'elles sont exposées

dans le récent article de Ch. Fefferman et E. M. Stein [4].

Nous insisterons particulierement sur la dualité
»Hl(IQ?),BMO. Faute de temps, nous ne pourrons pas entrer dans les détails

des démonstrations ; on pourra consulter l'article sus-cité.

§ 1. L'ESPACE Hl(Rf)

1) Dans la théorie classique des classes de Hardy, on travaille
essentiellement sur le disque-unité du plan complexe, ou bien, via la

transformation conforme évidente sur le demi-plan de Poincaré P.

On considere un nombre reel q> O, une fonction F: P_ ¢

et on désigne par |[|F|| la quantite :
“HP(P)

+co 1/
Sup [I |F(x +iy) |%ax 1774
y>0 ]

On note alors Hq(P), l'espace vectoriel complexe des

fonctions analytiques F: P_, €, telles que IIE |l soit fini.
H(P)

Le résultat le plus frappant dans la théorie classique
qui rentre dans 1'optique que nous considérons ici est le suivant :
Théoreme O : Soit q> 0 et soit F une fonction de la classe HY(P) .
Alors il existe une fonction f: R- € telle que :

+ o
i)  lim | |F(x +iy) - £(x)|%ax = o
y-0 " -

[o:]

ii) f est la limite non tangentielle (p.p.) de F.

Dans la théorie classique, on démontre ce théoreme en utilisant les pro-
duits de Blaschke et donc les propriétés des fonctions analytiques d'une

variable complexe.
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Pour obtenir une bonne généralisation de la classe

Hi(®) a ‘Rf, il est important de disposer d'un équivalent de ce réswita?,

Nous verrons gu'elle forme prendra le théorcme 0, Anps EH®

s
4

contentons-nous, pour le moment d'en déduire quelques conséquences.

2) Si q= 1, le théoréme dit qu'a toute fonction F = U+ iV de P, on
peut associer une fonction f = u +iv = sur la droite ; il est facile d¢
s'apercevoir, car F est analytique, que V= H « U , ou H est la

transformation de Hilbert.

Réciproquement, a toute fonction f = ut iy, V= Rew ,
%
qui est dans LY(m (q > 1), on peut associer la fonction F :

F i = f * P Y = -—i——-
(x+1iy) y(x) ou Py(x) T Guh

@,

est dans la classe Hi(p).

La classe HI(®) s'identifie, pour q = 1, & 3}a classc 2zs
fonctions sur R limites au berd des fonctions e RS VIR

En dimension n, nous adopterons les d&limilime: ssiraglen

3) Dé.finitions : Posonslt:' = R" R'; l¢ point générique de ¢t eapnig
est (x,y). Soit Uj $ R?A €,0 - jsn, n+1 fonctions harmonigques. B

dit que la fonction F= (Uo, "”Un) satisfait l'equation de Cauchy<Ricmann

généralise si :

n
ebi
igog-;-;-:o ; ici, on a posé X, =¥

22
axi axj

La fonction F = (Uo,.,.,Un) est dans la classe Il*(ll:‘) p > 3‘-‘-'-‘3‘- . st de

plus on a :
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Sup f |F(x,y) |Pdx < o
y>0 RrR"

Le théoreme O se généralise bien dans ce cadre :

Théoreme 1 : Soit F = (Uo,... n) une fonction de la classe Hp(lt)
alors il existe une fonction f = U , U ) U; : R" . €, telle que :

i) lim j |F(x,y) - £f(x)|Pax = o
y-O0 )

ii) f est la limte non-tangentielle, p.p, de F.

-1
Remarque : Lorsque p < 2;— » nous n'avons pas défini de classe Hp(lt)
On peut en donner une définition, qui est malheureusement un peu plus
compliquée (voir [4]). Le théoreme 1 est lui-méme une conséquence facile

de treis résultats suivants, qu'on trouvera dans [5].

Théoreme 2 : Soit F = (U ysee,U ) une solution de 1'équation de Cauchy-
Riemann généralisée ; pour tout q > —El Iqu est une fonction sous-
harmonique.

Théoreme 3 : Soit U:IRf_aIR+, une fonction sous-harmonique. Supposons

qu'il existe un nombre réel p > 1, tel que :

Sup j [u(x,y) |Pax = € < w.
y>0 R"

Alors il existe une fonction g de LP(R™) telle que :
q

iy lell® < C
LP(RrM
Cny
ii) U(x,y) < g * Py(x), (Py(x) = n+l ou Cn est une

[x]2+ 5% 2

constante de normalisation).

Théoreme 4 : Soit U : lﬁ?d £ une fonction harmonique.; U admet des

limites non—tangentielleé, presque sur If& si et seulement si U est non-

tangentiellement bornée presque partout sur R"

La preuve du théoreme 1 se fait alors comme suit
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Soit F = (U_,...,U ) dans Hp(R?), p > 2-’-:-1- ; d'apres le théoreme 2,

n-1 .
{Ft n est une fonction sous-harmonique ; d'une part, puisque.

sup f n [F|P(x,y)dx < C,
y>0 R

le théoreme 2, prouve l'existence d'une fonction g dans L (R™)
r =BP-'-‘1- > 1 telle que

U.(x Ag* P (x).
' J( ,Y)l < g y( )
I1 est alors facile de voir que chaque Uj est non tangentiellement

bornée presque partout, d'ou les conclusions du théoreme, gréce au

théoreme 4.

4) Intéressons-nous au cas ou p > 1. Notons Rj’ 1'opérateur de convolu-

tion avec la distribution tempérée V'P""'('f?ﬁl , dont on sait [ 5] qu'il
X .

se prolonge en un opérateur de convolution sur LP(®™ ,p > 1.

I1 est encore facile de voir que si F est dans HP(R?) pour
p 2 1. les valeurs au bord {U; 1< j < n} sont données par :

] -0
Uj_Rj*bo,

On voit aussi qu'a tout systeme (Ug, R, » U:,..., R # Ug) de fonctions
de LP(R") p > 1 correspond une fonction F = (Uo’ ...,Un) de Hp(ltf) ou
U;j = RJ_ * Ug * Py(x) . En particulier on peut définir Hl(R?), comme le

sous-espace de L1 (R") des fonctions f telles que R;j # f soit dans Ll(l!n),

pour chaque j ; la norme étant :

n
lell, + 5 liry» 2ll,

(4] =
nl(nf) izt

5) Toutes les démonstrations des résultats énoncés dans cette partie

se trouvent dans [5].



VI.5

§ 2. QU'EST-CE QUE BMO

1) Définitions : Soit f : R™~ € une fonction mesurable ; soit

fQ :-T%T JQ f(x)dx ou Q est un cube dans Rn;

on pose

1
1l = Sup Tgr [oleo - £ lax

et on note BMO = (f, [[£][, < =}.

Si 1'on identifie deux fonctions de BMO, qui different
d'une constante,munie de la norme précédente, BMO est un espace de

Banach.

2) Remarques

a) On voit facilement que Lw(lf5<: BMO ; mais la fonction, un peu plus

pathologique Loglxl est dans BMO.

b) BMO est un cas limite des classes de Lipschitz Aa(IfB. En effet,
on peut montrer qu'une fonction f est dans la classe Aa(lfB si et

seulement si

1
Sup —-—1+g‘f | £(x) —ledx < ®»
Q la| n Q
c¢) Duren , Shields et Romberg [1] avaient obtenu la représentation
suivante des formes linéaires sur HY(P) : 0 < q<1
Toute forme linéaire 3 sur HI(P) §'écrit
+00

(F) = 1lim I F(x+iy) (x)dx ou §€ N (R)

y=0 " - F -1

3) Quelques propriéetés de BMO
a) Si f est dans BMO, alors
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(Q est le cube unite).

b) Théoreme : (John-Nirenberg) [voir 3] : Soit f une fonction de
BMO, alors
- ca/ ”f"*

mes{x ¢ Q, | £(x) - fQI >a}l s e
ou ¢ est une constante absolue.

Ce résultat permet alors de prouver :

c) Soit § une fonction de BMO, pour tout cube Q de hauteur h, dans

R? , basé sur Bn,
2 n
Jotlve=p I"(0ax at < c(e) n
C(3) est une constante qui ne dépend que de §.

d) Soit K une fonction intégrable sur R" et soit 0 < g < 1 ;

i) Si 5 - 0, on suppose que :
Sup f (K(x-y) -K(x)|dx < B < w
y |x| > 2]yl
et
A
|K(§)| < B.

ii) Si1i 0 < g < 1, on suppose que K est a suppert dans la boule

unité de R et que !

Sup |K(x -y) -K(x) |dx< B < »

Vo x]salylt e
A LY
|K(e)| < B{L+|E]7 7 2

alors ||K« f£l| < c(B) |If “‘=° pour toute f ¢ L°(R™) .
BMO

On voit ainsi que si f ¢ L®(R™, R, * f ¢ BMO.



VI.?7

Le résultat fondamental sur BMO est qu'il est 1'espace

dual de HI(R?) , plus précisément on a le :

§ 3. THEOREME

I1 existe un sous-espace dense HICB:) de Hl(RT)'tel que :
i) pour toute forme linéaire continu F sur Hl(Rf),il existe une

fonction §, de BMO qui vérifie la relation suivante sur Hitn?);

<F,f> = IRnQF(x) f(x) dx

ii) Si 3 est dans BMO, 1'application : f -»J" n@(x) f(x)dx définie a
R

priori sur Hi(lf”, se prolonge en une forme linéaire continue sur HltRn).
+

Idée de la preuve du théoreme :

La démonstration de i) découle du théoreme de Hahn-Banach
et de la propriété II.3.d. des transformations de Riesz ; le résultat

le plus profond est la seconde assertion.
I1 s'agit ici d'estimer, pour f une tres bonne fonction,

I (x)f(x)dx = 2 f yo#P_(x)f* P_(x)dxdy.
" " y y

+

On vérifie que la valeur absolue du second membre ne dépasse pas

AI’Qll*llf'l 1 , grice a la propriété II.3.c de 3.
H (R

On pourra consulter les détails des démonstrations dans

[4].

Une des conséquences les plus frappantes de ce théoreme
est le :
Théoréme : Soit B = {Z¢ €, O < ReZ ¢ 1} ; soit F : B = SL2(RY une

application fortement continue sur B, analytique a 1'intérieur et bornée ;

on suppose qu'il existe deux constantes MO et M, telles que :

1
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2 1
c . t]],< M |l£]l ¥felnH.
1) -ms<uygoo ” ly 1 ° Hl(Rn)’

”T1+1y

ii) sup
—0< ¥<w
t

1 - 3 0< t < 1,

2
alors pour toute f ¢ P nL® 1/p

Izl < wliell

&étant une constante qui ne dépend que de t.

My

Pour prouver ce théoreme, on est ramené grélce a la dualité

a prouver le :
Les notations sont les mémes qu'a 1'énoncé précédent, mais on

Théoreme
S ———
suppose qu'il existe deux constantes Mo et M, telles que :

. : @
D swp Iz, (0 llgyo < M, ll2ll, st £ € L™ n BMo
i s Ny, @l swllell, sire®@
—m<y‘<w
. 2 !
alors "Tt(f)”p' < Mt”f”p' , si felniP, (1/p- 1/p=1)

Le preuve de ce résultat exige quand méme des nouvelles idées. Comme

*
.

corollaire, on peut prouver le
. . 3 J
Théoreme : Soit m un mulitplicateur de 3 H (RI:). Supposons que
lm(g)l < A'gl_é, 6 > 0. Alors lglym(g) est un multiplicateur de JL (R"),
- 1 1 1
pour tout p tel que !-5 - ;l < 5-2%5 , Y =20
On voit ainsi, que si g _, est la sphere unité dans R" et

si 0 est la masse miforme répartie sur Tph-1 * Pour n 2 4 et p:-—-::-; ,

90

..;{.1
P. Eymard [2] °

: n . ’ . .
est un convecsuteur de 1P ("), ce qui resoud une question posée par
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