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On se propose dans cet exposé de présenter quelques résul-

tats de régularité (et0153non régularité) pour la classe d’opérateurs
différentiels récemment introduite par MM. M. S. Baouendi et, C. Goulaouic.

Ce sont des opérateurs définis (0 c En)
et de la forme 1

oÙ k e IN, m É ~T , J k m ’ , y (p Max ( 0, k - ID +p 1), a p f3 E "1-T,"1 x (1) .

Cette classe d’opérateurs constitue une généralisation naturelle des équa-
tions différentielles du type de Fuchs dont on sait qu’elles jouent un

rôle important dans la théorie.

M. S. Baouendi et C. Goulaoulc ont étudié le problème de

Cauchy pour ces opérateurs dans Fl] et [2] et ont démontré en particulier

le résultat suivant :

Théorème 1 : ([2 corollaire 1) Soit P un opérateur du type (1) ; il

existe un espace de distributions E relié à P (et non trivial I) tel que

si u est dans E et Pu dans C~(]-T~T[~S(Q)) alors u appartient à

(-(]-T,T[,~(Q)).

Précisons la nature de cet espace E. On définit d’abord

les espaces suivants



V-2

Ensuite si P est de la forme (1) on définit son équation
déterminante :

L’équation f(À) = 0 a des racines triviales ~. = 0, ... , Â = m -k ~ 1 et k

racines non triviales que nous noterons X 

Soit E 29 tel que  1." j == 1, ... , k, x E 0 ; on

peut alors prendre dans le théorème 1 E = C (’)-TTj"1(Q)). e Pour laP P 
"00 -’ "

démonstration de ce résultat nous renvoyons a 2.

Nous allons maintenant nous intéresser à la régularité ~~’

en (t,x) . Il est d’abord évident que ces opérateurs ne sont, en

général, pas hypoelliptiques. Il n’existe même, en général, aucun espace

de distributions non trivial tel que u E E Pu E C’ implique 

(P = D2 - D2 est de la forme (1)!).(p = x est de la forme °

Il est donc naturel de se demander quels sont les opérateiir&#x3E;s
du type (1) qui sont hypoelliptiques. La réponse lorsque k ~ 1 est donnée

par le théorème suivant :

Théorème 2 : (B. Helff er et C. Zuily [4]). Si k &#x3E; 1, les opérateurs du

type (1) ne sont jamais hypoelliptiques dans ]-T,T[ xO.

Notons que ce résultat était déjà connu pour les équations
différentielles ordinaires. (Voir [5j) .

On peut alors se poser le problème de décrire des sous
classes de (1) qui possèdent la propriété de régularité ~, à partir d’un

espace de distributions E. Une réponse à cette question vient d’être donnée

indépendamment, par B. Helffer et par P. Bolley et J. Camus ils considèrent
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la classe d’opérateurs introduite et étudiée dans [6] et [31 ; les espaces

E sont ceux décrits ci-dessus.

Nous allons maintenant donner les étapes de démonstration

du théorème 2. La méthode consiste à construire une suite de distributions

(u ) de régularité fixe, telle que Pu soit de plus en plus régulier.
n n

Pour cela, on commence par se ramener à l’un des deux cas suivants 2

Cas 1 : Il existe un point xo de 0 un voisinage Vx de ce point et une
o x

0

racine de l’équation déterminante de P tels que
(- x , est dans C°° ( V )

x
0

~ x ~ x(x) ne prend pas de valeurs entières relatives dans V
x
0

ei Il existe N  N + 1
00 0

oF grad X (x) 0 ou grad 0 dans Vx
0

oà f(~(x) + n) / 0 n ~ 1.

Cas 2 ~ Il existe xo E 0 et Vx voisinage de ce point tels que : 1

~ Toutes les racines de f(X(x)) °= 0 sont des entiers relatifs.

La démonstration du théorème 1 diffère légèrement suivant

que l’on se trouve dans tel ou tel cas. Précisons-en la démarche dans le

cas 1. . lorsque grad 7~ (x) ~ 0 dans V x .

o

On définit alors les distributions suivantes

Puis, en supposant 0 dans Vx , on pose w
o

On vérifie alors facilement, les formules -.
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Soit alors P un opérateur de la forme (1) : ® on pose

On remarque que si ~ est une racine de = 0 on a

ce qui suggère de construire les (u ) de la manière suivante ; i
. 

n

pro osition J i Pour tout n dans G, il existe des fonctions C £,p (x),(1 ::: 1,,,..,n et p a 0,... ,m. n) de classe -(V ) des fonctions î,p0 ionctions
(t,x),(i=o,..(n.l)) de classe e V ) t lles que si l’on
n 

L] l,iLx V ) telles que si l’on
pose : , o

on a 1

La non hypoellipticité de P résulte alors de la construction d’une tellesuite par un procédé classique . 
" " .une e

Démonstration de la proposition 3 : On raisonne par récurrence sur n.
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en utilisant les formules données en (3). Cette égalité est précisément

(5) pour n ~ 0.

Supposons u , y Ul’...’u construits satisfaisant à (4) et
o I n

(5) , on construit un+1 de la manière suivante :

a) On montre que l’équation

admet une solution de la forme

montre que = u n + v est bien de la forme (4) .

b) Ensuite, on écrit : 2

et en utilisant la récurrence et l’expression ci-dessus de u n+l on montre

que Pu n+l est de 1 a forme ( 5) . 

Le point a) résulte du : t

Lemme 4 : t Pour tout entier n -,» 0, tout entier p z 0, il existe des

fonctions e = 0~1~...~p de classe telles que :

Ce lemme se démontre par récurrence sur p, en utilisant le fait que

+n) / 0 pour tout n = 1,2, 3, ....

Notons pour terminer que l’on peut légèrement modifier la
classe (1) sans changer le résultat du théorème 2. Plus précisément, on

peut considérer la classe : t
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