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§ 0. INTRODUCTION

Mon intention est d'exposer les résultats que 1l'on veut
atteindre en scattering, a travers quelques résultats récents. Je me suis,
pour cela, limité volontairement aux propriétés spectrales de l'opérateur
de Schrdinger - A + q(x) dans R" ou dans un ouvert non borné de R".

C'est un point de vue particulier et beaucoup de questions importantes
ne sont pas évoquées. Je signale; néanmoins, qu'é la suite du Congres qui
s'est tenu a Denver en Juin 1973, un livre sera publié en Janvier 1974 qui

rendra compte de toutes les contributions récentes.

§ 1. La théorie du scattering étudie le spectre d'opérateurs autoadjoints
dans un espace de Hilbert aussi devons-nous rappeler un certain nombre

de définitions.

Soit H un opérateur autoadjoint dans un espace de Hilbert 5@

qu'on suppose séparable.

Soit D(H) le domaine de définition de cet opérateur. D(H)
est dense dans~%é . Le théoreme spectral associe a cet opérateur d'une
maniere unique une famille spectrale, c'e$t-a-dire, une application de R

dans 1l'ensémble des projecteurs orthogonaux de~ﬁéqu'on notera :

Ay sE(L)

et vérifient les propriétés suivantes :

1) A+—5E(L) est croissante : E(Xl) < E(Xz) si Kl < Xz.

2) s-1im E(A) = O et s -1im E(A) = I.

A= - AL +o
3) s-1lim E(A + ¢) = E(X)
€40

on a H = Il.d E(A). A cette famille spectrale est associée une mesure
spectrale qu'on notera aussi E(S) ou S € ﬁ(R) est un borélien de R . En
particulier on a E((2 ,2,)) = E(X,) - E(A)).

Le support de la mesure spectrale E(S) est le spectre de

H qu'on notera o(H). On notera p(H) 1'ensemble résolvant de H.
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Habituellement on utilise la résolvante de H qu'on notera
R (2) =(H- z)_1 pour définir les notions de spectres ponctuel et
cgntinu d'un opérateur autoadjoint. En particulier tout point de
discontinuité de la famille spectrale est une valeur propre de H et
1'ensemble des valeurs propres est par définition le spectre poncfuel
et le spectre continu est 1'ensemble de tous les points ou cette méme
famille est continue et autYoisinage desquels elle est stricte-
ment croissante. Nous allons ici employer une définition différente de
spectre continu et en particulier introduire d'autres notions de spectre

qui sont particulierement utiles.

I1 y a plusieurs moyens de décomposer le spectre d'un opé-
rateur autoadjoint :
1) La plus générale est celle qui fait intervenir la notion de spectre

essentiel qu'on notera Geqs(H)' Par définition o (H) = rw 6(A+H ou J
~ Aej

désigne 1'ensemble des opérateurs compacts sur\ﬁé C'est un fermé et

o (H) - o(H);1le complémentaire de © (H) dans o(H) est constitué de
ess ess

valeurs propres isolées et de multiplicité finie dont les points
d'accumulation appartiennent a oeSS(H).

L'intérét du spectre essentiel est qu'il est tres stable
par perturbation. En particulier si R (2z) et R,(z) sont les résolvantes
, et Hy et si R (2) - Ry(2) € J pour
un z ¢ p(Hl) N p(Hz) alors cess(Hl) = Gess(HZ)'

de deux opérateurs autoadjoints H

1) On définit simplement le spectre ponctuel de H (noté OP(H)) comme
1'ensemble des valeurs propres,il est au plus dénombrable. Soit

ln € Gp(H) alors le sous-espace propre est Hn(xn) = (E(Xn)— E(Xn-o)%zﬁ Les

sous espaces propres sont orthogonaux deux a deux. Soit Jﬁf = & H ( )
A
alors si j%’ .Jé'on dit que H a un spectre purement ponctuel mais si

VH;E}]% _}ﬁ £ {O}, alors 5%' et-ﬁ% réduisent H et par définition
G(H/j%é) = oc(H),le spectre continu de H.

Remarque : Si j%p = {0} on dit que H a un spectre purement continu
GC(H)S; oeSS(H). I1 faut prendre garde au fait que op(H) et oc(H) ne
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constituent pas une partition de o(H). En général on n'a ni

o(H) = op(H) U GC(H) ni op(H) n GC(H) = @ ; on pourra en particulier parler
de valeurs propres plongées dans le spectre continu.

2) On définit maintenant Ya notion fondamentale de spectre absolument
continu de H, noté oac(H)° Pour cela on introduit une autre décomposition

de H en somme directe orthogonale différente de la précédente.

SoitJﬁgc = {u e K; S - (E(S)u,u) soit abs cont. par rapport a

la mesure de Lebesgue}

jgéc est un sous espace fermé de H qui réduit 1l'opérateur initial. De
plus J¥5c<: Jﬁé. On définit alors Gac(H) = G(H/Jgac),le spectre absolument
continu de H. Alors GaC(H) c GC(H).

Si‘ﬁic::j%O“ dit que H a spectre purement absolument continu

1'ensemble canonique d'un tel opérateur est - A dans L2(If5 défini sur

H2(If5 défini sur H2(If5 dont le spectre est égal a [0,»[.

En général # - H ©F [/ (0} et il réduit H. On définit
alors GS(H) = o(H/J&SL le spectre singulier de H. On a J%b c J%%. On

définit aussi le sous espace 54%8 = Jﬂ%:€9}§é on a donc la décomposition

suivante ¢

jé:j%@fécs@féac =~77%695§% =jés@~7§c :

Jzécs réduit H et on définit GCS(H) = O(H/J?Es) le spectre continu singu-

lier. En particulier OCS(H) c oc(H).

L'intérét de cette approche est que 0. Sac et Ccs sont deg
spectres de restrictions convenables de 1'opérateur H donc em particulier
des spectres d'opérateurs autoadjoints, par opposition a 1'approche
habituelle ou en général le spectre continu n'est pas un fermé. Par

contre ¢ (H), 0 , © et ¢ ne définissent pas une partition de spectre.
P c ac cs

La décomposition en somme directe précédente(MEJQest
équivalente a la décomposition de Lebesgue de la mesure spectrale et on
peut procéder d'une maniere équivalente en introduisant a priori une

décomposition de Lebesgue de la mesure spectrale et en déduisant la
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décomposition en somme directe.

§ 2. C'est un fait quasiment expérimental que les spectres essentiel

et absolument continu d'un opérateur autoadjoint sont stables lorsqu'on

le perturbe par une grande classe de perturbations alors que le spectre
continu ne 1l'est pas. La théorie du Scattering est conternée en partie

par la recherche des conditions de stabilité du spectre absolument continu
d'un opérateur autoadjoint lorsqu'on le perturbe. C'est une propriété
beaucoup plus forte que celle du spectre essentiel et par suite plus diffi-
cile a démontrer. En fait, durant ces dernieres années les travaux se sont
concentrés sur 1l'opérateur de Schrbdinger - A + q traité comme perturbation
du Laplacien - A. Plus précisément, le point de départ est un théoreme

de type suivant :

Théoreme : Soit q(.) une fonction définie sur]Rn, ‘valeurs réelles et

mesurable vérifiant la condition suivante, dite de Stummel !

lap |2
sup dy < ®» pour vy > n-4

x¢ R" " [x-ylg 1 [x-y[

et
12
lim J-ML— dy =0
|x| *|x-yls1 |x-y|Y
Alors

(i) L'opérateur H = - A + q est un opérateur autoadjoint dans thRn)
de domaine B2 (R™)

(ii) o(H) est borné inférieurement ; de plus

Oess(-A) = [0, +m[ = oess(H) .

En particulier si q est une fonction suffisamment réguliere qui vérifie

en outre

q(x) = 0(—lTB) avec B > O lorsque |x| > R
X

alors q(.) vérifie la condition de Stummel.
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Mais quelle information précise sur le spectre de H peut
on déduire de 1l'assertion ¢ GeSS(H) = [0, +o[ ? Essentiellement une infor-
mation sur la partie du spectre qui n'est pas contenu dans [0, +«[ ; a
savoir : o(H) n (-,, O est constitué uniquement de valeurs propres isolées
(dans o(H)) de multiplicité finie et dont le seul point d'accumulation
possible est {0} . Par contre on ne peut rien dire de précis sur la
structure du spectre contenu dans [0,+o [. La théorie du scattering permet
dans certains cas de préciser la nature du spectre essentiel en montrant
que le spectre absolument continu est aussi stable. Plus précisément les
problémes que 1'on cherche a résoudre dans ce cas se résument dans le

programme suivant :

Programme de T. Ikebe : Trouver des conditions sur q(.) telles que

(D) a Gac(H) = oac(-A) - [0, +o[, et plus particulierement

- que peut-on dire sur 1'ensemble des valeurs propres plongées
dans le spectre continu ?

- que peut-on dire sur GCS(H) ?

b) Montrer 1l'existence et la complétude des opérateurs d'onde
W+ = § - 1lim eitHeitA
- to-o

(II) Construire deux développements en fonctions propres généralisés pour
Hac’ engendrés par deux systemes de fonctions propres de 1'opérateur de

Schrbdinger (?+(x;k)) , tels que
z kER

. , @™ 2, .n
(Wtf)(x) = L.i.m J‘anai(x,k) fo(k) dk f ¢ L°(R)
ou f; est la transformée de Fourier usuelle de f € Lz(Rn).

En ce qui concerne 1la partic I , des résultats complets
ont été obtenus par S. Agmon, Birman, T. Ikebe, T. Kato, S. T. Kuroda,
P. A. Rejto et M. Schechter lorsque q(x) = O(IXI—I-S) e > 0 et lxl > R
et par T. Ikebe, P. Alshom et G. Schmidt, T. Kato et S. T. Kuroda en ce
qui concerne 1la partie II . Mais les résultats les plus récents ont
été obtenus par S. Agmon, [2], S. T. Kiroda [3] et M. Schechter [4] et
concernent les opérateurs elliptiques. Plus précisément, considérons

l'opérateur différentiel formel suivant :
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Hu = : Da(a(1)+ a (x)DPu(D.=1i —Q—-)
ap J axj

a
la|,|B]gm B
ou o et p sont deux multiindices et ou les constantes ai;) et les fonctions
aaﬂ(X) vérifient les conditions suivantes :
(1) a(l)z a(l) et il existe une constante C, > 0 telle que
ap Ba 1
(1) a+B 2m
a g > C, el g€ R
a 1'€
lal=|gl=m *P
(2) Les fonctions a, (.) définies sur R" sont bornées et mesurables.
Toutes les fonctions aaﬁ(') avec |a’ = |B| =m sont uniformément continues
sur Rn.
(3) aaﬁ(x) = aﬁa(x)
(4) 11 existe une constante 02 > 0 telle que
(1) a 2m n n
{aa'3 + aaB(x)}g AL Cz|§| x€R', g €R
la| =[B]=m
C3

(5 36>1etC,>0 Ja_(x)]| = ¥a,p avec |al,|B| < m et

3 ap (1+lx|)6

¥x € Rn.

Soit Pl(E) le polynéme suivant

ple) L D e
lal,|Bl<m

on associe a Pl(') 1'opérateur autoadjoint, note Hl’ dans L2(Rn) de domaine
H2™(R™) et défini par

Hu =P (Du, uc H2"(R")

De plus A €¢ R est une valeur critique du polynéme P, s'il existe g € R"

1

tel que Pl(g) = A et grad Pl(E) = 0. S. Agmon a montré que 1l'ensemble e

des valeurs critiques est un ensemble fini. Par suite, si on pose

= inf Pl(g) on a O(Hl) = [)‘min’w[ et le spectre de H, est absolument

min gERn 1
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continu.

Maintenant a l'opérateur formel H on associe un opérateur
autoadjoint, noté H2, par la méthode de Friedrichs. Plus précisément, H2

est 1'opérateur autoadjoint de domaine D(Hz) tel que

‘ ; ; (1) B a
(H,u,v) = ((a’ " +a_,(x)D"u,D"v)
2 iamﬁ,sm P

u e D(H,) , v ¢ H(R™

On note E2(.) la famille spectrale associée a H, .

S. T. Kuroda a alors démontré le théoreme suivant

’ hd . . _ "~
Théoreme : (1) cess(Hz)_ [xmin’wL

(ii) L'ensemble {Kn} de toutes les valeurs propres de H, dans

(A . ,») -e, n'a pas de point d'accumulation dans (A
’
min 1 m

valeur propre ln est de multiplicité finie.

in,m)--el. Chaque

(iii) La restriction de H2 au sous-espace

E2((Xm.

2 . . , .
1n’m) - (e1 U {n}))L (R™) est unitairement équivalente a Hl' en par-

ticulier
Gac(HZ) - l:Kmin’m'-
De plus les opérateurs d'onde

W (H.,H,) = s - lim e tH2 o-itH;
+ 2771

t - +o
existent et sont complets.
Récemment, M. Schechter [4] a amélioré certains des

résultats obtenus par S. T. Kuroda et S. Agmon [2] a obtenu des résultats

analogues par une approche différente.
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§ 3. Par ailleurs on sait maintenant que ce sont les meilleurs
résultats que 1'on peut obtenir dans une certaine direction. Il n'est pas
possible en effet d'améliorer la condition 5). Plus précisémenf, considé-

rons 1l'opérateur autoadjoint Ho dans LZ(R;) suivant :

[

3
Ho:—A—m—XER

D(H ) = 1 (R°%)

Cet exemple se distingue du précédent par le fait que le potentiel

q(x) = -155- ne vérifie plus la condition Iq(x)l < e > 0 pour |x|

—c
1+e
x|

suffisamment grand. Il a été étudié du point de vue du scattering par
J. Dollard [5]. Celui-ci a en effet montré que les opérateurs d'onde

ordinaires

itH, _itA

ef.

-t

©

W+(Ho,-A) = s - lim e
+

n'existent pas. Par contre il a montré que les opérateurs d'onde généralisés

i_ﬁ_iigfg Log (-4 |t] &)

itH, ity 2(-8)

suivants @

D .
W+(Ho,—A) = s~ 1lim e

- t = T

+1 si t >0

e(t) =
-1 sit< O

existent et sont complets.

J. Dollard a montré de plus dans sa these qu'on pouvait
associer a Hoac deux développements en fonctions propres, engendrés par

deux systemes (9§(x;k)) 5 de telle sorte que 1'on ait

keR

(W(H_,-8)8) (0 = L. i. m. | 3qf(x;k)?;(k)dk : £e12(r%)
e

. A
ou fo est la transformée de Fourier ordinaire de f ¢ thﬂg).
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Aussi définit-on les potentiels a courte portée comme ceux

vérifiant

C

]q(X)l < e > 0 pour lxl suffisamment grang

x|t

et les potentiels a longue portée, comme ceux vérifiant

C
|q(x)l < T;TB B > O pour lxl suffisamment grang.

Aprés le travail de J. Dollard, les recherches se sont

orientées dans trois directions principales.

1. Obtenir les opérateurs d'onde généralisés pour tous les potentiels 3

longue portée et en démontrer 1'existence

Pour 1'opérateur de SchrBdinger, c'est un probleme qui a été résolu
par-W. Amreim, P. Martin et B. Misra [6], V. S. Buslaev et V. B. Matveev

[7], P. Alshom et T. Kato [8].

2. Obtenir directement des résultats concernant le spectre de 1'opéra-
teur de Schrddinger directement c'est-a-dire sans passer par 1l'existence
et la complétude des opérateurs d'onde. Dans cette direction des résultats
importants ont été obtenus par J. Aguilar et J. M. Combes [9], R. Lavine
[10], T. Ikebe et Y. Saito [11].

J. Aguilar et J. M. Combes ont introduit des méthodes
analytiques qui se sont révélées tres utiles pour le probleme a N corps
Mais peut-&tre les résultats les plus complets et les plus généraux pour
1'opérateur de Schr8dinger ont été obtenus par R. Lavine :

Soit g(x) une fonction définie sur R" a valeurs réelles

telle que

q(x) = ql(x)a-qz(x)

ou ql(x) € 01(185 avec lim ql(X) = 0 et

X | =0
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3q(x) | C
__g;-—' < frgps avecy > 1 r = |x|

et ou qz(.x-) = (q2 (x) + q2’ (x)) avec % p (x) ¢ LP(rY pour

(1+r)Y
P> MBX(%; 1)

1, (0 € L°(RY)

On peut associer alors a l'operateur -4 + q(x) un opérateur autoadjoint H
dans 1'espace de Hilbert J¢- L (R par la méthode de Friedrichs et

R. Lavine a montré que les valeurs propres positives de H sont de
muttiplicité finie et ne peuvent s'accumuler qu'& l'origine. De plus
jﬁés(n) = 0 c'est-a-dire que nous avons la décomposition en somme directe

suivante
ﬂp(n) L R )

T. Ikebe et Y. Saito ont généralisé certains des résultats de R. Lavine

a des opérateurs du type

n
Jg(-li- S%t; + b‘_j(x))2 + q(x)

. 1 .
ou bj(x) € C (R") et q(x) sont des potentiels a longue portée vérifiant

certaines conditions.

3. Généraliser le programme complet d'Ikebe.

Des résultats dans cette direction ont été obtenus par V. Georgescu
[13] et par J. C. Guillot et K. Zizi [12]. V. Georgescu a considéré le

cas ou le potentiel q(x) est a symétire sphérique.

En ce qui nous concerne, nous avons considéré des
perturbations générales du potentiel coulombien. Plus précisément, nous

avons considéré principalement les deux cas suivants

a) le probleme dans R" : Considérons 1'opérateur

Zi (i ax + b;;("‘))z - f%l + q(x) dans L2(R™ (n2 3)
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ou bj(x) et q(x) sont deux fonctions définies sur R™ 2 valeurs réelleg

véerifiant certaines conditions. Définissons

n db.
Q(x) = ;g; (%'§§§ (x) + b?(x)) + q(x) avec bj(’) € CI(Rn)

On suppose alors que

P
(1+ |x])%Q(x) €L 1(R")

P .
(1+‘,x|)abj(x) € L 223Ny 1<jigcn

et S. T. Kuroda [14].

b) Le probleme extérieur : Soit Q un domaine non borné
de R" dont 1la frontiere I' est formée de deux variétés rl et r2 de classe
Cz, disjoints et compactes. Supposons que l'origine O appartient 3

l1'intérieur du compact déterminé par T,.

Soit y la normale extérieure a " et soit 0(x) une n+ls+g
fonction hYldérienne d'exposant s (0 < g < 1). Soit p(x) = (14~]xl) 2
avec € > 0 fixé. Supposons que p(x) q(x) soit une fonction définie sur

Q U T a valeurs réelles uniformément h8ldérienne d'exposant a (0 < 4 < s).

Supposons que

p(x) q(x) - 0

x| +

, ; - 2
H1' t t éfini - o
Soit l'operateur autoadjoint dans L Q) défini par Hg = Ag--F;Tg+.qg

et dont le domaine de définition est formé de toutes les fonctions
g € Hz(ﬂ) telles que

(S%" o(x))g(x) = 0 sur r,

g(x) = 0 sur T2
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On peut alors en suivant la technique de N. Shenk et D. Thoe [15] construi-
re des développements en fonctions propres pour H et étudier les

opérateurs d'onde associés.
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