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OPERATEURS HYPOELLIPTIOUES A CARACTERISTIQUES DOUBLES

par L. BOUTET DE MONVEL
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I-II.1

Le but de ces conférences est de présenter quelques

résultats récents d’hypoellipticité concernant les opérateurs différentiels

(ou pseudo-différentiels) à caractéristiques doubles. Le matériel présenté
ici est issu d’un travail en collaboration avec F. 

Certains résultats ont été trouvés simultanément par S. Sjbstrand ([13-î

[14)), généralisant des résultats de M. I ~ Visik et V. V. Grusin ([7],

~8~, [9]) Les énoncés ci-dessous sont simples, et sans aucun doute ils

peuvent être démontras par des méthodes d~ inégalités a priori assez

grossières. Je préfère ici donner des indications sur la construction de

parametri-x pour ces operateurs ; cette méthode, si elle est plus longue,

donne aussi bien sûr des renseignements plus complets ; elle est aussi

plus conforme au goût du jour, qui demande des démonstrations plus construc-

tives quand cela est possible * J’en profiterai aussi pour faire un

usage systématique des opérateurs intégraux de Fourier et des transfor-

mations canoniques de L. Hdrmander. Bien qu’ils ne soient pas non plus

indispensables, ils s ~ avèrent, comme bien on pense, un outil d.’une très

grande souplesse. Il ne saurait être question, ici, de donner des

démonstrations complètes ; je me contenterai de décrire les résultats,
et de donner quelques indications sur les démonstrations, en renvoyant

aux articles cités ci-dessus pour plus de détails.

§ 0. NOTATIONS ET CONVENTIONS

On adopte les notations usuelles pour les espaces de

distributions, multi-indices, etc...

Soit X un ouvert de IR n Un symbole sur X est une fonction

e 00 a(x,~) sur T ~~ X = Xx E , n "qUI ne croit pas trop vite" 
convient dE préciser) . Si a est un symbole, on note a(x,D) l ’opérateur

pseudo-différentiel défini par

où f désigne la transformée de Fourier de f.

0 Faut quand même pas se faire trop d’ illusions : £
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Si S est un ensemble de symboles, nous noterons OPS
; 1

l’ensemble des opérateurs pseudo-différentiels de la forme a(x, D) + R
avec a E Se R étant un opérateur à noyau ? (de dégré 

En particulier OPS _ est l’ensemble des opérateurs à

noyau 

Les opérateurs que nous voulons étudier ici seront toujours

(mod.OPS-’oe) de la forme a(x,D) ou a admet un développement asymptotique
(au sens de [10J).

où a . est homogène de degré m-j (j entier -, 0) en . Nous dirons qu’unm-j · , 

tel opérateur est homogène (de degré m) ; c’est le cas par exemple d’un

opérateur différentiel, et des parametrix d’un opérateur différentiel

elliptique. Le symbole (partie principale) de A= a(x,D) est alors

o ( A) _ am(x,~) ; c’est une fonction homogène de degré m sur T X. Nous
réservons à la fonction elle même (ou plutôt à sa classe mod. S °°) le

nom de symbole complet de A = a(x, D) ; celui-ci dépend du choix des

coordonnées locales.

Bien sûr,’il y a d’autres classes d’opérateurs pseudo-
différentiels, par exemple la classe OPSM ô de [10], ou la classe OPSM

p, e,y

de [1]. De tels opérateurs n’interviendront ici que comme outils (parti-
tions de l’unité, approximation de l’unité par troncature et régularisa-

tion) ou comme parametrix des opérateurs étudiés.

Rappelons qu’on a pour les symboles les formules suivantes:

. 

s’il s’agit d’un système)

où [A, B] = AB - BA désigne le commutateur de A et B (il est de degré

m + m’ - 1 si A est de degré m et B de degré m’ ) , et (f,g} est le crochet

de Poisson :



L. HHrmander a décrit dans [10] les opérateurs intégraux

de Fourier. Un tel opérateur est associé à une transformation canonique

homogène § : : Ô x - ( o) - T"Y - [ 01 ( 0 ~ est C~, homogène de degré 1,

compatible avec les formes canoniques de T i X et T i Y (i.e.
= ou, ce qui revient au même, avec les crochets

J J j J
de Poisson). En particulier on peut définir les opérateurs intégraux de

Fourier elliptiques (~ est alors un isomorphisme) . Si F est un tel

opérateur, il admet une parametrix (inverse mod. les opérateurs à noyau

Coo) que nous noterons F-l ; ; et si alors A est un opérateur pseudo-

différentiel homogène, il en est de même de F A F-1, et on a

(ces formules sont encore valables pour des classes plus larges d’opéré-

rateurs pseudo-différentiels par exemple 1/2 -
, 

P Y m
mais ne sont plus valables pour les opérateurs A E ~ dont nous

aurons à nous servir ici). 

Les constructions rappelées ci-dessus peuvent être localisées

sur la sphère cotangente ; on a par exemple, pour les symboles complets,

la formule a(x,D)ob(x,D) ~ c(x,D) avec

* 
r n -1

et des formules analogues pour A A B FF Ainsi, dans un ouvert

co,,ique U ci T X-0 , la classe (mod.S ) du symbole complet de AoB

(resp. de A , A B ne dépend que des restrictions à U de celles

de A et B. Les classes mod. OPS d’opérateurs pseudo-différentiels en-

gendrent donc un faisceau (d’algèbres non commutatives) sur la sphère
cotangente SX, et il est souvent commode, pour étudier un opérateur A,

de commencer par en faire une étude locale sur SX. Pour cela il suffit

que A, et, au besoin, les opérateurs intégraux de Fourier qui serviront

à le transmuer, soient définis dans- de petits ouverts coniques de 

(Ainsi un opérateur de symbole réel, et à caractéristiques simples, est

localement (moyennant une transformation intégrale de Fourier elliptique)
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isomorphe au produit de )7 par un opérateur elliptique - de la même

façon quîun champ de vecteur non nul est localement (moyennant un change-

ment de coordonnées) isomorphes à ù o Cf . 5’ ) oax n ’n

On appellera support d’un opérateur pseudo-différentiel

A le plus grand cône fermé de T hors duquel le symbole complet de

A est nul (mod. S-’n). On fait une localisation analogue pour les distri-

butions : on dit quuune distribution f est C9 dans un voisinage conique

de (ou simplement C près de x,S) si pour tout opérateur

pseudo-différentiel A de support assez voisin de (x,§), on a Af E C°°

(de façon équivalente : s’il existe un opérateur pseudo-différentiel A

elliptique en (x,g) tel que AF E G~) . On appelle spectre singulier de f

et on note WF(f) (wave front set) le cône (fermé) des points (X’I~) E 
près desquels f n’est pas C~ .

Les distributions mod. C°° engendrent un faisceau noté mf

sur la sphère cotangente SX : la fibre en (x,~) est l’espace de toutes

les distributions sur X mod. celles qui sont f près de (x,~). Un opéra-
teur pseudo-différentiel (en fait sa classe mod. définit un opéra-
teur local (morphisme de faisceaux) sur iof.

§ 1. 0 DESCRIPTION DES RESULTATS

Soit X un ouvert de Rn (ou plus généralement une variété
différentielle C°°) . CI Soit E une sous-variété conique C°° de (fibré

cotangent privé de sa section nulle) . e Localement, E peut être définie par

v équations C~~ homogènes de degré 0, indépendantes : ul .- ..o u v = 0.

En chaque point de L, le rang 2v’ de la matrice de crochets de Poisson

((0.4)) uu est bien défini. Nous nous intéresserons ’ici surtout aux
i j

deux cas extrêmes : d’abord le cas v’ = 0, autrement = 0 sur
i J

pour 1, j  v j on dit alors que S est involutive (nous exigerons en outre

que le vecteur radial r-a = ° a ne soit pas orthogonal à E pourq or J u.

la forme canonique Adx, , ou revient au même, que r2013 soit
J 

linéairement indépendant des champs hamiltoniens

D’autre part le cas 2 a . v, autrement dit la est non
1 J .

dégénérée est alors symplectique (i.e. la forme d DAdxcf est
20132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 ~J J

non dégénérée). Les cas intermédiaires ne sont pas traités dans [4] , mais
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sont sans soute susceptibles d’être analysés par les mêmes méthodes.

Nous nous intéressons aux opérateurs différentiels ou

pseudo-différentiels (homogènes) P qui ont les propriétés suivantes :

(1.1) Le symbole o(P) = p (X,fl) est elliptique (i.e. non nul) hors de E
m J 

..-

et s’annule à l’ordre 2 sur S. En outre on a au voisinage de tout point

de ’~, avec les notations ci-dessus

où les a.. sont des fonctions homogènes (de degré m - deg P), cfD, et où la
1J 

’*"’ 
***"’

forme quadrat ique de matri ce (a..) est non dégénérée, sans zéro réel non
-- - J
trivial. Si v = codim = 2, on exigera en outre que le nombre d’enroule-

ments autour de 0 de l’application R2~ 0 ~ ~ -~ 4 déf inie ar cette forme

quadratique soit nul.

Il convient alors d’introduire, pour chaque point (x,~) ~ ~~
un certain nombre d’invariants attachés à P.

(1.2) L 9 ensemble rx des valeurs de la forme quadratique S a..U.U. ci-
20132013201320132013201320132013 x 2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 J 1 J 

-

dessus (1.1) ; c’est un angle convexe de £0

Le champ hamiltonien du symbole

a(p) = p 
m 

de P s’annule (à l’ordre 1) sur E. On peut donc parler de sa 
~.

dérivée au point E : : etest un endomorphisme linéaire A E L(T (T X))
On constate que A a compte tenu des multiplicités, 2v’ valeurs propres
non nulles, de la forme !2il, , y avec
.201320132013.20132013201320132013 201320132013201320132013201320132013 J 

-

( 2v’ est le rang de la matrice tuj,ukl au point ( x, ) , comme ci-dessus).

Nous introduisons enfin la quantité suivante (cîest une

fonction homogène de degré m -1 sur E) ®
n



I-II.6

(Si v’ .¡ 0, cette quantité n’est pas le "second invariant" de P ; elle

est plutôt à rapprocher de la constante de Melin [113).

On a alors les résultats suivants : d’abord dans le cas

ouE est involutive (analogue de l’opérateur de la chaleur).

Théorème 1 : Equivalence de

(i) Pf E H s f E H s+m-l
(ii) Pour tout (x,g) on a If (P) r- 2 X,
(iii) P a une parametrix, du type décrit plus loin.

Dans le cas où E est symplectique, on a le résultat suivant

Théorème 2 : Equivalence de

(i) Pf E f E 

(ii) Pour tout (x,g) E S et tout multi-indice a, /0
201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 2

(Où x (71 x est la suite de nombres de (1.3) et
1 v 

201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 20132013

a.1 = 1 x .. Cïv1VV) - °
(iii) P a une parametrix, du type décrit plus loin.

Dans les deux cas P est hypoelliptique, et vérifie une

inégalité a priori qui comporte la perte d’une dérivée quand on la com-

pare aux inégalités elliptiques. Dans le deuxième cas P se comporte

de façon analogue au carré de l’opérateur à + dans la région
. àx 1- oX’2

cet opérateur est hypoelliptique avec "perte de 1/2 dérivées") .
Cette régularité avec "perte d’une dérivée" est le mieux qu 1 on puisse

espérer pour un opérateur à caractéristiques doubles.’ Ici elle est aussi

vraie localement, et est -ddnc tout à fait distincte de la propriété de

régularité des opérateurs réels à caractéristiques simples, pour laquelle
il faut faire une hypothèse de régularité sur les données de Cauchy de f .

. 
(si P est un opérateur réel de degré m,’ à caractéristiques simples, si

, Pf E HS et si WF(f) est assez petit, alors f E H" .

§ 2. EXEMPLES .

Nous-ne donnerons pas ici d’indications sur la preuve des

théorèmes ci-dessus, et nous contenterons de décrire deux exemples. Dans

le cas général, on peut se ramener à ces exemples, mod. des perturbations
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qu’on peut absorber, y par une transformation canonique convenable (on peut

aussi construire directement une parametrix)

a. Cas où ~ est involutive (analogue de l’opérateur de la chaleur).

Soient a. (j = 1 - - - v) des nombres complexes non nuls, appar-
J

tenant tous à un même cône convexe r c C, b e C et posons

Il est élémentaire de prouver que P est hypoelliptique

dans la région §n&#x3E; 0 si et seulement admet alors pour parame-

trix (dans la région ? &#x3E; 0) 1 opérateur q(x, D) , avec

b. Cas oà E est symplectique

Notons (t,x) = (t 1*** tvx1*’*xn-v ) E variable

de Rn, par (Typ) la variable duale et soit

où )D j 1 = (-Z(2013 ) ) (c’est un opérateur pseudo-différentiel dans lax ax iJ 
région c / 0) , et où b et les X. sont des nombres complexes, et les À.

appartiennent tous à un même cône convexe r c: C.

P2 est du type décrit au § 1, E étant le cône (symplectique)

1 2 1 (P) = b, pour tout (x,~) , et les X. sont bien
eux-mêmes les nombres introduits en (1.4). Pour étudier- P2’ il est indi-

que de faire une transformation de Fourier par rapport à x, et un dévelop-
pement en fonctions de Hermite par rapport à t. Posons
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On associe à h a l*opérateur ("de Hermite")

(où H u désigne la transformée de Fourier partielle par rapport à x) ,
ex

Il résulte aisément de la définition des Z . et des H 
a qu’ on aJ a

(oû (j) désigne le multi-indice (0...010...0), avec 1 à la j-ième position) ,
et par suite

On a ainsi "diagonalisé" P. La condition (iii) du théorème

2 signifie ici que les coefficients diagonaux ne s’annulent jamais.

(Il n’est pas difficile, pour cet exemple, de prouver l’équivalence des

assertions (i) et (ii) du th.2y, compte tenu du fait que les H sont

. , . 2 a 1 . 

a 
..

isométriques pour les normes L . On peut aussi écrire assez explicitement
une formule pour la parametrix de P2) .

~ 3. DESCRIPTION DES PARAMETRIX

Nous avons déjà remarqué, dans un cas la

parametrix de 1’analogue? de l’opérateur de la chaleur. Dans tous les

cas, la parametrix a un aspect analogue : plus précisément, on peut
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toujours définir localement E par y équations homogènes de degré 0,

u1 = ... u 
*~ 

= 0. Complétons par des fonctions (où les v.
sont homogènes de degré 0, et r homogène de degré 1) de façon à avoir un

système de coordonnées locales dans T 
if- 

X2013(0). Alors la parametrix sera

de ]a forme où a (pour 00) le même comportement
. 

- , 
2 1 -1

’~cr~j"-!o!~)’:;cne’ que ru+ -) ,’- ~ -~. " - ¡, . " j:... -J -- 

1 j r 
.

Il est commode de préciser et de généraliser comme suit :

posons (avec les notations introduites ci-dessus)

Soit U un cône ouvert dans T X - [03 (dans lequel les ui,

v. et r sont dcfinis). On note Sin, k(U;Z) l’ensemble des fonctions 
J

a E Cae(U) telles que pour tous champs de vecteurs à

coefficients C, homogènes de degré 0 (i.e. combinaisons à coefficients

C homogènes de degré 0 des à et -2013) où les X. sont tangents àC de des X. et fi 8( les X. i
z, on ait

(le signe f ~ , g signifie que pour tout compact K c T X-~0) et pour tout

E &#x3E; 0, il existe un nombre C &#x3E; 0 tel que f K Cg pour IF’ 1&#x3E; E).

Par exemple la fonction exp ( 2013 r appartient sO, 0 y° 

2 i 
’

et plus généralement toute fonction "semi-homogène" (homogène lorsqu’on
attribue aux u,,Vi,r les poids respectifs satisfaisant à des

J 2
conditions de croissance convenables près de r = 0, appartient à un tel

espace (cf.[4] pour plus de détails).

Nous noterons les opérateurs pseudo-différentiels
qui sont (mod OPS"~) de la forme a(x,D), avec a Ils sont

de type (1/2,1/2) , avec la notation de HUrmander [10J, donc ne peuvent

pas donner lieu à un calcul symbolique comparable à celui des opérateurs

pseudo-différentiels habituels. Ils jouissent cependant des propriétés

suivantes :



(en revanche le transposé A est dans où -S désigne le cône

opposé as).

- Enfin ces classes d’opérateurs sont stables par changement de coordonnées

(pourvu qu’on interprète F, comme un cône dans le cotangent). Plus

généralement, si A E et si F est un opérateur intégral de

Fourier elliptique associé à une transformation canonique ()), on a

FA F-1E 

Je renvoie à [4] pour la démonstration de ces assertions.

Notons qu’on a o O() c: ops0 (parce qu’on aNotons qu’on a OPS’ X, c OPS1/2,1/2 parce qU’on a

dE 1 r Il en résulte que si A E est propre B il opère
continument sur (théorème de Calderon et Vaillancourt). Il est

loc 
m,k

commode d’introduire des espaces qui jouent par rapport à nos

opérateurs le même rôle que les espaces de Sobolev Hspar rapportloc

aux opératéuis pseudo-différentiels :

(3.3) Soit f une distribution. On dit que f est de classe 

(resp. de classe au voisinage de (x,F) E Ti~ X- [01) si pour tout

A E OPSm’k(XIE), propre (resp. et de support assez voisin de (Xg» on
a Af E L2loc*

On note encore l’ensemble des distributions

de classe Il est naturellement muni d’une topologie localement
convexe, et si A E OPS~~’ est propre, il est continu 

On a l’inclusion c: sm tk si et seulement si m~ m’
et m - k/2 m’ -k’/2 (ceci résulte des inégalités r -1/2. ..- dE 1, qui
sont les meilleurs possibles). Il en résulte qu’on a Hm tkt si et

seulement si m;~ m’ t et m-k/2 ml - k’/2. En outre si m&#x3E;m’ et

~ i.e. si est le noyau de A, les deux projections

supp a ~ X sont propres.
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m- k/2 &#x3E; m’ - k’/2, les parties bornées de Hm’ k constituées de distributions
dont le support est contenu dans un compact fixé de X sont relativement

J-’
Compactes ’ danh m’.k’ .

~ o.st commode d’introduire pour nos opérateurs plusieurs
notions de devcloppeuicnts asymptotiques (approximations successives). On

a les résultats suivants :

(3.4) Soit A. E Il existe A E tel que 
-,

A - s A. 6 on écrit Deux tels opérateurs différentA 

jN 
A E OPS li m -N/2 9 k 

; on écrit Deux tels opérateurs 1 -différent,

opérateur de degré - 00.

(3.5) Soit A. E OPSm’k+j. Il existe A E OPSm’k tel que
- J J r.~.~. ~ r

Deux tels opérateurs diffèrent par un opérateur

(on dit aussi que B s’annule à l’ordre infini sur S)

Il existe A E 0PS’ tel ue
Deux tels opérateurs diffèrent par un opérateur

(un tel opérateur est de degré - m hors

de z, mais près de E il est de degré m - k/2 et pas mieux en général) . On

a noté cym = n S~"" ~" . . Les opérateurs A E OP%m donnent lieu à un
j

calcul symbolique important dans cette théorie (on en construit par

exemple en résolvant des équations différentielles ou aux dérivées

partielles iiodelées sur l’équation de IIermite): ’Je renvoie a ’a section

de [4] sur les’bpérateurs de Hermite" pour plus de détails (cf. aussi

[2] [3] [6] [8] [9]).

Pour la construction de parametrix, on a le résultat sui-

vant :

(3.7) Proposition : Soit A E Pourvue A adm_eg_tç gn£ _papametrix
à gauche B E il faut et il suffit qu’il vérifie les deux conditions

suivantes :
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(la démonstration est facile, par approximations successives, utilisant

(3.fi) et (3.4).

La propriété (i) fait intervenir essentiellement les

propriétés multiplicatives du symbole de A (mod. Sm-1/29k-1 ) *; elle est

en général facile à vérifier. Si A = a(x,D) est un opérateur pseudo-
différentiel homogène avec A OPSm k (i.e. oùE 

-? m2013j 

a . est homogène de degré m - j en et s’ annule à l’ ordre k - 2 j au
m-J m’ k’
moins sur ) et si P = p(x, D) E OPS ’ , on a P.A = avec

Négligeant dans (3.8) tout ce qui peut l’être, on est ainsi

conduit pour (ii) à l’étude d’une équation aux dérivées partielles du

type décrit par Grusin [8] (en au plus v = codim E variables). (Si A n’est

pas pseudo-différentiel, on ramène l’étude de (ii) à celle d’équations

intégrales) e

§ 4. EQUATIONS DE CAUCHY-RIEMANN INDUITES

Soit Y une variété complexe (holomorphe) de dimension nf 1

(sur ~). Soit X c Y une sous-variété f réelle, de codimension réelle 1.

On note T" l’ensemble des vecteurs antiholomorphes de Y qui sont tangents

(c’est un fibre vectoriel complexe de dimension n sur X) , et on note

Q°’P(X) l’ensemble des formes p-linéaires alternées, à coefficients C~B
sur T" .

où w E est n’importe quel prolongement de w, et d" est la

différentielle extérieure antiholomorphe. (Localement, on peut supposer
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y = C (coordonnées z 0 : x0+ -i y05...zn-. x - 1 Y ), et X définie par une
o 0 o n n n

équation réelle (zo, ...,z ) 0 avec /0. Tl’ est alors engendré paro fi - x
0

les champs de vecteurs

(relèvement à X de par la projection sur l’hyperplan réel x _ 0) .
o x " o

J 
,

Les Z. commutent entre eux (comme 1 es a ) et on identifie a à LZ. E ,
J 

’ ’ 

0 Z . b J J’J

où E . désigne la multiplication extérieure par le j-ième vecteur de base
J 

n
sur 

Si on choisit une métrique hermitienne sur Y, celle-ci

induit une métrique sur T" et un élément de volume sur X, et on peut
- -tE-

définir l’adjoint 5 et le "carré"b

Si g est un vecteur cotangent de X, on note ~" sa composante
antiholomorphe (restriction à T" de la forme linéaire définie par ~). De

la formule on déduit immédiatement pour

les symboles

Le cône caractéristique E de ob est donc le cône ?" = 0.

Localement il est défini par les n équations complexes (2n equations réelleà

où les Z. (j = 1,...,n) forment une base de vecteurs anti-holomorphes
J

(à coefficients C9)
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Notons que les crochets [Zj,Z k sont combinaisons linéaires

(à coefficients C) des Zi, et qu’on a donc = 0([Zjyzk == 0
J L ’ J J 

sur S. Ainsi le fait que E soit ou non symplectique dépend uniquement
de la non-dégénérescence de la matrice i. (forme de Lévy). °

On peut, pour à b9 dans le cas oà E est symplectique
(forme de Lévy non dégénérée) se ramener au modèle local particulièrement
simple sui.iai£,en transmuant par un système elliptique convenable d’opéra-
teurs intégraux de Fourier (cf.[12] dans le cas analytique réel). Posons,
avec les notations du no2b :

avec

( ( q, n - q) correspond à la signature de la forme de Lévy en F). Alors a b
est localement isomorphe au complexe

sur AC y où E . désigne la multiplication extérieure par le j-ième vecteur
J

de base. 

Compte tenu des relations

on trouve alors pour le carre c = DD 
iè 

+ D D (pour les métriques usuelles)

avec
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Le théorème 2 (nol) montre alors que oi Asy t est hypoellip-
tique (et possède une parametrix) sauf si s = q, t = 0 (dans ce dernier

cas les noyau et conoyau de c peuvent être décrits au moyen d’opérateurs

de Hermite - cf.[4]). Une extension facile de la théorie de De Rham montre

que le noyau (mod.C°°) de 0 correspond à la cohomologie (mod.C°°) de D.

Revenant à 3b9 et remarquant qu’on inverse la signature de la forme de

Levy quand on passe du point F au point opposé -~ on retrouve le fait

que (localement sur a de la cohomologie en dimensions

q et n-q seulement.
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