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SUR LES POLYN OMES DE I, N . BERNSTEIN

B. Malgrange

1. INTRODUCTION

Dans [1 ] , I. N . Bernstein a démontré le résultat s u ivant :

[ x , 1 ... ° , et s une indéterminée ; il existe un po-

lynome B E et un opérateur différentiel P(s,x,D j à coefficients po-

lynômiaux en s et x tel qu’on ait l’identité = (le

premier membre de cette identité est défini de la manière qu’on pe n s e , 1 avec

o s of s-l
- f = s- f etc.). Il est visible que l’ensemble des B E 0[s] pour
ôxj axi
lesquels une telle identité existe est un idéal ; r nous noterons b un généra-

teur de cet idéal, par exemple celui dont le coefficient dominant est égal à 1

et nous l’appellerons "le polynôme de Bernstein attaché à f ". . Notons aussi

que, , si a est un point , avec f(a) = 0 , 1 on pourrait aussi défi-

nir le "polynôme de Bernstein local b 
a 

attaché à f " , de la même manière,
a

en considérant les opérateurs différentiels P(s ,x,D ) à coefficients analyti-
x

ques en x au voisinage de a , 1 et polynomiaux en s ; évidemment , 1 pour

tout a , b a divise b ; si f est non singulière en a , on a b 
a 
(s) = s

dans le cas général, en faisant s = 0 , 1 on voit qu’on a b(0) = 0 ; on po-

sera dans la suite b(s) = sb(s) .

Des exemples, qui m’ont été montrés par M. Sato (voir à ce propos

~ 7J et [9]) suggèrent que les zéros de b sont rationnels , 1 et sont liés étroi-

tement à la monodromie de l’application f : · C . Nous nous proposoris

de démontrer un résultat partiel dans ce sens ; le même résultat devrait aussi

être vrai pour les "polynômes de Bernstein locaux" ; il suffirait pour cela

d’utiliser la même démonstration , 1 sous réserve d’avoir à sa disposition un

"théorème de régularité local" qui est très probablement vrai, encore qu’il
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ne se trouve pas dans la littérature (ce résultat est bien connu si f a

une singularité isolée en a ; dans le cas général, H. Hamm m’a si-

gnalé en avoir une démonstration, non encore publiée). Cependant, le

résultat que nous obtenons est très incomplet : divers exemples semblent

en effet suggérer que dans les zéros de b intervient la monodromie de

f en toute dimension, et pas seulement en dimension maximum. Par con-

tre, dans le cas "local, singularité isolée en a " il est probable que

tous les zéros de b 
a 

soient obtenus par notre résultat ; dans le cas

quasi-homogène, cela a été démontré par M. Kashiwara (non encore publié).

2. RAPPELS SUR LA MONODROMIE

Nous supposons dans la suite n &#x3E; 1 , le cas n = 0 étant sans

grand intérêt. Notons D un disque ouvert de centre 0 dans C ,

X = f -1 (D) c et posons X(t) = f -1 (t) , D* = D - f 0 j , X* = X - X(0)

si D est choisi de rayon r assez petit, on peut supposer que D* ne

contient pas de valeur critique de f , et même que f : X* - D* est une

fibration CCD (le premier résultat, i, e, là version algébrique du théorème

de Morse-Sard, est élémentaire ; le second, beaucoup plus fort , 1 se démon-

tre, en gros en plongeant la situation dans une situation où f soit propre,

et en appliquant le théorème de Hironaka de résolution des singularités au

diviseur à l’infini ; voir p. ex. Deligne [2], th. 6.13), quitte à remplacer

f par (2r)~~f , , on peut supposer qu’on a r = 2 .

Fixons t E D , 1 par exemple t = 1 ; puisque X(l) est une variété

algébrique affine non singulière de dimension n , les H.(X(1)?(E) sont fi-
i

nis sur (T , , et sont nuls pour i &#x3E; n + 1 . Soit h l’automorphisme de

monodromie de H (X(1),0152) , 1 i. e . l’action du générateur de TT 1 (D* ,1) sur

H n (X(l},0152). D’après le "théorème de monodromie" (voir [4]), on a les ré-

sultats suivants :

i) les valeurs propres de h sont des racines de l’unité.

ii) Le polynôme minimal de h a au plus des zéros multiples d’ordre

n+ 1 .
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Définissons maintenant "l’homologie bornée" et "l’homologie évanescen-

te Il de X(1) ; pour cela, 1 nous aurons besoin du résultat suivant (H. Hamm, 1

non publié) :

Soient R &#x3E; 0 , 1 0p2 ; posons X R,p = X n {BxBR} n {Bf(x) Bo} 1
D = ()t)o) et définissons comme ci-dessus 1 X* p et D* ; alors, 1

o K R, p p

pour tout R assez grand, 1 il existe p tel que la projection f : X* D*R, p p
soit une fibration et tel que soit rétracte par déformation de

x R, p .

Prenons alors y E H n (X( 1): t) ; le fait que f : X* - D* soit une fibra-

tion nous donne, par restriction à ]0, 1 une fibration triviale ; d’où, pour

t E ]0,~ , une classe y(t) E H bien déterminée. Nous dirons alors

que y est borné s’il existe R &#x3E; 0 tel que, pour t E 10, il , 1 assez petit,

y(t) soit dans l’image de l’application i* : : H (X-.(t);(D) -* H (X(t);(C) provenant

de l’injection naturelle i : X R(t) - X(t) . -

[A noter que i est injective ; en effet X R(t) est "de Runge" dans X(t) ,

et par suite, les formes holomorphes sur X(t) sont denses dans les formes ho-

lomorphes sur X R (t) ].

L’ensemble des y E H (X(1);0152!) bornés sera noté ; on
n n

définit alors l’homologie évanescente À(X(1);C) comme l’ensemble des
b 

y E H b(X ( 1) ; r,) qui possèdent la propriété suivante : soit R &#x3E; 0 tel que, 1
n

pour tout t E 10, il assez petit, y(t) soit de la forme , avec

v R (t) E H (X (t):(D) ; alors, pour to assez petit, y R(t0 ) est "évanescent

dans 1 XI  R Il i.e. l’image de Y,R(t) dans est nulle.

Il est facile de voir que H n et if 
n 

sont stables par l’automorphis-
n n

me de monodromie h . Ceci etant, le théorème que nous nous proposons de

démontrer est le suivant :

Théorème (2.1)

Supposons que X soit une valeur propre de la restriction h de h

à H n (X(1);r) , , et que la multiplicité de X dans le polynôme minimal de h
- 

n 
"

soit égal à p ; il existe alors 14 p , possédant les propriétés

suivantes :
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i) exp(2Trin.) = À 1 our j = 1,..., p

ii) le polynôme 

l’ignore si l’on peut toujours, dans cet énoncé, choisir B11 ’ ... , Blp
égaux, ou s’il existe des contre-exemples.

Exemple. Prenons f = x2 +...+X 2 ; 
· en choisissant

_______ 1 n+l

-b( ) n-1 
d l ’1 b’ 

- i
on trouve b(s) = 

s+20132013 ; or, 1 dans cet exemple, il est bien connu que

H (X(1); OE) = est de dimension 1 sur (D , et qu’on a h = (-1) ’ .

3. POLYNOMES DE BERNSTEIN ET PERIODES D’INTEGRALES

Avant d’établir le résultat annoncé, 1 il nous faut rappeler la traduction

du théorème de monodromie en termes de périodes d’intégrales. Choisissons

une classe d’homologie y(l) E H n (X(l): 0153) ; ; du fait que X* - D* est

une fibration, on en déduit naturellement une classe Y(t) E H (X(t) ; OE) ,

n

pour t voisin de 1 ; par prolongement, on obtient une fonction multi-

forme (i.e. une fonction sur le revêtement universel de D* ) ; suivant

l’abus de notation usuel, nous la noterons encore y (t) en précisant au

besoin la détermination choisie de log t . En mettant h (ou h) ) sous

forme de Jordan, il nous suffira d’examiner le cas où, X étant une valeur

propre de h , 1 on a, pour un certain p &#x3E; 1 : = 0 ,

0 .

Soit d’autre par n q l’espace des formes différentielles de degré q

en cix1 ,...,dx , , i à coefficients dans . Prenons r E ;
l n+ l n+

pour t É D* , est une forme holomorphe de degré maximum, 1 donc

fermée, 1 et l’intégrale I(t) = j n est donc bien définie. On a les pro-

priétés suivantes :

i) l(t) est une fonction holomorphe (multiforme) sur D* et l’on a

2013 = 1 d,, 2013 étant la forme relative usuelle
dt Y(t) 

TT = 

y (t) df di 
étant la forme relative usuelle

[élémentairement, on peut considérer que c’est la famille, para-

métrée par t E D* , de formes sur X(t) , définie ainsi : sur

1 (t) est la restriction à X(t) de
ox. cil
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ii) Il existe k &#x3E; 0 tel que, 1 dans tout angle 1 arg t B C ( C &#x3E; 0

quelconque) , 1 on ait lim tki (t) = 0 .
t-~0

Ce résultat, dû à Deligne (voir [2] ou [4]) est la variante "affine" du

théorème de régularité de Nilsaon-Griffiths.

Dorénavant. nous considérerons seulement des y bornés. Dans ce

cas, nous avons besoin d’un renforcement du résultat précédent :

Proposition (3.1

Supposons y(l) borné ; alors, pour largti e C , 1 lim I(t) existe ;
t- 0

de plus. si y est évanescent, cette limite est nulle.

Cette proposition est démontrée en appendice.

Notons que l’action de h se traduit sur I par la substitution

log t 1--&#x3E; log t + 2ni ; ~ il résulte alors aisément de i) , 1 (3.1 ) et de la pro-

priété : (h-k)py(l) = 0 que 1 a la forme suivante, lorsque Y est

évanescent :

L(B) désignant l’ensemble des g. &#x3E; 0 tels qu’on ait X ; ;

et , puisque X est une racine de l’ unité , de tels g sont rationnels.

S i y n’ e st pa s évane scent , on a néce s sairement X = 1 , et I(t) a la

même expre s s ion à un terme constant près.

D’autre part, il existe certainement un n E On et un p E 

tels q u’ on ait c ~ , p-1 (n) ~ 0 : 
· sinon, en posant Y ’ ( 1 ) = (h-X)P-l y(l)

on aurait, pour tout rr E n 1 
YI 

tr = o ; ; or, 1 d’ après un théorème
Y’ (1 )

de Grothendieck (voir p. ex. [2]), 1 les 1T 1 X(l) engendrent Hn (X(1) ; (1;) ;

on aura it donc alors Y’ (1 ) = 0 , contrairement à l’hypothèse.

Soit de mème uu E ; en notant qu’il existe rr E ~n , avec

dn = ~ , 1 et en utilisant la formule de dérivation i) , 1 on trouve :

et il existe un w et un g tels qu’on ait
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Maintenant prenons un Y évanescent fixé 1 avec le s propriétés in-

diquées. Posons , 1 pour 1 ~k~p :

Nous allons démontrer le résultat suivante qui entrame évidemment

le théorème (2 .1 ) .

Proposition (3.3)
Le pOlynOme lS+~l )... divise b .

A) Démon strat ion dans s le cas X 1 .

Il suffit ici de démontrer que ls+~t ). , . (s+~ ) divise b . Prenons

une trivialisation de f -1 (]O,l]) ; représentons Y(l) 
p 

par un cycle singulier

c0 de X(1 ) , soit r(l) ; et pour t E ]0 ,1 ] , posons r(t ,1 ) = x [t ,1 j ;

soit w E n n+1 ; ~ pour tout s on a (en choisissant par exemple

argt=0)

Désignons par P* l’opérateur différentiel adjoint de P , 1 opérant

et f inalement , 1
1

Pour Re s assez grand (en utilisant la proposition (3.1) , 1 il suffit

de pre ndre Re s &#x3E; 1 ) , 1 on pe ut pa s ser à la limite dan s tou s le s terme s de

cette égalité , 1 pour t -~ 0 ? ; on a alors :
o
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Supposons qu’on ait pl ...g k  4 k+l # et choisissons w tel qu’on

ait, 1 dans (3.2) : : 
1 J(.." t 1- (w) 0 0 . D’après (3.2) et la formule

prolonge en une fonction méromorphe de s E CC , ayant en -B.11 un pole

Jol s P*w
d’ordre k ; de même, df se prolonge en une fonction méro-

morphe de s E CC 1 qui n’a pas de pOle en -g1 ; enfin e st un

polynome en s ; l’égalité (3.5) implique que -B.11 soit un zéro d’ordre k

de b ; on traite de la même manière IJk 1 ,... , (nous laissons les dé-
’i  P

tails au lecteur)  Ceci démontre le résultat cherché.

B) Le cas X = 1 .

La méthode est analogue, 1 mais il faut faire un peu plus attention

(la démonstration précédente montrerait seulement que (s+4 pi p
divise b = sb , 1 et l’on risque de "perdre" une racine de b ).

Tout d’abord, 1 en faisant s = 0 dans l’égalité P(s,x,D )f s = b(s )fs-l
on trouve b(O) = 0 , 1 d’où b(s) = sE(s) , 1 comme on l’a déjà vu ; d’où aussi

0 ; par suite , 1 on a :

et, en appliquant cette égalité à fs , on trouve

A

Prenons E : 
, un calcul analogue à celui qui mène à (3. 5)

donne alors , 1 pour Re s &#x3E; 1 :

 ~ .. 1 -

terme du second membre , 1 en observant que
---l

( _l le produit intérieur) est égal, en tant que forme relative , 1 à
- - ..M.

Supposons encore qu’on ait )JL ==...= 4k  prenons w

tel qu’on ait d k-1 (w) 0 0 : comment en A), 1 on voit que le prolongement
H/K**1

analytique de f t dtf a un pdle d’ordre k en -41 , et que
, 0 0 "

le premier et le troisième terme du second membre n’ont pas de p8le en 
- 

.
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reste à montrer que n n’a pas de p8le en -n. ; pour établir
o . 

’ 
. n q

cela, il suffit de montrer que, dans le développement J n xx 
,

on a c 
q 

= 0 ~1 ; : or, si on avait, pou x c 1 0 ,
en utilisant le fait qu’on a g &#x3E; 0 d’après (3, 1) et en appliquant formule

dt d y (t) TT = 1 y(t) -r df , on trouverait d , q (dr) 0 0 . 
’ 

à la

définition de g 1 . Cela montre bien que -H. est zéro d’ordre k àe É ;

comme en A), nous laissons le lecteur adapter le raisonnement à p .
Ceci termine la démonstration.

4. APPENDICE : DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION (3.1)

Choisissons g 
0 

tel qu’on ait = X ; : de
’ 

o o

on déduit facilement que Ht) = sy(t) 1«r a la forme suivante :

le "théorème de régularité" montre alors que les g sont méromorphes en 0 .
k

De là , 1 résulte facilement, que, pour démontrer (3 .1 ) , 1 il suffit d’établir ceci :

Sur toute demi-droite issue de l.or1g1ne (plus précisément , 1 pour arg t

f ixé) , 1 I(t) a une limite pour t - 0 ; de plus 1 S1 y est évane scent ,

cette limite est nulle.

Pour fixer les idées, supposons arg t = 0 . Les arguments de rétraction

par déformation considérés au paragraphe 2 montrent qu’il existe 
° 

y(O) 
1 
E 

tel que et y ( 0) soient homologues en tant que cycles de f ([0,l]) . .

Choisissons alors, d’après Zojasiewicz [5], une triangulation semi-analytique

K de f _ 1 0 1 telle que X(0) et X(1) soient des sous-complexes K(0) et

K(l) de cette triangulation , 1 et choisissons m) et r(0) , 1 cycles simpli-

ciaux de K(1 ) et K(0) qui représentent respectivement Y(1 ) et y(O) :

soit ù une chaine simpliciale de K telle qu’on ait ~6 = r(l) - r(o) ,

D’après Herrera [6] , on sait que les intégrales , 

ont un sens (i. e , sont des intégrales de fonctions intégrable s) , 1 et qu’on a



XX.9

Posons 6tt) = 6 n f-1 ([0 ,te) 1 pour 0  t ~ 1 ~ pour t fixé, on

peut supposer , 1 quitte à raffiner la triangulation considérés, 1 que X(t) est

un sous-complexe semi-analytique de K ; alors, est une chaine

de f -1 (et ,1]) , dont le bord est égal à r(1 ) _ r(t) , , r(t) un cycle porté

par X(t) ; on en déduit immédiatement que la classe de F(t) dans

H n {X(t} ,et) est égale à y(t) ; en appliquant à nouveau la formule de Stoke s-

Herrera, 1 on en déduit qu’ on a

Il 
- - r - . r 1-

Posons A(0) = A fl X(0) ; d’après les théorèmes classiques de la

théorie de l’ intégration , 1 on a lim dn = dfi -, or, 1 cette dernière
t-0 A(t) ~(0)

intégrale est nulle puisque la restriction de dn à X(0) est nul le ; on

A

Enfin, si Y est évanescent , 1 f ‘(0) est homologue à zéro dans

X(0) ; on peut alors supposer qu’ on a même r(0) = 0 ~ donc on a

lim I(t) = 0 . Ceci achève la démonstration.

t-0

arg t = 0

Dans le cas "local, singularité isolée" , le résultat précédent peut

être utilisé pour redémontrer le théorème de régularité, et un résultat de

M. Sebastiani (voir [6] ; le raisonnement précédent est d’ailleurs inspiré

de celui de Sebastiani [8] ) .
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