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XVIII.1

§ 0. INTRODUCTION

0n2considére une solution f(x,t) :ﬂTn><Ilq C de 1'équation des

ondes Af = 3 f sur le tore T™ a n dimensions. On verra que méme si ses
2
at 5
conditions initiales sont de classe C°, une telle solution n'est pas

nécessairement bornée du moins pour n > 5. On se pose le probleme de
savoir si une hypothese de régularité de la fonction f sur un intervalle
de "temps", c'est-a-dire sur un ensemblejrllx[-ﬂ,zj permet de contrdler

sa croissance asymptotique quand t - «,

Ainsi étant donné un entier K, on cherche s'il existe une fontion
b

w(t) indépendante de f avec :

¥xeT"
lttx, 0| < JwC [ [g]
¥te R CHT "x [-£,£])
critique
P R , n-1 . n-1
On met en évidence un indice /qui est 5 tel que si k> 5 une telle
majoration est possible et si k < n; L , elle ne 1'est pas.

Les espaces de Lipschitz Aa(Tan [—L,L]), déefinis pour tout réel
positif a, permettent de cerner 1'indice critique et interviendront

naturellement dans 1'étude d'opérateurs de dérivation fractionnaire.

§ 1. DEFINITIONS ET RAPPELS

a) Laplacien sur T".

Soit R™ muni de sa base canonique, de la norme euclidienne
X = (xl,...,xn),ﬁ Hx“ = x§+,..+xi et du produit scalaire associé noté
(x,y). Soittg, le réseau des points de R" a coordonnées multiples entiers
relatifs de 2n. Le tore T ™ est alors le groupe compactﬁRn/g, et on peut
l'identifier au sous-ensemble ([-75 nt)n de R . Par suite, a une fonction
£f: T~ ¢ correspond une fonction Fk R, C périodique par rapport au

réseau'?, et réciproquement.
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2
o)

2
1 axi

Le laplacien sur R" est 1'opérateur A = et permet

™Mz

i
Y . ry n =~ ~ .
de définir le laplacien A sur U~ en posant Af = Af. Dans la suite, on

identifiera f et T, p et §.

b) Espaces de Lipschitz

Nous les définissons d'abord sur R":
Pour O0<ag 1, Aa(Rn) est le sous espace de 1'espace des fonctions continues

, n ’ .
bornées sur R, formé des fonctions f telles que :

sup | £(x+y) -i(x)l <.
Ikl

o
X
Y#0

Normons le en posant :

Hf“!\ (RD) * sup | £(x)] + supr‘f(x+y) 'af(x)l
¢ x x 19
y#0

Normons 1'espace Ck(Rn) ou k est un entier en posant :

(sup | D_(£) (x) |)

ERY T lplek x| P

1]

et généralimns les espaces de Lipschitz de la maniere suivante :

si1 k est un entier et O< g £ 1

f €N a(R“)«: £ ¢ cK(r™ et

k+

pour tout multi-indice B avec |B| = k, DB(f) € Aa(Rn) .

Posons llfllAk+.a(Rn) = ”f”(;k(]zn)+ IBT:k (HDﬁ(f)HA (Y
o

Les mémes définitions peuvent s'écrire sur R"x [—.@,2]) et 1l'identification
f . f/lpé'mﬁé’t" ators—de définir les espaces Aa('\Tnx [—!, ,ﬁ]) qui vérifient les

emboitements suivants

i 1 2
C')ASDAl-sDAlDC DA1+€DA230 etc... (0<eg< 1)
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¢) Solutions de 1l'équation des ondes sur T

Toute fonction continue solution au sens des distributions de
l1'équation des ondes sur T" admet une série de Fourier du type :
f(x,t) _ r+st + g a el(m’X) elnm”t + zbmel(m’X) e_lllmllt
ou r,s , a, et bm sont des nombres complexes et avec la convention valable
pour la suite que les symbeles y sans indice de sommation portent sur
1'ensemble m € Z"- {(0,...,0)}. I1 est bien connu que si f ¢ (T % R),
les suites a et bm sont a décroissance rapide’ sur Z" et 1a série converge

absolument vers f.

Définition : Nous appellerons vibration une solution continue de 1'équa-

tion des ondes qui admet une série de Fourier avec r = s = O.

§ 2. RESULTATS POSITIFS

Théoreme 1 : On se donne:f{un entier n > 2
deux réels positifs £ et «

Il existe alors une constante C, telle que pour toute vibration f sur Tr“,

on ait :
n n-1
¥ T )
X € l£(x,t)| < c(1+]t] )||f||A n -
¥te R n-1 (T x [-£,27]>
5+«
Remarque 1 : Si f est une solution continue quelconque, le résulat est

naturellement le méme, sauf pour n=2 ou cela oblige a remplacer le "poids"

1-+V|t| par 1+ |t| .

Remarque 2 : Si n est un entier impair, il est facile d'obtenir la pro-
position suivante qui n'utilise plus dans sa majoration que les conditions

initiales @

Proposition 1 : Soit n un entier impair, n = 3. 11 existe alors une

constante C, telle que pour toute vibration f sur Tr“, on ait :
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n-l
¥ xe T [£(x,t)] < C(1+ ‘t[ )(]u I N1 + Huln 3
¥ te R 675‘(“45 —E"(Trn
ou on a posé uo(x) = f(x,0)
LI(X) RS (x,0)
3t
n-1

De plus le poids 1+-lt| 2 est le meilleur possible, en ce sens qu'il n'est
plus possible de le remplacer par une fonction
n-1

w(t) :()(1+|ti2 ) quand t = +w .

La démonstration de cette proposition utilise 1'expression explicite de f
sous forme de somme d'intégrales portant sur les conditions initiales.

La démonstration du théoreme ne procede pas ainsi. Elle s'appuie tout d'abord
sur 1'étude locale par rapport au temps de la transformatiom de Hilbert et
des opérateurs de dérivation fractionnaire appliqués a des vibrations sur
T". Clest 1'objet de la proposition suivante :
ei(m,x)eiHmHt+

Proposition 2 : Scit f(x,t) =T a l(m"‘)e'lnmﬂt une

vibration £ ¢ (T"x R).

Zb e
m

Alore si €, £, o et B sont des réels positifs, a et a+ B n'étant pas des

entiers, il existe une constante C indépendante de f et de £ telle que

D s a_ ei(m,x) eiHm”t4,z EE_B ei(m,x)e-iHmHtH ‘ <
Hm”l3 ”m” Aa+5(Unx [-2,2]
< C “fllf\a(eﬂ"nxt-vf/-n@,z+e]).
1) g a et (™m0 cdfnilty <cig] -
n Aa(wnx [-ﬁ,ﬁ]) Aa(an [~£—€,£+e])

iid) Hiiamei(m’X) einm”t“ o 1(m x) 1”m”t|

C su a im
A, T x [-£,4)) © ’ITg 2 2 I™e
te[_ﬂ -€,4+€]

Donnons 1'étape essentielle de la démonstration de cette proposition :

si B est un réel positif, définissons le potentiel de Bessel J deIRn+1

B

comme la distribution de transformée de Fourier
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1
P B
(V1v)x2)

J'3 a pour support singulier l'origine et est a décroissance exponentielle

a 1'infini. Soit QTB l'opérateur de convolution :

P B

notre point de départ est alors le théoreme suivant :

Théoreme ([4] page 149) : F  est un isomorphisme de Aa(Bn+1

P

) pourvu que a et P soient des réels positifs a+ B n'étant pas

) sur

n+1
Aa+ ﬁ(B

un entier.

Donnons un exemple de traduction de ce théoreme dans le cas qui

nous occupe

a ot (m, %) eiHmHtH < cl= amei(m,x)ei“m”tu

. ——
(Viz)|m®)P DyB(R" x B Ao R xT)

Le probleme est alors de pouvoir "localiser en t'".

Cette possibilité résulte des propriétés de 1'ensemble des fré-

quences : soit 1'ensemble A des couples (m,* Hm”) avec m ¢ z" .

Nous utilisons des définitions et des résultats de [1] : il est
immédiat que A a une densité supérieure de répartition nulle dans la
direction de la derniere coordonnée. Par suite il existe un ensemble "asso-
cié" a A dans toute bande délimitée par des hyperplans perpendiculaires a
cette direction et d'épaisseur non nulle. Donc pour tout € >0, l'ensemble

n L.
T x [-e,s] est associé a \.
Cela veut dire en particulier

2 2 A
¥ (bl)XEA € £7(n) 3 o € LT "x [-e,e]) (0 = by
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L'application itérée de ce résultat entraine :

n
Conséquence : Soit g € 4(Rn+1) . Alors il existe une fonction geE (T xB

telle que
i) supp g, cT'x [-¢,e]

ii) ¥m € 2" 2(m, i”m”): ge(m,illml{)

/jdésigne la classe des fonctions C° a décroissance rapide. Choisissons
alors une fonction h € C""(Rn+1
i) h=1 dans un voisinage de l'origine de R

ii) supp h & ([-n, 7)™ x [-¢,e)

) de maniere a avoir
n+1

~

Cela entraine JB(I— h) ¢ /j(Rn+1) et on peut appliquer a cette fonction la

conséquence ci-dessus en lui associant une fonction g,
On a alors pour toute vibration f

J #®f = (JBh) # £+ (J_(1-n))* f = (J

B B Bh)*f+g£*f

et la localisation s'obtient en utilisant le fait que les valeurs des
fonctions J_h # f et 8, # f sur 1'ensemble R"x [-2 ,I,] ne dépendent de

celles de f que sur R" x [-4-¢, 4 +€]. On a donc démontré

a
i (m,x) i|mt
R e i b A <
(Vi 2fjn]® N (@™ x[-2,4])
< g a ei(m,x)ei”m”t”
m Aa(v"x[-z-e,he])
I1 reste a remplacer le multipicateurA 1 par L Pour cela

(V14 2)mHP I P 5
1 V1-+2“x“2

on le remplace d'abord par —— _ utilisant le fait que

1+V2||m ® 1+V2 %P

est une transformée de Fourier de mesure bornée ([4:} page 134). Puis on

utilise 1'identité suivante, valable pour tout entier P
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—l =(; ( ! =) + 1
VEHmHﬁ' i=1 (1+V_5Hm||5)1 \/—Z‘Hm”B(“VEHmHB)P

Venons en a la démonstration du théoreme 1, que nous nous conten-

terons d'esquisser.

D'apres la proposition 2, il suffit de le vérifier pour une

vibration de la forme :
£(x,t) = g a el (MX Gt
m

Soient a et a' deux réels tels que 0< a'< a. Posons

n-1

+a-a' |,
U =5 a ] 2 e1(m,x) .

En vertu toujours de la proposition 2, on a :

sup|U(x) | < C]|f]

n -
xeTh Ap_q M x[-£,2])
5=+ o
Posons h(x,t) = (Us pt)(x) (t > 0), ou By est la mesure uniforme superfi-

cielle de masse 1 sur la sphere de centre O et de rayon t de R".
J o (ZRHx”t)

A 2 2 . N ,
j Lemme : pt(x) = Cn —) ou Cn est la surface de la sphere unité ¢
n ——
2
(t”x”)
Rr"™. Or, on a l'estimation asymptotique suivante des fonctions de Bessel

J o (2n||x|t) = —1 cos(2n t ||x|| -

n nvqﬁm?

2

n-3
4

) o+ s(“x”t) ou

s(xllt) = 0(|x|t)™>/2 quand ||x|[t ~ +w .

Des calculs faciles permettent alors d'obtenir la majoration :

n-1
Ig o, '™ cosant m|- 22| <cr? |1
A

Aa—a'(Trlx[Z,T])

net (TPeqaz 20
LS e
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la constante C n'étant bien sur pas nécessairement la m3me que précidem-

ment.

On en déduit le théoreme en réap-iiquant une vransformation de

Hilbert (proposition 2) ii)).

§ 3. RESULTATS NEGATIFS

Théoréme 2 : On se donneyun intervalle [#,b] de R
ur entier n > 2
n-1

ur réel a avec << a <._§_

I1 n'existe alors aucune fonction wit) : F + R, telle que pour towte

. . , . n .
solution continue de 1'équati-n des ondes :ar T on aib :

n
¥xeT l£(x,t) | < w(t) || £
¥teR =

—— -

(T"x [a,b])

En particulier, en vertu du théoreme du graphe fermé, il existe des
vibrations f non bornées sur T xR celles que
fen (T"x{a,b])
n-1 !

m— -y

2
Le théoreme résulte de 1'iné-3lité de Bernitein appliquie a la proposition

suivante :

Proposition 3 : /Soit n un v.atier 2

Soient ¢, 7, T et p des :  éels soumis aux conditigns

€>0, 0<% <T,6 9<pc< 1&&

-

Soit V un voisinage de 1 origine de €fa",

I1 existe un réel R > O et un polyndme trisonométrique Solution de

1'équation des ondes

P(x,t) = ¢ ay ei(mW’X)eif'mlu (J ensemble fi..i)
Aed '

possédant les propriétés suivantes
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i) ¥ Jd |m ]l < R

ii) P(0,0) =1

iii) ¥ xe¢ T"
¥tecR T$tgT

iv) ¥xeT"™ xgv }- Ip(x, 0] < R-Pe
¥teR |t T

} IP(x,t) < R Pe

Les calculs de cette construction sont trop longs pour é&tre rapportés ici.

Signalons qu'ils se généralisent au cas d'un groupe de Lie compact

quelconque, 1l'indice critique étant alors ; = ou £ est le rang du groupe.
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