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§ 0. INTRODUCTION

Nous exposons ici les idées essentielles de l’article [1]
auquel on pourra se reporter pour les détails techniques, et nous esquissons

dans le dernier paragraphe une application qui ne se trouve pas dans 

Soit r un ré seau de Rd et r son dual, la formule de Poisson

classique donne

On peut interpréter cette relation en introduisant la

variété riemannienne plate M = B d/il

i) E F ) est le spectre du laplacien à opérant sur 

(les fonctions propres associées étant exp (2niw) )

ly E Il est 1 ’ensemble des longueurs de géodésiques fermées

de M (obtenu par projection de t~ x o + ty) .

On déduit notamment : -. si deux plates ont même spectre
du laplacien, ils ont même longueurs des géodésiques périodiques.

On veut essayer de généraliser la formule (1) et sa

conséquence à une variété riemannienne M, ~ compacte et sans bord ;

notamment dans le but de voir quelle information géométrique est contenue

dans le spectre du laplacien .

Il existe un développement asymptotique (dÛ à Minakshisurda-

ram et Pleijel, cf.[2]) (,0= 0 À1 ... ... ° étant
~ ~ 

les valeurs propres de £ répétées un nombre de fois égal à leur multiplici-

té) quand t.... 0+, ¿: (47zt) -d/2 (a0+ a1t + (d= dimension de M) ,
2 

cause

mais les termes de la formde (1) n’y figurent pas a/
de leur décroissance exponentielle, on est donc. amené à regarder ce qui
se passe pour des valeurs complexes de t, de façon à avoir au lieu de
termes très petits des termes oscillants, plus précisément on pose ~

t = &#x3E; 0 fixé) et on étudie ce qui se passe quand
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(t ~ 0 le long d’un cercle tangent en 0 à l’axe imaginaire).

§ 2 . CALCUL DU NOYAU DE DE LA CHALEUR ( cf . [2] )

Définition : On appelle noyau de l’équation de la chaleur la fonction

e(t,x,y) E M x M) telle ue :
+

¥f E C (M) , u(t,x) = 1m e(t,x,y) f(y)dyM

(dy = élément de volume riemannien de M) soit solution de l’équation de

la chaleur sur M avec donnée initiale f, c.à.d. u = exp(- t6).f vérifie :

On peut calculer e de deux façons dif f érent es :

i) En utilisant une décomposition spectrale de à (i.e. on considère

une suite (y ) n nÉ IN de fonctions propres de 6 associées aux valeurs propres
Ã telle que les (((? ) -.forment un système othonormé complet de L (M, dx) )
n n nE1

on voit que : t

ii) On peut construire une "parametrix" P(t,x,y) de l’équation de la
chaleur : t si p est 1 e rayon d’ inj ectivité de M ¥x E M,

T x M) Ils Il p ( où xy est la distance
riemannienne de x à y, est un difféomorphisme), on cherche P sous la

forme (par analogie avec ce qui se passe dans Ed)

où 1 es u, sont 6 à support compact et supp p 1 
 p 3 (k est ici

fixé à 2d + 1) .
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façon que :

On peut alors calculer e de la façon suivante :

dans X = :R x M considérons les oérateurs 
.

est l’injection de

__..- _

grâce au choix de P). Pour deux noyaux A et B posons : 2

. On en déduit f inal ement 1

peut écrire encore cette somme :

Comparant (2) et (3) et intégrant e(t,x,x) sur M, il vient :
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avec ici

Il n’est pas difficile de vérifier que (4) est encore vraie

pour t complexe à partie réelle &#x3E; 0. Les intégrales du second membre sont

donc des intégrales oscillantes (t=~o+ i~, ~ ~ ~) que l’on peut essayer

d’évaluer par la méthode de la phase stationnaire. Regardant les points

critiques de la phase, on voit facilement que ce sont les suites

(ui9x ) E X x telle que 17X. = Lu. et les x. sont situés sur une
1 i n 

x 
Mn+1 o 

telle que 
x.x. i .+ 1 

= 

Lu. 1 
et les 

1 i 
sont situés sur une

même géodésique fermée y (g.f. en abrégé) de longueur L. Un tel point

critique ne peut pas être isolé, car il faut tenir compte d’une action

de SO(2) et du fait que pour y donnée, il existe beaucoup de choix des

uo. On est donc amené à étudier les hypothèses de non dégénérescence pour
1

des variétés critiques.

§ 3. 0 VARIETES CRITIQUES NON DEGENEREES ET GEODESIQUES FERMEES

X étant une variété hilbertienne réelle- C’ (éventuellement

de dimension (0) et E: X -* Rune fonction dif f érentiable, une sous-variété

connexe W de X sera dite variété critique non dégénérée de E si tout point
x de W est un point critique de E et que la restriction de Hess x E à l’espace
normal N 

x 
en x à W est non dégénérée, i.e. 3’ A automorphisme symétrique

de N 
x 

tel que Hess AV,W&#x3E; 
x 

pour tous v et w N x

La nullité de W est sa dimension (e 00) .

L’indice de W est le nombre de valeurs propres  0 de A (oo) ’

On applique ceci à X = = fy : S 1 -, Mlyde classe H~j et

2 (l’énergie). Les points critiques de E sont alors les
géodésiques fermées de M que l’on peut identifier a l’ensemble des

applications périodiques de période 1 de R_ M qui sont des géodésiques.
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On dira que M vérifie (ND) si les points critiques de E

se trouvent tous dans des variétés critiques non dégénérées. La nullité

et l’indice d’une g.f. sont alors la nullité -1 et l’indice de la variété

critique correspondante.

Remarque 1 : La nullité est ~ 0 à cause de l’action de SO(2). Elle

est nulle quand les g.f. sont isolées. Elle est S 2d- 2.

L’indice est l’indice de Morse pour les g.f. Il est toujours
 + o~ .

Remarque 2 : Abraham a montré que sur une variété compacte, la propriété

(ND) avec nullité 0 est générique (i.e. vérifiée pour presque toutes les

métriques riemanniennes) .

 : 1) Les tores R /p plats. Les indices sont 0, les nullités

d- 1.

2) Les sphères Sd munies de leur métrique usuelle. Les
géodésiques sont toutes fermées. La nullité est 2(d -1) et l’indice pour
la nleme itérée (2n -1) (d - 1) .

3) Variétés à courbure sectionnelle 0  0 (il existe de

telles métriques sur les..tores de dimension 2 à p trous (p ~ 2)). Les

géodésiques fermées sont obtenues en prenant le minimum de l’énergie dans

une classe d’homotopie libre. Les indices sont 0 et les nullités aussi.

4) Il faut aussi mentionner dans les exemples précédents
la variété critique E = 0 qui correspond aux lacets constants dont la

nullité est d-1 et l’indice 0.

Proposition t Soit J : Mn+1x X -, défini par J(u.,x.) = le lacet y_...... --------- .-..- o n 
p 

i 1

géodésique par morceaux tel que y (u0+ ... +ui - 1) = x.. 1



XIV.6

Si M vérifie (ND) les points critiques de

sont situés dans des variétés critiques non dégénérées dont les images

par J sont les variétés criti q ues de E d’énergie  «n+l)p )2 si J(W ) = W,
.- ----. 

---.- l - o

on a: ind(W ) = ind(W), nullité (W ) = nullité (W) + n.
- o o

Cette proposition s’inspire de l’étude faite par Milnor

de l’approximation de dimension finie de l’espace des géodésiques joignant

a à b ([3]).

§ 4. ENONCE DES RESULTATS

Si on fait l’hypothèse (ND) sur M et qu’on applique la

méthode de la phase stationnaire dans (4), on trouve formellement :

où la somme est faite sur les variétés critiques W de E.J dans

Regroupant les termes suivant leurs images par J, on a : *.

où la somme porte sur toute les variétés critiques de E et où
"_T "_T ... w.r

La difficulté principale est d’attribuer un sens raisonnable

à ce développement asymptotique de façon à ce qu’il y ait unicité du

développement. Ayant à faire une somme de termes oscillants une transfor-

mation de Fourier est naturelle, nous le faisons au sens des distributions

en utilisant la fonction test = exP-Ji- _L ) 2) Pour une fonctionp a

F(z) nous posons :

et nous donnons la définition suivante. : t on écrira : t
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où t est.une suite strictement croissante de réels si :
n

Il y a alors unicité d’un tel développement si les f n sont
du type’ donné par la méthode de la phase stationnaire.

Théorème : Si M vérifie (ND) le développement (5) a lieu au sens (~ .
Posons Z(z) = exp(- À /z) , même si M ne véri f i e pas ( ND) , on a

, , 
n 

. -°.-....-. -

Corollaire : Supposons que M vérifie (ND) et supposons que les variétés

critiques soient d’énergie deux à deux distinctes (sauf peut être des

couples de variétés correspondants au changement de l’orientation des

g. f . ) , c’ est encore une propriété générique et le spectre du laplacien
de M, détermine les longueurs des g.f. leur indice (mod.4) et leurs

nullités.

Dans le cas général le théorème donne seulement une

borne inférieure pour l’ensemble des longueurs de g.f.

9 5. SCHEMA DE LA DEMONSTRATION

Soient P+ (resp. P ) les parties de P correspondant à desn n n
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~ On montre pour des majorations des pour t  0, que

ii) t étant fixé, il existe n tel que, 4ln &#x3E; n , dans Supp(P+) on ait
0 0 n

On essaie d’évaluer directement Jn(z) par la méthode de la phase station-

naire, mais il y a une difficulté car P+ n’ est pas régulière quand u _ 0
n n

(on a des termes du type exp( On choisit la

parametrix P (i.e. Po et p 1) telles que pour n g no les variétés critiques

de E ~ J correspondant à la valeur critique 4t soient dans a &#x3E; 0. On

découpe l’intégrale J n (z) en 3 morceaux grâce à des partitions de l’unité

p étant choisi pour que E-J n’ait pas d’autre valeur critique que 4t dans

[4t - P,4t + f3 ] . On montre que la 1 ere et la 3 intégrale donnent des
termes en 0(~,~, et on applique la méthode de la phase stationnaire à la

seconde intégrale :

Enoncé du théorème de phase stationnaire pour des variétés critiques non

dégénérées. "

X est une variété riemannienne C de dimension N, f E 
admettant une variété critique W de nullité n et d’indice j non

dégénérée unigue et g on a
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quand où Hess f est 1 a

restri ction de Hess f au normal à W.

La démonstration se fait en x ramenant à la méthode de

phase stationnaire usuelle à l’aide de la réduction de Morse pour les

variétés critiques non dégénérées;on peuttrouver des coordonnées locales

telles que f s’ écrive :

§ 6. CONSEQUENCE : PROPRIETES GEOMETRIQUES DETERMINEES PAR LE SPECTRE

DU LAPLACIEN

1) Génériquement, le spectre du laplacien d’une variété riemannienne

compacte détermine les longueurs des géodésiques périodiques, leurs indices

et leurs nullités.

2) En particulier si M vérifie (ND) et qu’il existe une longueur L de

géodésique fermée telle que le terme correspondant dans le développement

asymptotique soit en zd-1/2 toutes les géodésiques de longueur L de la

variété sont fermées. (Comme par exemple sur la sphère S2 munie de la
métrique canonique) .

3) Le développement asymptotique permet parfois de lire des propriétés

topologiques de M, par exemple on a une majoration du nombre de géodési-

ques périodiques d’indice 0, donc du nombre de classes de conjugaison

du groupe rc 1 (M) .
4) En utilisant le laplacien Ak opérant sur les formes différentielles

extérieures de degré k, si on suppose que les géodésiques fermées sont

de nullité 1 et de longueurs deux à deux distinctes, on peut montrer que

la connaissance des détermine le transport parallèle le

long d’une géodésique fermée (c’est pour chaque m E y g.f. une isométrie

de T M) et notamment quelles sont les g&#x26;qui sont des chemins de désorien-
m

tation.
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§ 7. GENERALISATIONS DIVERSES

On peut généraliser ces résultats au cas d’un opérateur

elliptique à coefficients C’ sur une variété compacte, mais l’étude alors

est facilitée par l’usage des opérateurs Fourier Intégraux étudiés par
Htlrmander : une telle extension a été faite indépendamment par Chazarain

et par Duistermaat et Guillemin. Chazarain doit en parler dans un prochain

exposé.

Nous indiquons ici quelques généralisations que nous avons

étudiées en utilisant la même méthode:

- On peut étudier le cas d’opérateurs géométriques du type laplacien

opérant sur les sections d’un fibré vectoriel (par exemple sur les
formes différentielles extérieures).

- On peut en partant de l’expression de e(t,x,y) trouver un développe-
ment asymptotique (~) où interviennent les géodésiques joignant x à y.

- On va parler ici d’une autre généralisation qui permet d’aborder

le cas de variétés à bord X d’un type particulier : celle qui sont obtenues

comme quotient d’une variété sans bord M par une involution a ayant

pour points fixes une sous variété X de dimension d- 1 (le bord de X).

Pour cela on considère la situation suivante : si T est

une isométrie d’une variété riemannienne, T opère sur les espaces propres
E de manière évidente, soit t À la trace de TQ 

’X 
et cherchons un

développement asymptotique de 
Â

On obtient une somme d’intégrales :

La recherche des points critiques de la phase fait apparaître les

géodésiques de M qui sont translatées par T d’une longueur L, L2 étant
la valeur critique correspondante.

On peut alors introduire des hypothèses de non dégénérescence
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La valeur critique L = 0 admet pour variété critique (non

dégénérée cf [41) l’ensemble des points fixes de T et le terme f (z) du
.i 

h/2 1 

0

développement asymptotique est en zh/2.a o où h est la dimension de la
variété des points fixes et ao &#x3E; 0 l’ existence du d.a. se fait de la

même manière que pour le d. a. de E en qui correspond a T = Id.

On considère maintenant une variété à bord du type décrit

plus haut (il suffit par exemple qu’X-soit telle que bX ait un voisinage

dans X isométrique à (c &#x3E; 0) , il est nécessaire, mais non

suffisant que bX soit totalement géodésique) .

On s’intéresse alors au problème de Neumann (ou de Dirichlet
dans X) , les noyaux de l’ équation de la chaleur et s’exprime facilement
à partir de celui e de M

On a donc :

a étant une isométrie on peut utiliser ce qui précède pour obtenir le

développement asymptotique.

a) la valeur critique 0 donne lieu d’une part à une intégrale
d/2 . , (d-l)/2

sur M en z , d autre part une intégrale sur bX en z . .
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b) A une géodésique périodique y de M que l’on obtient dans le

développement asymptotique de la première intégrale, on peut associer

une trajectoire fermée sur X obtenue en prenant c’est

une trajectoire fermée pour le billard X à bord bX (réfléchir des

géodésiques sur le bord).

c) Une géodésique y de M translatée de L par 6 est telle que

bX on a les vecteurs tangents étant symétriques
o o o

par rapport à bX. On peut donc aussi lui associer une trajectoire de

billard fermée sur X.

Les trajectoires obtenues en b) est un nombre pair de

sommets, celle obtenue en c) un nombre impair. On obtient de cette

manière toutes les trajectoires de billard fermées possibles.
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