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XII.1

Dans cet exposé, nous voulons illustrer la théorie de la

diffusion dans un problème extérieur pour l’opérateur de Schrudinger avec
des potentiels asymptotiquement coulombien. Nous nous plaçons d’abord

dans IRn9 où nous obtenons une généralisation de deux théorèmes.

Théorème 1 : (extension d’un résultat de Rellich-Kato-Agmon)

1 Soit u E H2 (0) où n est un ouvert de :Rn tel que :1 ioc

Si u satisfait : 6u + (k2 + ( (x) - p (x) ) u - 0 dans Q k &#x3E; 0 où :

1) q est une fonction réelle continue dans R , possédant une
o

dérivée, par rapport à |x| = r, continue telle que :
4. 0

2) p est une fonction mesurable à valeurs complexes satisfaisant

. u

Alors, si u n’est pas identiquement nulle au voisinage de l’infini

Remarques :

a) A propos des notations ~ -.-

i) par h (r) nous entendons

ii) par u non identiquement nulle au voisinage de l’infini nous

entendons :*R&#x3E; 0 A c Rn A de mesure de Lebesgue stricte-

ment positive :
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b) i) le cas p = q = 0 a été démontré par Rellich dans [1]
ii) lorsque p / 0, q = 0, ce résultat a été obtenu par Kato dans [2]
iii) sous des hypothèses voisines de celles du théorème, Agmon a

prouvé dans [3] :

relation plus faible que (3) : à Avec (4) on peut déjà conclure à l’absence
de valeurs propres positives, mais on ne peut rien conclure sur le spectre
continu singulier. Nous verrons plus loin comment éliminer ce spectre
continu singulier grâce à ( 3) .

c) Les conditions (1) et (2) du théorème sont énoncées pour un k fixé.

En fait, 0  k  +0153 , les hypothèses sont équivalentes à

La démonstration de ce théorème est une adaptation à notre

cas (q / 0) de celle introduite par Kato dans C2~. Posons :
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A est l’ opérateur de Laplace Beltrami sur S n- 1, ~ c’est-à-dire la partie

angulaire du laplacien, lorsque celui-ci est exprimé en coordonnées

sphériques (r,~ ) .

Nous dégageons les lemmes suivants :

Lemme 3 : Supposons que Il soit pas strictement croissante dans

tout intervalle du type [, alors il existe des valeurs arbitraire-

ment grandes pour 1 esquel 1 es â &#x3E; 0.

Lemme 4 : Sous les hypothèses (1) (2) du théorème 1

. Le théorème 1 est alors une conséquence du lemme B de B2].
Dans ce lemme, on situe le graphe de la fonction Ilv(r) I2 solution de
l’inéquation différentielle différentielle du lemme 5, par rapport à une

sinusotde, dans tout intervalle à l’infini. La conclusion (3) n’est

autre qu’une minoration de l’aire déterminée par l’axe des r et le graphe
de cette fonction.

Dans le théorème suivant, / nous nous donnons une fonction p

définie dans En, mesurable et satisfaisant :

Soit a E R ~ pour tout t / 0, on définit un opérateur unitaire dans



XII.4

Nous savons que si n ~ 3 (cf. exposé IV, fait par J. C. Guillot)

l’opérateur H = - à 2a , et l’opérateur H = - 6 - + p(x) sont
a 

- 

Tx- 1 2 n 

- 

X 
+ Pl

autoadjoints sur D(H ) = D(H) = en tant qu’opérateurs non bornés.
a

.Théorème 2 : Dans les conditions ci-dessus, et si p satisfait

les opérateurs d’ondes généralisés

existent.

Remarques : (0) Le théorème a été démontré dans le cas a = 0 par

Kuroda dans ~7]. 
iH’(t)1 Les opérateurs ont été introduits par Dollard

,.., .. n

pour n = 3 dans C4’. Notons que seule la partie intervient

dans la convergence ; le facteur multiplicatif
1 -

n’intervient

que pour exprimer W en fonction des opérateurs stationnaires.
+

(2) Depuis, Buslaeev et Matveev [5j et Alshom-Kato dans

[61 ont introduit les opérateurs e définis par :

lorsque l’opérateur H = - à + q(x) + p(x),oû q(x) satisfait des hypothèses
de régularité de décroissance et de régularité comme dans le théorème 1.

Nous pensons que le théorème 2 est aussi valable sous les

hypothèses du théorème 1 pour q ; p satisfaisant toujours l’hypothèse (7).

1 Preuve du théorème 2 : Supposons t &#x3E; 0. Soit

1 au voisinage de g =- 0 a Comme les o p érateurs W(t) = e itH e -itH 0 e iH 0 1 (t) sont
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isométriques, il suffit de montrer que lim W(t)f existe pour tout f ~6

2 n) . 
+00 . 

d
qui est dense dans L (IR Cette limite existe si S 

t 

 +00

o

l’ensemble Ga été choisi de façon que l’intégrale soit facile à calculer
si f E «6 :

I et par suite

Utilisons alors le fait que si

let le lemme suivant

La démonstration s’achève en montrant que sous l’hypothèse (7) :

Soit Q l’extérieur d’une hypersurface régulière compacte

r c Rh- (0). Soit H2(0) l’espace de Sobolev défini p ar :



XII.6

Nous savons que les fonctions u, ainsi que leurs dérivées normales possè-
dent des traces dans r et que l’on a la formule de Green :

supposons que r = r1 U r où ri est soit vide égale à la réunion de cer-
taines de ses composantes connexes. Soient a une fonction définie sur r1
réelle et lipschitzienne sur fl’ et une fonction p(x) définie dans 0 U ç

mesurable, satisfaisant :

Posons

Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 1 : i) Sous les hypothèses à0) H est un opérateur autoadjoint.
ii) = [ 0 , + ce [ .

 Preuve : N. Schenk et D. Thoe ont montré dans [8] que l’opérateur

est autoadjoint sous réserve que q satisfasse à certaines hypothèses de

régularité et de décroissance. En particulier, pour q = 0 :
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Nous allons considérer H comme une perturbation de H 1. En effet, considérons

l’opérateur de multiplication V, défini par :

Nous savons, d’après Schechter E9] que si V est un opérateur compact de

D(H1) dans L2(0) alors H = H + V est auto adjoint sur D(H1) et

D’ après Schenk et The ’

de montrer la compacité de l’opérateur V. Posons :

Alors, il est clair que p’(x) satisfait (5) aussi) et (10) ii) .
, 2 n 2 n

Donc, d’ a p rès Schechter V est un opérateur compact de dans L 2(]Rn)
La régularité de r entraîne que v est aussi un opérateur compact de

H2 (~ ) dans L2 (n) -

Nous allons voir comment utiliser les théorèmes (1) et (2).

Corol laire 1 : Soit i une fonction appartenant â ~ °° (~) , / supp p c Q

= 1 au voisinage de l’infini, alors les opérateurs d’ondes

généralisés

existent(et ne dépendent pas de o pourvu que

Preuve : Rappelons que H 0 est considéré dans Rn et H’ (t) défini paro 0

(6). Si 111et 2 satisfont les hypothèses du corollaire, pour montrer
l’indépendance, il suffit de montrer que :
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Comme (~.1 - ~2) est à support compact dans Q, il est clair, qu’en choisis-

sant p convenable , (16) est vraie.

2 n) 
Comme 1-6 est dense et !!g 2 (16) est vraie aussi

dans L 2 (IR tout enti er . 
1 2

Comme pour le théorème 2, pour prouver l’existence, nous

montrons que :

Nous avons montré que les hypothèses sur p dans le corollaire, permettent
de montrer que la limite du premier tourne existe car :

Reste à montrer la convergence du deuxième terme
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Comme ~~ est une fonction à support compact dans 0, il

est facile d’utiliser le lemme 1 pour montrer que le terme en ay s’intègre
en t.

Par ailleurs, posons :

alors

Comme

Comme 2013- est à support compact, il est clair que est intégrabledx.
1

par rapport a t ; ce qui achève la démonstration.

Remarques : Ce résultat a été démontré avec a = 0 pour le problème de
Dirichlet avec une fonction p plus régulière par Ikebé dans [9J, et, pour

le problème mixte avec p continue et bornée par Schenk et Thoe dans ~81

[Corollaire 2 : Soit H a l’opérateur autoadjoint défini par

Soit H l’opérateur défini . Alors si y et p
satisfont les conditions du corollaire 1, les opérateurs d’ondes

Preuve : C’est la transitivité.
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