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Ce travail se propose d’établir un calcul symbolique sur

la classe des opérateurs générateurs de semi groupes distribution réguliers
sur un espace de Banach, pour les fonctions : z H -(-z) ~(0a  1).

. C’est dire que ce qui nous intéresse en priorité est de

définir, partant d’un opérateur A de cette classe, des opérateurs -(- A ) a
appartenant à cette classe, et d’étudier le degré de régularité des semi

groupes qu’ils engendrent.

Pour cela, nous commençons par examiner le cas où A est un

opérateur normal sur un espace de Hilbert, ce qui nous donne une idée des

résultats "maximaux" auxquels on peut s’attendre, puis nous passons au

cas général où A opère dans un espace de Banach.

§ .1 PRELIMINAIRES

Nous aurons besoin des

Définition 1 : Un semi-groupe fortement continu (SGFC) est une applica-
tion U : E + H !(X) (espace des opérateurs continus dans un espace de
Banach X) vérif iant :

L

Définition 2 : Le générateur de U est sa dérivée forte à l’origine A,

opérateur déf ini par :

et nous avons la caractérisation suivante.

Proposition 1 : (cf.[12]) Un opérateur A engendre un SGFC si et seulement

si A est fermé, de domaine dense, et s ’il existe deux réels M et  tels

que pour tout X e C avec X appartienne à l’ ensemble résolvant
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pour tout entier n &#x3E; 1.

Définition 3 : Un SGFC U est dit analytique dans le secteur

E  0]) s’il est la restriction à R d’une fonction
analytique définie sur S(e) à valeurs dans de la topologie de

la norme, ou de la topologie forte ou de la topologie faible.)

et nous avons la caractérisation suivante. : i

Proposition 2 : (cf.[12]) un opérateur A engendre un SGA sur le secteur

S(e) si et seulement si A est un opérateur fermé, de domaine dense, et

si, pour tout e &#x3E; 0, il existe deux réels C et M tels que j pour tout
7r 

e £ 

1 MF-
X 6 C, avec X E Ce: + 8(e + 2" - e:), X e p(A) et on a ||(- M
Nous généralisons ces notions en adoptant les : i

Définition 4 : t (cf. [ 10]) Un semi groupe distribution (SGD) est une

distribution Ç sur l’ouvert IR à valeur dans I(X), vérifiant

Définition 5 : Un SGD q est dit régulier (SGDR) si ~, s’étend

en une distribution sur g , nulle pour t  0, vérifiant :

est une distribution fonction nulle pour t  0,

continue sur R , et valant x à l’origine.
+

Définition 6 ; Le générateur A d’ un SGDR est la fermeture de

l’opérateur Q(-6’)~ est l’opérateur défini sur R par 1

et on a la caractérisation suivante. 1
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j froposition 3 : (cf .[2]) un opérateur A est générateur d’un SGDR si et

) seulement si A est fermé, de domaine dense, et p (A) contient une partie

Î logarithmique du plan complexe 1 sup ( a, b Log ( où a et

1 b sont d e ux constan tes réelles) où Iv e s t majorée p ar un p ol y nômeb sont deux constantes réelles) où )j( - A) )j est majorée par un polynôme
en .

Définition 7 : (cf. [3]) un semi groupe distribution analytique (SGDA)

sur un secteur S(p) est un SGDR tel que, pour toute y E 9(E + ), l’applica-+

tion

S’étend en une fonction analytique de S(e) dans £(X) n

et nous avons la caractérisaticn suivante :

Proposition 4 : (cf. [3]) Un opérateur A engendre un SGDA sur S(e) si

et seulement si A est fermé de domaine dense, et , pour tout e &#x3E; 0, il

existe une constante - Ce, et un polynôme P tels que pour tout

Ã E C 
£ 

+ S (e + 2 c) , Ã E p(A) et on a ))(X- A)’j) p (JXJ).x 

e e 
+ so + c&#x3E; , x e p A&#x3E; et on a 11 x -  &#x26; lxl&#x3E; .

Proposition 5 : (cf. [4]) Si q est un SGDA, alors l’opérateur q(b t
(où 6 est la masse de Dirac au point t) est un opérateur continu sur X ’

pour tout t &#x3E; 0, et nous avons, au voisinage de l’origine, la

majoration

§.2 CAS OU A EST UN OPERATEUR NORMAL SUR UN ESPACE DE HILBERT.

CONSTRUCTI ON DE - ( -A) a .

Supposons donc que A soit un opérateur générateur d’un

SGDR normal , sur un espace de Hilbert H. (L’hypothèse de régularité est

inutile, cf. [6l). Il existe alors une mesure spectrale hermitienne

positive E, de support sp(A), telle que :
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et nous avons (cf. [6’p

1 A ,

ou y est la transformée de Laplace de . Il est alors naturel de poser :

(pour 0  a  1) 2

(La détermination de la fonction z - za est celle qui correspond à la

coupure de C suivant R ) . 8 Il découle immédiatement de cette définition la

Proposition 6 : : Aa est un opérateur fermé, de domaine dense, et normal,
- a

d’où nous déduisons le

Corollaire t D(A ) munit de la norme llxll + JIA XII est un espace
a a a

de Hilbert.

Et nous avons immédiatement la

Proposition 7 : Pour 0  a s ~  1, on a (inclusions

avec densité). s

Par simple application du calcul spectral, nous vérifions

que nous avons défini un calcul symbolique cohérent, ce que nous pouvons

résumer par la :

p osition 8 : Pour

au sens des domaines

des opérateurs.
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Corol laire : 
Pour 0  a  19 0 p 1, 0  a +p  1, A réal ise un isomorphisme

cont i nu de D(A a+ ]3 ) sur a °

Quant au comportement de Aa en fonction de a, on peut le

résumer par les propositions suivantes (qui découlent de l’ application
du théorème de Lebesgue) :

où P est le projecteur orthogonal sur Ker A.

Par examen de l’opérateur on déduit les propriétés
de A a

(Proposition 10 : Pour tout e &#x3E; 0, il existe deux réels Ce et M£ tels

L

d’où nous déduisons, d’après la proposition 2, la

f Proposition 11 : Aa est générateur d’un SGFC : Ua, y analytique dans
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Remarque i U a peut évidemment être interprèté comme un SGDA -. en

Conclusion : t Nous venons donc d’établir un calcul symbolique sur la

classe des générateurs de SGD normaux.

De plus, nous constatons que l’application A - -(-A) a est

"régularisante’’, puisqu’elle transforme les générateurs de SGD en généra-
teurs de SG au sens usuel analytique

§.3 CAS GENERAL

Soit donc A un opérateur générateur de SGDR sur un espace
de Banach X. Nous supposons de plus que ]R cr p (A) . A est donc, d’ après
la proposition 3, fermé, de domaine dense, et sa résolvante p(A) contient

une partie logarithmique du plan complexe, sur laquelle on a la majora-

tion If (Â - Pol ( l~, 1) - Soit N le degré de ce polynôme.

L’idée que nous allons exploiter, pour construire, pour

0  a  1, -(-A) a est de construire d’abord le semi-groupe U 
a 

que cet

opérateur est censé engendré, et d’en déduire -(-A)a par dérivation à
l’origine. L’intérêt de cette démarche provient du fait que si nous

construisions directement -(-A) a, il faudrait, pour établir qu’il est

générateur de SG, et pour étudier la régularité de ce SG, faire l’analyse

spectrale de - ( -A) a, ce qui est malaisé.

Pour construire Ua, nous partons de la formule donnée, dans
a

le cas où A est normal, par la proposition 1I, en remplaçant évidemment

la mesure E par l’intégrale de Cauchy. Nous poserons donc 1

où r est une courbe logarithmique entourant sp(A) et ne coupant pas ~
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(la détermination de la fonction z - za choisie étant là aussi, celle qui

correspond à la coupure de C suivant R ) .

L’intégrale étant convergente en norme, vu la majoration

polynomiale de Il (x - A) -111 , nous avons : t

«

L’ intégrale étant convergente pour tout t E S(§(1-a)) et

par application du théorème de Lebesgue, nous avons :

Proposition 13 : Ua peut s’étendre en une application analytique de

S (’~ ( 1 - a) )     °
La loi de semi-groupe découle du calcul symbolique holomor°phe.

L

Par contre, quand nous étudions le comportement de U a au

voisinage de l ’origine, nous constatons qu’il ne présente à priori aucune

régularité, alors, qu’à l’infini, (du moins pour 0  a  il décroitp 2 
il decroit

très rapidement. En fait,

Proposition 15 : Au voisinage de l ’origine, nous avons
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où N est le degré du polynôme majorant

Remar ue : C’ est ce que Da Prato (ci. [51) nomme un semi groupe à

croissance N=- + 1 .’- a 

Proposition 16 : Pour 0  a  1, et pour tout entier n,
1 2 p

suivant un rayon intérieur à S(-1(1- a».L 2

Ceci découle immédiatement de l’application du théorème

de Lesbesgue.

En résumé, pour tout a, 0  a  1, nous avons construit

un semi-groupe U 
a 

analytique dans le secteur S(2013(l-a)). Nous pouvons
a 2

définir son générateur Aa comme étant sa dérivée forte à l’origine :

Mais, malheureusement, nous ne pouvons rien dire de A a puisque toutes
les caractérisations de générateurs dont nous disposons (propositions
1, y 2, 3 et 4) supposent une certaine régularité à l’origine, que U , y à

a

priori, y ne possède pas. Néanmoins, nous pouvons affirmer la

! Proposition 17 : Aa est fermable, de domaine dense.

Mais, souvent, (où A désigne la fermeture de l’opérateur A ) .
a a a

L’objet de la suite de cet exposé est la recherche des

conditions à imposer à A, pour obtenir telle ou telle régularité de U ,
a

et l’identification d’une classe de générateurs de SGDR sur laquelle le calcul

symbolique est possible.

Mais avant d’aborder cette partie, il est utile de

considérer U a comme un SGDA, (non régulier) en posant :
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L’analycité de Q a découle de celle de U . Le fait que g. est un SGD découle
a a a

des propositions suivantes : t

(ceci découle du fait que, pour x E U a (t)x ~ x quand t - 0).

§.4 HYPOTHESES SUPPLEMENTAIRES SUR A ET REGULARITE DE U 
fi, 

A L’ORIGINE

Avant d’aborder cette étude, il est intéressant d’avoir

U fi, sous une forme plus utilisable. Pour cela, utilisant l’holomorphie de

la fonction à intégrer, et sa décroissance à l’infini, U s’écrit, pour
Oa- , 1 

fi,

0  a 2 92

La restriction 0  a   n’ est pas contraigante, car quand2

nous p ourrons conclure pour 0  a  1 , 2 nous p ourrons conclure pour

0  a  1, ceci grâce à un résultat dû à Goldstein [7] qui s’ énonce ainsi :

Théorème i Si A est générateur d’un SGA sur le secteur S(e) avec 0 &#x3E; ~ ,
alors -A est générateur d’un SGA dans le secteur S(20 - 2).2
Ce résultat se généralise au cas où A est générateur d’un SGDA.

Nous commençons par examiner le cas où U a est fortement

continu, c’est-à-dire le cas où nous avons le maximum de régularité sur

1Ja (puisque c’est le résultat acquis quand A est normal’ sur un esp ace de

Hilbert, proposition 11).
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a) Forte continuité de U : Remarquons d’abord que la forte continuité
- 

- 

Ci,

de Ua est équivalente au fait qu’il est borné au voisinage de l’origine

(puisqu’il converge simplement vers l’identité sur le sous-espace partout
dense D(A~) ) . Or la majoration fournie par la proposition 15 donne-unie

condition suffisante pour que Ua soit borné : il suffit que N = -1, pour

X E R . .
+

En fait, cette condition est nécessaire :

Proposition 20 : t Ua est fortement continu si et seulement si N = -1 sur

%X R R 
+ 
c. a. d. À e R + x ffÂ(Â 

Pour démontrer la condition

necessaire, nous remarquons que Ua se présente comme une convolution
sur R muni de sa mesure invariante dz . L’outil adapté à son étude est

+ z 
’

donc la transformation de Mellin (cf. Titchmarsh[l J). Mais nous omettons
cette démonstration à cause de sa longueur .

Remarque: : Le résultat énoncé à la proposition 20 ne contredit pas le

cas où A est un opérateur normal sur un Hilbert H, car pour tout opérateur

normale est borné.

 : : Nous ne poursuivons pas l’investigation de ce cas (U 
a 

est

un SGFCA) car c’est le cas qui a déjà été traité par Komatsu [9]~
Balakrishnan [1], ... ). Contentons nous de signaler que dans ce cas, Aa
est fermé, que son analyse spectrale est fournie par la proposition 2,
et que nous avons défini un calcul symbolique cohérent, nous avons

A A. = - A . .°

b) La classe (e) : Nous nous intéressons maintenant au cas où la

résolvante de A décroit "légèrement" moins vite sur R 
+ 
que dans le cas

( a) . Pour cela, adoptons la :

Définition : A est dit appartenir à la classe (e) . Si A est générateur
d’un SGDR, si p(A) et si, pour tout e, il existe un réel M 

9 
tel que

- - + __ u C

La proposition 15 montre qu’alors, U a est localement inté-

grable en norme sur R, il définit donc une distribution fonction Q sur
IR qu’on peut étendre à Í1 . Il est évident que n est un SGDRA sur+ 

- 

~a
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(2(1- a)). Soit Aa son générateur, et nous posons, dans ce cas :

/ 
-A) 01 A . - ( -A) a est donc un opérateur fermé, de domaine dense, et

a

son analyse spectrale est donnée par la proposition 4. L’intérêt de la

classe (e) réside dans le fait que le calcul symbolique est "interne"

dans cette classe, ce qui s’exprime par :

Proposition 21 : : Si A appartientà la classe (e) , alors, pour tout

a, 0  a  1, l’ opérateur - ( -A) a est dans cette classe.

La proposition suivante montre que le calcul symbolique

que nous avons construit est cohérent :

1 
Proposition 22 : Pour 0  a  1 , nous avons_ ._-.,... 2

Pro Nous avons 
» w 

= - au sens des opérateurs. ° Nous avons Aa+p au sens des opérateurs
et de leur domaine.

Ce qui découle du simple fait suivant i pour ReX &#x3E; 0

» 
, ,

Quant au comportement de A 
a 

en fonction de a, il est légèrement moins bon

que dans le cas A normal. Nous pouvons juste affirmer qu’il existe un

sous-espace dense dans X (et même plusieurs) sur lesquels on a : t

/ 
,

Enfin, pour terminer cette partie, il est utile de relier A 
a 

a A , ce que
a a

fournit la :

-

Proposition 23 : t Nous avons A = A 
a 

(fermeture de A ) ; De plus, A 
a 

est
20132013*-201320132013201320132013201320132013 a a a 

" 

a

fermé ( - ( -A) a A ) si et seulement si la moyenne de Césaro de la résolvant
a

te est bornée :

c) Cas général : t Dans ce cas, n’ayant pas explicitement un SGDAR à
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prendre comme SG engendré par -(-A) , deux stratégies semblent envisageables

chercher les conditions pour que Aa engendre un SGDRA (et on prendra alors
-(-A)a = A ) ou bien les conditions pour qu’il existe un SGDRA : Q a tela a

que (-à ) t = U (t) . En fait ces deux possibilités sont confondues. On a

même :

Proposition 24 : Il est équivalent de dire :

(i) Il existe un SGDRA

( ii) Il existe un SGDRA

(iii)Il existe un SGDRA

(iv) Il existe un SGDRA

Pour chercher les conditions nécessaires et suffisantes

d’existence d’un tel Q., donnons-nous d’abord une distribution de

+ ’((X)) qui soit un SGDA non régulier en posant :

Si Q existe, alors Q - q’ a pour support donc
a a a l

où les Àk sont des opérateurs continus sur X.

En appliquant cette égalité à Ela , sur x E R , nous avons d’après (iv) :
- -a

D’où la proposition
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1dîre : pour k = 0,...,n, nous avons :

L-

donc, en un certain sens, si on a forte intégrabilité de la résolvante

au voisinage de l’infini.

d) Remarque finale : : la seule propriété de A que nous avons utilisé

est c  (A)et ,; ff (X - A) -11J ie calcul symbôliqueest que + c p (A)et ,i-, + Il (1 - A) - 1Il j-, Pol(X) ; le calcul symbolique

que nous venons d’établir s’étend donc à une classe d’opérateurs plus
vaste que la classe des opérateurs générateurs de SGDR.
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