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VI.1

Utilisant le prolongement 4€h et la restriction T, on peut

définir

A" Q- c”
h
par la formule (modulo Tw)
Ao L F a(h,x,E)F n,u (3.2)
h "E-x,h VT x~€,h 'h

et 1'on a le
Théoreme 3.1 : Soit a € £v et Ah 1'o.d.f. de symbole a. Alors la famille

AY Do

est uniformément bornée par rapport & h € ]0,h0].

Le théoreme suivant établit le rapport entre un o.d.f. A" et son symbole

gradué
Théoreme 3.2 : Soit Ah une famille de o.d.f. de symbole a € £v et de
symbole gradué dr(a) = Z Ja(x,g). Alors on a la formule asymptotique

-1 -1 o] -5y
o1l XM phih TxT 2 kK kaa(x,ﬂ)Dif(h ~0), ¥NeT) L (03,

¥t e D, (3.4)

Comme conséquence du théoreme 3.2, on a le

Théoreme 3.3 : Le symbole gradué d'une famille des o.d.f. Ah est bien

défini.
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§ 4. ORDRE D'UN 0.D.F. THEOREME DE CONTINUITE

Définition 4.1 : Soit Ah o.d.f. de symbole a € £v° Si a f £H’ ¥ u <y,

alors v est dit ordre de Ah et 1'on note : ord Ah

]

V.

Théoreme 4.1 : Soit une famille Ah, ord Ah = v. Alors l'opérateur

h s
A Hs+v(0,h0) - HS(O,hO), ¥ s réel

est linédaire continu.

En outre, modulo 1l'opérateur T:, les estimations suivantes

sont vraies

h |sl ~ Isl
Ay g s elhE U (4.1)
sS+v s -V
Démonstration : Le théoreme étant évident pour les o.d.f. des symboles
indépendants de x, on suppose que a(h,®,E) = 0 et 1'on utilise la

représentation

(A" () = (20 [ & (h,e- ,mA(Man
T
b

ou 1'indice h en haut signifie que l'on prend la transformée de Fourier

discrete en x.

Le lemme de Schur sur la continuité d'un opérateur intégral

dans L2, et une variante de 1'inégalité de Peetre

<C§>S<CT|>—S < ols |<€§-ﬂ>, s|

donne le résultat voulu, si 1l'on remarque encore que pour toute fonction

» € S on a, vue la formule de Poisson, 1'inégalité

~h
[ o |570ag <[ . [5]a
T R
€,h g
.. ~h ~ . , . . N
ou 9 et 9 sont respectivement la transformée de Fourier discrete et

intégrale de 0.
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§ 5. FAMILLES DES 0.D.F. A SYMBOLE GRADUE NUL

h
Théoreme 5.1 : Soit une famille Al de symbole a(h,x,E) et de GF(A ) = 0.

Alors (modulo Tg) la famille Ah peut étre mise sous la forme

(A"u) () DI K(h,x,x-y)u(y)h", ¥ u € <f(0,ho)

n
€R
Y%,

la famille K(h,x,z) étant définie sur ]O,hO]szx Ri;et appartenant a

un ensemble borné dans Cm(Ri)(RZ); en outre, les restrictionsde K(h,x,z)

n n . s
sur Rx,h et Rz,h appartiennent a 4{(0,h0).
Démonstration : On pose
K(h,x,2) = (200" [ "% a(u,x,8)a8, (x,2) € RIxR] (5.1)
T§ h
)

et 1'on trouve facilement

0 k(nx,2) | < C[&] (50 lol =

On démontre, utilisant les inégalités

< ®

~ . ’

Bcxsd s
Ir

que

sup IDZ Di K’ < o, ¥ o,B.
h,x,y

La formule

n

2Tk (h,x,2) = (207 [ (i8)7e  Faln,x,8)dg, 2 €R) |

T
€,h

permet de conclure que la restriction de K(h,x,z) sur R" appartient a

z,h
Af(O,ho). I1 en est de méme pour la restriction de K sur Rz . Comme
conséquence du théoreme 5.1 et de 1'unicité du symbole gradué on a le
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Théoreme 5.2 : Une famille Ah des o.d.f. est bien définie (modulo T:)

par son symbole gradué.

¢ 6. FORMULES DE COMPOSITION ET FORMULE POUR LE SYMBOLE DE L'OPERATEUR
CONJUGUE

Les o.d.f. étant définis sur les espaces HS(O,hO), on peut
parler de leur composition. On obtient les formules usuelles pour le
symbole et le symbole gradué de la composition des o.d.f. qui d'ailleurs s'a
Vvérent quelquefois peu utiles dans les applications car dans le cas le
plus simple de deux opérateurs qui sont une combinaison linéaire finie
de translations, on obtient pour le symbole de la composition une série
asymptotique. Pour cette raison on va d'abord énoncer ici un résultat
qui est valable pour une classe plus restreinte de symboles, mais a 1l'avan-
tage d'étre utile en application ou le plus souvent on a & faire a des
approximations des opérateurs différentiels qui vérifient les conditions

requises.

Théoreme 6.1 : Soient deux familles Ah et Bh d'ordre respectivement v

et u et de symboles a(h,x,E) et b(h,x,E); on suppose, en plus que a
est un polyndme en I tel qu ayf € & . Alors 1la
poly (Cg’gg) el que acac a V-,OC}—,B,

formule suivante est vérifide :

Aot o R (6.1)

finie

ou C? sont des familles des o.d.f. d'ordre v+u-j et de symboles Cj(h,x,g),

E ) 1 . o T\ Bra® B a =B
c,(b,x,8) = o+ pIT(L + ihe ) (1= in Gp) " (3, 3ga) (D, DL b) .

h
|l +[8]=3 o
Ici aQ. et az sont des dérivées par rapport a (. et gj.
J J h

Dans la démonstration on utilise la représentation de (A o Bhu) en images

de Fourier discretes, la formule de Taylor et la formule

Cp. = G+ (1+ihg gy o

. T, T, L
; J i

On étudie de la méme manikére l'opérateur conjugué, le produit scalaire

correspondant étant défini par

(u,v)h =: uv hn
xGRx

n



VI.5

et 1'on trouve pour son symbole, sous les mémes hypotheses que le

théoreme 6.1, la formule :

t,hy _ 1 . a B -8t h
g("A7) = f§nie (™Dl (1+1hgg ) (1 - 1h;§) d g c D Dx,h s(A™)
(6.3)
Dans le cas général on démontre le résultat suivant :
Théoreme 6.2 : Soient deux o.d.f. Ah et Bh de symboles a(h,x,g)e.ﬁv et

b(h,x,g) € £u. Alors la composition Aho Bh est un o.d.f.d'oxdre v +u au plus

et pour tout N 2 1, N entier, Aho Bh admet une décomposition

A, 8P - E::::: ch i gl (6.4)

0<j<N-1

ou les o.d.f. C? sont d'ordre v + p-j et de symboles
J

Cj(h’x’g) =:l %!aa(haxag)ba(h’x’g)’ (6'5)

|oc| =3

et 1'opérateur

h
RN ¥ Hs(O’ho) - Hs—v-u+N(0’ho) (6.6)

est linéaire continu, ¥ s réel dont la norme vérifie 1'inégalité

o Pl Tz
N Hsst—v—u+N <x>q+N b JolsN | o<x>%¢g Ial—v

6.7)

avec q = |s—u|+|N—v|.

Pour le symbole gradué Gr(Aho Bh) la formule suivante est
vérifide

1

dr(Aho Bh) = 5 =, 2 (A )D oF(Bh)

§
. h h , . h h
ol GF(A ) et Gf(B ) sont des symboles gradués respectivement de A" et de B.

La décomposition (6.4), (6.5) n'est pas unique, tandis que
les termes de dr(Aho Bh) sont bien définis par Gr(Ah), Gr(Bh).
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§ 7. INEGALITE DE GARDING-LAX-NIRENBERG

On munit Hs(o’ho) d'une famille de produits scalaires

(w.r)? = (20)™" | <gg>25ﬁh6h(1g (7.1)

n

T
€,h
Pour simplifier les énoncés, on va supposer ici que
s, ~ 8 21, S, et 4 étant respectivement les ordres des deux premiers

1
termes des symboles gradués des o.d.f.

Théoreme 7.1 : Soit une famille Ph des o.d.f. de symbole P(h,x,E) € £s
0

et de symbole gradué
h
o (P) = ¥ P.(x,8), P, €K ,s -s 21. (7.2
r 320 J J Sj 0 1
Supposons que Po(x,g) soit une matrice hermitienne - non-négative en
tout point (x,E) € Rgx( Tg - {0}).

Alors 1'inégalité suivante est vérifiée

Re (Phu,u): > - CHu”i 4 , ¥u € H_ (0,h ) (7.3)
0

0
+ s,h St s

2

avec C indépendant de h et u.

On va esquisser la démonstration.
1°) On peut supposer, sans restreindre la généralité que s = s, = 0.
Sinon par un procédé standard de changement de fonction on se ramene &

ce cas.

2°) On peut supposer que le symbole P(h,x,E) est hermitien. et non

négatif, sinon on remplace Ph par la famille P: ayant pour symbole

9g P, (x,hE)

3°) On construit une famille d'opérateurs Bh telle que Bh = B, B 20,
et

h h 2
|Re((P" - B w,u) 0| = cllul? /y (7.2)
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Supposons que l'on ait trouvé un tel Bh. Alors on a :

2

b .h h  _h h
~Re(P u’u)o < Re([B - P ]u,u)o =C ”uH_l/g,h

4°) Construction de BY. Soit o(8) E.9(Rre]), suppo < {|6]<1}, 9 20
9(-8) = o(e) et [ 9%(0)do = 1.

On pose

0, (8,1) = <c§>'“/4@(<g§>‘1/2(§—x )

8(h,€,1) =2 o, (£+ 20 b1 0)
YEZ

On définit un symbole "double"

b(h,E,x,1M) = an 3(h,E,A)P(h,x,1)8(h,M,2)dA (7.2)"
x,h

auquel on associe la famille Bh au moyen de la formule

r~—

Nh 1
(W) = (207 [ B (h,8,6-1,WE (N

T
T,k

(7.2)"

ou, comme d'habitude, 1'indice h en haut signifie la transformée de

Fourier discrete en x.

La démonstration de (7.2) est assez longue. Par contre, la

non-négativité de P est immédiate. En effet, on a
t
b(h,M,x8 = b(h,§,x,M, b(h,§,x,M) 2 0.
I1 en résulte que

™ [, [, 5 (e)b(n,g,x, M) e ¥ T (M) agan = o (7.3)

€,h "N,k

Multipliant les deux membres de (7.3) par h"” et sommant par rapport a

x € Rg on obtient, vue la formule de Parseval
?

h,

(B, ) = (20)™f [ w(e)P(n,g,e-m, mEN(Magan 2 0 (7.4)
Teon Tn,n
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Notons que pour une classe d'opérateurs aux différences finies,
approximant 1'unité, la variante correspondante de 1'inégalité (7.3) dans

L2(R;) était démontrée dans [¥7] sous la forme

Re(Phu,u) > - Ch”uHQ.

§ 8. THEORIE ELLIPTIQUE

Définition 8.1 : Une famille des o.d.f. Ah de symbole a € Sv et de
symbole gradué qr(Ah) = X Ja(x,g), Ja € Ks » S, =V, est dite ellipti-
‘S .
que, si %a(x,£) vérifie 17Inégalité J
o -1 -1 -V
[a™ (x,8)| < m [wg| ™ (8.1)

m est dite constante d'ellipticité de Ah.

On démontre pour une famille elliptique Ah d'ordre v I'exis-
tence d'un régularisateur & gauche et & droite. On prouve que (8.1) est

nécessaire et suffisante pour que l'on ait les estimations
h
lull, o s el o+ g o) (s.4)
avec une contante C indépendante de h et u.

La suffisance de (8.1) découle immédiatement de 1'existence

du régularisateur. La nécessité suit de (8.4) si 1'on y substitue

u(x) = eih_lnxf(x) £ € AR") N € Ty ~{0}
H X ’ n,h .

On démontre, utilisant 1'inégalité de G8rding une estimation
plus précise que (8.2) qui fait apparaitre la constante d'ellipticité m :
(8.6)

lall, o< w™t A%l o+ cllullg

s-v,h -1/2,h

1
en supposant que v-s, 2 1, ou §, est l'ordre de a(x,g) de © (Ah).
P 4 1 1 r

Exemples : On va considérer ici quelques approximations d'opérateurs

différentiels elliptiques.
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a) Opérateur Dx = -1 Tﬁ;' Les familles de symbole Qg et Eé approximent

Dx avec 1'ordre d'approximation 0(h) et sont elliptiques tandis que
la famille de symbole % (gg + Eé) approximant Dx avec la précision O(hz)
ne 1l'est pas, la partie principale de son symbole gradué % (w§+ Eg)

s'annulant pour & = n.

b) Opérateur de Cauchy-Riemann . La famille Dx nt i Dx h approche
b ’

l'opérateur de Cauchy-Riemann, mais la partie principale dé son symbole
gradué : w, + iw2 s'annulle en un point € € Tg’l\{O}, car les circonfé-
rences |1+ ir] =1 et ,1—% | = 1 ont un point d'intersection dans le
plan complexe A, différent de A = 0. Par contre, pour le systeme de

Cauchy-Riemann

on peut indiquer une famille d'approximations elliptiques

D -D D. -D
Ai‘ - it -ﬁxl’hz 3x2’hz + i(1-t) X1, h sz,h t £0,5
xz,h Xl’h x2,h Xl’h

On trouve facilement pour la partie principale oa(x,g) du symbole gradué

dl_.(Ah)

|det %a(x,8)]| = [tw1 + (1-1) 81|2 + ltw2+ (1- t)?»‘212 > (2t -1)2 lw[2

c) Opérateurs de Laplace . La famille Ah de symbole

o(48") =-ce|® € g,

approche de fag¢on elliptique le laplacien.
Par contre, l'approximation de symbole
—C ~ . ]Pec g =(5,8)
En g 2 ’°n

n'est pas elliptique, car
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lorsgue §n =1 et §' vérifie 1'équation :

2
‘wgvl = 4.
La famille des o.d.f.
h - 2 n? 2 2
By = =% ’ij,hl * 12 'ij,h| !ka,h’

approche le laplacien de fag¢on elliptique seulement lorsque n < 3., Ici

l'ordre d'approximation est 0(h4). En effet, le symbole gradué

o (Ah) = -|w ,2 + 1 v lw |2lw lz est une fonction & valeurs réelles,
r=2 g 12 klj §j €

qui est négative pour |w§’ petit et positive pour lwg | =2, n>3.
J

L'approximation de symbole

o
o

2 h 2 2wt 2 2 2
legl® + 35 = ¢ -5 ¢ 1l
Ieel” + 1 kéj, gj’ ,cgk, 30 4 ck<1<psn légkl | g1’ | gpl

est elliptique, ¥ n, et son ordre d'approximation est h .

d) Systeme d'équations de la théorie de 1'élasticité. Ce systeme peut

étre mis sous la forme

A(DX) = pAl + (u+ 2 )V(V)

ici x € Rg, u(x) est une fonction-colonne d'ordre n, I-matrice unité
d'ordre n, V et /. désignant respectivement les opérateurs de gradient
et de divergence.

h

Notons par +§7 et (+§Zh) respectivement les opérateurs de

gradient et de divergence au sens des différences finies en avant. De
méme , —§7h et (-§7h) désignent les opérateurs correspondants ol les

différences sont prises en arriere.

Les approximations

N R (R RO M VA G vAS

wa + (pe) VT Y

1
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sont elliptiques et conserve la propriété de négativité du systeme
différentiel. Les approximations
h

At(D

h h
X’h) =tB + (1-t)C, 0 <t <p,
sont également elliptiques et négatives. Pour t = 0,5 on obtient une

meilleure approximation . O(hz).

e) Systemes fortement elliptiques . On peut les mettre sous la forme
A(x,D) = . DZ(Aa B(x)Di) + B(x,D ), ord Bs2m -1
9

|a|=!B|=m

A, B(x) étant symmétriques et vérifiant la condition :
)

., P > cle M.

g
PENER

Les familles

Nt

A

E::::::; p“ (Aa,B(x)Bi,h)

x,D_ ) =
PR

donnent une approximation elliptique de la partie principale de A(x,Dx),
qui conserve la positivité sur les réseaux. Il est naturel d'appeler

ces approximations fortement elliptiques. Il est bien de noter que les
approximations fortement elliptiques des systemes différentiels fortement

elliptiques forment tn ensemble convexe.
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