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Iv.1

Nous commencerons cet exposé en tirant les conséquences du

corollaire du théoreme 3 de 1'exposé précédent.

Faisons une remarque évidente : soit F un espace de Banach
tel que tout opérateur u de F dans Lp(Q,u) se factorise par Lq(Q,u). La

méme propriété est alors vraie pour tout quotient de F.

Théoreme 1 : a) Soient (X,v) et (Q,u) deux espaces mesurés quelconques.
Tout opérateur linéaire de LS(X,v) dans LP(Q,p) se factorise par L4(q,n)

dans chacun des cas suivants

1) s =+ ;3 1 <p <gq s 2
2)2< s < +0; 0 <p<q s 2
3)1<s <2 ; 0<psgq-<s

b) Soient p,q tels que 0 < p < q < 1. Tout opérateur
linéaire continu d'un espace de Banach E dans Lp(Q,u) se factorise par
L(0,u).

Démonstration : Dans a), on traduit les théoremes suivants sur les

applications p-sommantes

1) %P, m,(th P = (0L F) (2] ou [6]

i

s' s
2) ¥ F, ﬂg(L ,F) wp(L ,F), 0 < p 2 < s <+

s !

3) ¥ F, ﬂq(L JF) = np(Ls ,F), 0 <p<gqg<s <2, (voir [47).

Pour montrer b), on remarque que E est un quotient d'un

11(1) pour I convenable, et on applique :
¥F, (e (1),F) =m (¢ (1),F), 0<p<g<1 (voir [17)

Notons que le théoreme 1b implique immédiatement le résultat
suivant : tout espace de Banach plongeable dans un espace Lp(Q,u) avec

0 <p <1 est plongeable dans LY(Q,u) pour tout q tel que 0 < p < q < 1.

Le théoreme 1 permet de résoudre un probleme posé par Linden-
strauss et Pelczynski [67], résolu par S. Kwapien par une méthode totale-

ment différente : [5].
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Corollaire : Soient (X,v) et (0,u) deux espaces mesurés, p, q; r trois
réels tels que 1 S p s q < r < +». Tout opérateur linéaire de LY (X,v)

dans Lp(Q,u) se factorise par un espace Le. (Mais pas nécessairement

par LY(q,p)!)

Démonstration : Les cas :

l1spsqgq=2<r <o et l<spsqsr=s<2
sont donnés par le théortme 1 , ou sont évidents (si q = r)
On obtient par transposition les cas :
l1<ps=s2<=s<gqs=src<+o et 2 <p<s<q<=sr < +x,
ce qui couvre finalement tous les cas possibles.

Nous examinerons Maintenant le probleme transposé du probleme
étudié dans 1'exposé précédent : donner une condition nécessaire et
suffisante pour qu'un opérateur linéaire continu u de LE(Q,n) dans

un espace quasi-normé E admette la factorisation :

T
1Y900,u) —8 L1P(o,u)—>»E, 0 <p s gq < =.

En fait nous allons résoudre une question un peu plus
générale. Soient Sq un sous-espace fermé de Lq(O,u), et u € L(Sq,E),
Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante pour que
u admette la factorisation :

T
Lq(O’u)——g‘—?Lp(os M)

Y U

S € s E
q > "p >

ou S_ est un sous-espace fermé de Lp(Q,u), 0 <ps<qso gt€ LP(Q,u),

4+ =
r

o =
}
Q2 | T

, et jg l'opérateur induit par la multiplication Tg°
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Cela signifie exactement que

¥ f ¢ sq, la(£)|l < (vrlgflpdu)l/p

Le théoreme suivant est 1'analogue du théoreme 1 de 1l'exposé

précédent :

Théoreme 2 : Soient (0,u) un espace mesuré, I un ensemble d'indices,

1 1 1 .
P, g, r tels que 0 < p < q < +o, = q + T et (fi)iEI une famille
d'éléments de Lq(o,u)° Les conditions suivantes sont équivalentes

a) 3 g el (on) [lelMan =1, et

: P
¥iel e 1" du=1
b) Pour tout (ai) € R(Il on a :

(£]o, IPVYP < ([(2]ayt, PV Pan) /g

Démonstration : Elle est analogue a celle du théoreme 1 de 1'exposé

précédent. Esquissons-la dans le cas 0 < p < q < +». Posons s = g.
1
Soit K le convexe compact pour G(LS ,LS) des fonctions g 2 0 telles que
1
Ilg!s du < 1.
(1)

Pour chaque a € R , on définit Fa sur K par

F(g) =2 flo, £, |Pgan- 5 |o|P

chaque Fa est continue et affine sur K, et 1'ensemble des Fa est convexe.
De plus
(?,ai fi |p)q/r
Fa(ga) 20, avec g = g ,

et C = ([(T]a, £]VP anl/s",

On conclut par le lemme de 1l'exposé précédent
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Corollaire : Soient (Q,u) un espace mesuré, E un espace quasi-normé,
p et q tels que 0 < p < q S + o« Sq un sous-espace fermé de Lq(Q,u), et
u un opérateur linéaire continu de Sq dans E. Les conditions suivantes

sont équivalentes :

a) u admet la factorisation (1)

b) Il existe une constante C telle que pour toute suite (fn)

d'éléments de Sq’ on ait :
(lla( ) [PV VP < ¢ (f(z]2, 1P)V/Pau)t/a

Démonstration : On se raméne immédiatement & l'application du théoreme

2, en prenant

X

I=5 =2 {fes | u(f) =0}, et si x €I, f_ = ——— .
d a ¥ (=)

Nous utiliserons le résultat suivant, qui est tres facile :

Proposition 1 : Soient (O,u) un espace mesuré, q € ]0, +[, Sq un
sous-espace fermé de Lq(Q,v), g € Lq(Q,v), T 1'opérateur de multipli-
cation par g de Lw(Q,u) dans Lq(Q,v), S, = T;l(Sq) , et jg 1'opérateur

induit par Tg sur S_. L'opérateur jg est gq-sommant, avec
: 1/q
™ < 194 .
q(Jg) (flg u)

Faisons quelques remarques a propos de la définition des
applications p-sommantes. Soient E un espace de Banach, F un sous-espace

fermé de E, et (x ..,xn) € F. On a d'apres Hahn-Banach :

i’-
sup (Zl<xi,§>’p)1/p = sup (Zl<xi,ﬂ>|p)1/p
1

lelfet Tt

Si maintenant E est le dual d'un espace de Banach G, la boule

unité de G est dense dans celle de E' pour s(E',E), donc

sup (Zl<xi,ﬂ>|p)1/p = sup (ZI<Xi’g>lp)1/p
NEE ! G
<1 Tels
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Ces deux remarques seront utilisées dans la démonstration
du théoreme suivant, qui est l'analogue du corollaire du théoreme 3

de 1'exposé précédent
Théoreme 3 : Soient E un espace quasi-normé, p,q deux réels tels que

0 <p £ q £ +o. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Il existe une constante C telle que pour tout espace de Banach F

et tout opérateur v € ﬂq(F,E), on ait

ﬂp(v) < C nq(v) )

b) Pour tout espace mesuré (Q,u) et tout sous-espace fermé Sq de
Lq(Q,u), tout opérateur linédaire continu de Sq dans E admet la factori-

sation (1):

J
sq___g..,sp____;E

Démonstration : Démontrons b) = a). D'apres [8], tout opérateur g-som-

mant de F dans E admet la factorisation :

L7 (q,p)— 19, )

U U

ou | est une probabilité et j l'injection canonique. On en déduit

aisément que b) = a).

Montrons que a) = b). Soient (£ ) € S . Considérons

ceef
1) "fn
1 -1
g = (Zlfilp) /® , et S_ = Tg (Sq). Posons hi = El. On a |hi| £ 1, donc

hi € S,. D'apres la proposition 1, u ojg est q-sommant, avec :
) up‘ < ul
g(uedy) = [l flellya

donc d'apres 1'hypothese a) :

m(ued,) = ollll Tl g
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Posons K = CHuH Hg” q - On a par conséquent, d'apres les re-

marques qui précedent le théoreme 3

(Sl )PP - (zlung, (n) D)2

<K sup (Z|[noan|D)V/P

felis

<Ksuwp, [(o|n,[)YPle] au

9
lo]l=1

Mais (Zlhi!p)l/p - 1, donc
(zla(e) ) Y® < clall ([(z]2,]?) Y Pan) /e,
d'ou le résultat par le corollaire du théoreme 2.
Nous admettons le résultat suivant : (voir [7] et [47).

Proposition 2 : Soit E un espace quasi-normé plongeable dans un espace

Lo(o,u), ou un Banach isomorphe a un sous-espace d'un quotient d'un
Lp(Q,u), avec 1 < p s 2. Pour tout q < », il existe une constante Cq

telle que pour tout Banach F, et tout v € ﬂq(F,E), on ait :
mo\v) < Cm (v
o(¥) = ¢ 7 ()

Théoreme 4 : Soient (Q,u) un espace mesuré, E un espace vérifiant les
hypotheses de la proposition 2, Sq un sous-espace fermé de Lq(Q,u),
avec 2 £ q < +», Tout opérateur linéaire continu u de Sq dans E admet

la factorisation

En particulier, tout opérateur linéaire continu u de S dans

E admet un prolongement linéaiTe et continu de Lq(Q,u) dans E.
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Démonstration : La premiere assertion résulte immédiatement du théoreme

3 et de la proposition 2, la deuxieme du fait que 82 est complémenté

dans LZ(Q,U.)°

Le théoreme 4 admet le corollaire suivant, qui généralise un

théoreme deKadec et Pelczynski [3].

Corocllaire : Soit E un sous-espace de Lq(Q,p) vérifiant les hypotheses
de la proposition 2, avec 2 < q < +», L'espace E est hilbertisable et

il est complémenté dans Lq(Q,u)a

Démonstration : D'apres le thecoreme 4, 1'identité de E admet la facto-
risation

J a

g

d'ou1 résultent immédiatement les résultats voulus.
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