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En 1956, A. Grothendieck a démontré le théoreme suivant
([2], voir aussi [5]) : tout opératenr linéaire continu d'un espace

© i .
L (X,u) dans L (Y,v) admet la factorisation
) 2 Tg 1
L (X’“)———él" (Y,\’)——)L (Y,\’) ’

ou Tg est l'opérateur de multiplication par une fonction g € L2(Y,v).

Le but de 1'exposé est de démontrer des théoremes analogues pour des
opérateurs de LY(X,u) dans LP(Y,v), 0 < p < q S +®, et d'établir le lien
entre l'existence de tels théoremes et les théoremes connus de la

théorie des applications p-sommantes.

Pour commencer, nous donnerons une condition nécessaire et
suffisante pour qu'un opérateur u € L(E,Lp(Q,p) se factorise par Lq(Q,u)
et la multiplication par une fonction g € Lr(Q,p), 0<p=gq-<+wm,

1 1 1
EN
p

q r

Cela revient a chercher une fonction g € Lr(Q,u) telle que
¥ x ¢ E, ( |ﬂgﬁ|qdu)1/q < ¢ x|

I1 s'agit donc d'un probleme de "division", que nous allons
résoudre sous une forme un peu plus générale. Le théoreme suivant

généralise un théoreme de H. P. Rosenthal [8].

Théoreme 1 : Soient (Q,u) un espace mesuré, I un ensemble d'indices,
. 19 2 1 1 1
(fi)iGI une famille d'éleéements de Lp(Q,u)g 0 <psgqs+o, E = E + 7.

Les conditions suivantes sont équivalentes
I 1 1
&) ¥ (o) € B ((glayr; () |9 an(w) VP < (3]e; |9

b) Il existe g telle que [[g|"dn <1, et
£, |4
. i
¥ie€l, jl?,dusl
La démonstration utilisera le lemme suivant

Lemme : Soient K un convexe compact d'un elcs,‘ﬂg un ensemble convexe

de fonctions scs, ne prenant pas la valeur +« . On suppose que
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a) Chaque fonction f E‘Zg est concave
) ¥f e, Ix €K, £(x) 20

Il existe alors un point X, € K tel que f(xo) 2 0 pour toute f € ;%2

Ce lemme étant admis, démontrons le théoreme 1.
Le cas p = q est trivial, le cas q = ®» résulte du fait bien connu qu'une
famille filtrante croissante dans Lp(Q,u) admet une borne supérieure
si et seulement si elle est bornée en norme. Supposons donc 0 <p< q < + &,
et posons s = 1 (d'oh s!' = £)° Désignons par K l'ensemble des fonctions
g 20 sur Q telles que nggdu < 1. L'ensemble § 3st convexe et compact
I

1
pour la topologie G(LS ,LS)° Pour chaque « € R , considérons la

fonction Fa sur K définie par

q I“ifiF
Fa(g) = Z,ai, - I L= dp
g

L'ensemble des Fa est convexe, chaque fonction FOC est concave,

et scs (d'apres le lemme de Fatou). De plus posons
1
(Z!a.f.lq) ss'
_ i’i

g, = C ) avec C = (I(Zlaifilq)p/q(hi)l/s'

1
On vérifie que f gz dp = 1, c'est-a-dire g, € K, et

Fa(ga) Zlai|q -¢c® j (Zlaifilq)i/sdu

zlo, |0 - (] (Zlaifilq)p/q 4 )P > o

D'apres le lemme, il existe g, € K telle que

q
£

¥ie€el J“ dp s 1, d'ou le résultat avec g, = g ’'".

S
g0

Notons finalement que b) = a) est une application facile de 1'inégalité

de HYlder.
Remarque : Supposons que la famille (fi)iCI vérifie 1'hypothese :

o<+ e = [(Zlof (@)D (0) < 4o



ITI.3

On a alors une application linéaire:

(ai)—————a(aifi(w)) de 19(1) dans LP(q,u, 1%(1)),

qui est continue par le théoreme du graphe fermé., Il existe donc une

constante C telle que :
1 1
(f(zlaifi(w)lq)p/qdu(w)) /o - ¢(z]a; |9 /a
et 1'on peut maintenant appliquer le théoreme 1.

On déduit immédiatement du théoreme 1 et de la remarque ci-
dessus la condition nécessaire et suffisante de factorisation annoncée.

(On prendra pour ensemble d'indices I la boule unité de E, et on posera

fx = u(x)).

Corollaire 1 : Soient E un espace de Banach, (Q,u) un espace mesuré,
u € L(E,LP(Q,u)), 0<p<gq<s<+o, % = % + % . Les conditions suivantes

sont équivalentes

a) Pour toute suite (xn) d'éléments de E,

Slx, 4 < vo = [(Efulx,) [P au< +e
b) L'opérateur u admet la factorisation :

Tg P
E_ 19,0 —L51P(a,u),

ol Tg est 1l'opérateur de multiplication par g € Lr(Q,u)°

Nous allons donner un exemple ou l'application du corollaire
1 est particulierement simple., Dans la suite, nous abregerons 1'énoncé
du b) du corollaire 1 sous la forme suivante : u € L(E,LP(Q,u)) se

factorise par Lq(O,H)'

Corollaire 2 : Soient (X,v) et (Q,u) deux espaces mesurés, u un

opérateur positif de LY(X,v) dans Lp(Q,u), 0<psgq<s<+o, et q 21,

L'opérateur u se factorise par Lq(Q,u),
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Démonstration : Soient (x ,o,xn) € Lq(X,v)a On a :

1’°

(E,u(xi)lq)l/q = sup{}?aiu(xi)l Z|ai]q' < 1)

< u(sup{Zaixi Z'ailq' <1}) = u((zlxilq)l/q),

puisque u est positif. Donc :

alx )19 P 94, /0 _ alx. ) [y 1/a
(J(2lalx) |M)™ Han) [(=]ulx;) %) HLp(Q

1)

< ull [ 2]x, |99 -l (glx, |9,

Lq(X,v)

d'ou le résultat.

Avant de poursuivre, rappelons quelques définitions :
Nous dirons qu'un espace vectoriel F est quasi-normé s'il est muni d'une

application x.;“x” de F dans Ih_telle que :

Il =0=x=05 Jaxl=[r] Ix] et :

qﬂ

Jq€10,1], ¥ x,y € F, [lx+y[% = [Ix[[T + [yl

Soient E un espace de Banach, F un espace quasi-normé, et
u € L(E,F). Nous dirons que u est p-sommante, 0 < p < +®, s'il existe

une constante C telle que pour toute suite finie (x xn) d'éléments

12°°°»
de E, on ait :

(Z“u(xi)“p)l/p <C  sup (z]<xi,§>|p)1/p
gllg st

Donnons un exemple élémentaire mais fondamental d'application

p-sommante : (cf. [97)

Proposition : Soit o € 1p, 0 <p =< +o, L'opérateur diagonal de

multiplication défini par « ((cn) - (ancn)) est p-sommant de 1° dans 1P,

Soient E un espace quasi-normé séparé par son dual, (Q,n)
un espace de probabilité et u € L(E',LP(Q,u)). Soient d'autre part G un

espace quasi-normé de dimension finie, et n € L(E,G), Il existe une uniqu
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application L € Lp(Q,u,G) telle que :
9

¥E €6 u(®n(£)) = E.0

u,n

Nous dirons que u est quasi-p-décomposée s'il existe une cons-
tante C telle que pour tout espace quasi-normé de dimension finie G et

toute n € L(E,G), on ait :
(Jlog o (D% an()?? < ¢ x|

On trouve dans [9] un théoreme voisin du théoreme suivant :

Théoreme 2 : Soient E un espace de Banach vérifiant 1'hypothese d'appro-
ximation métrique, F un espace quasi-normé sépidré par son dual, (Q,u)

un espace de probabilité, u € L(E',LP(Q,H)) et v une application
p-sommante de E dans F, L'application u otv est quasi-p-décomposée,

De plus, l'hypothese d'approximation est inutile pour p = 1.

Théoreme 3 : Soient p, q, 0 <p < q < +», E un espace de Banach

(tel que E' vérifie 1'hypothese d'approximation si q < 1), (Q,n) un
espace de probabilité, et u € L(E',Lp(Q,H))a Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) L'opérateur u se factorise par L3(Q,pu)

b) Pour tout espace quasi-normé F séparé par son dual et toute applica-
tion g-sommante v de E dans F, u otv est quasi-p-décomposée.

Démonstration : Montrons que a) = b). Supposons que u = T ou avec

1 ’

1 € L(E',Lq(Q,u)) et g € Lr(Q,u), D'apres le théoreme 2, uiotv est

quasi-q-décomposée, donc il existe C telle que pour toute n € L(F,G),

u

on ait :
(IH@ui,n(w)quu(w))l/q < ¢l

Or il est clair que ¢ = g0

, donc :
u,n u

1"

(Jllog (@) [Pan(w)*/? < HgnLr<jn¢u1,n<w>uqdu<w>>1/q,

. t .
ce qui prouve que uo v est quasi-p-décomposée.
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Montrons maintenant b) = a). Soit (gn) une suite d'éléments

de E' telle que zllgnﬂq < +o. Blle définit un opérateur v, de E dans 14

par

Vg(x) = (<X’€n>)n€]N

On voit que vg admet la factorisation

E - lmL_E.,lq, o1 o« est diagonal,

donc vg est q-sommant (Proposition). Soit n € N; désignons par 12 le
sous-espace de 19 formé des vecteurs dont les coordonnées d'indice > n

sont nulles, et par n la projection de 19 sur lg, Par hypothese, il exis-

te C, indépendante de n, telle que

([log, o () Pan(@)? < o fn] = o
Mais nécessairement :
0u 2 (®) = (08 ()4 geen
Donc

s /ag,\1/
(M = ,u(gk)lq)p 93,)" P < ¢, pour tout u, d'ou :
" k=1

°° / 1/

(fC= Jug) DY an)™P s c.
k=1

Finalement, E“gk”q < + o implique :

[(Zlule) DY au< 4.
On conclut en appliquant le corollaire 1 du théoreme 1.

Corollaire 1 : Soient p, q, r, 0 < p < q < +0o, % = L + 1, E un espace

q T
de Banach (tel que E' vérifie 1'hypotheése d'approximation métrique si

q < 1). Les propriétés suivantes sont équivalentes
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a) Pour tout espace quasi-normé F, on a :

TTq(E:F) =TTP(E9F) ) awﬁ(E,F) désignant

1'ensemble des opérateurs p-sommants de E dans F)
b) Pour tout espace mesuré (Q,un), tout opérateur u € L(E',LP(q,u) se
factorise par Lq(Q,u).

c) Toute suite scalairement 1P sur E peut s'écrire X =% Yo ou (an)élr,

et ou (yn) est une suite scalairement 1% sur E.

Démonstration : Démontrons que a) = b). Si p est une probabilité, le

résultat découle de la conjonction des théoremes 2 et 3. Supposons p

quelconque, et soit u € L(E',LP(Q,u)). Nous devons montrer que :
x4 < e = [(Zlulx) | DY Ve < e

Or on peut trouver une fonction h =2 0 dans Li(Q,u) telle que
Ihdu =1 et :

¥ n Iu(xn)PLL <huy =v

Soit A = {g > 0}. Considérons 1'opérateur w de LP(Q,p) dans
L?(Q,v) défini par

fo

f =
hl;p

D'apres le début de la démonstration, w ou se factorise par

Lq(Q,v), donc
I(leau(xi)‘q)p/q-dv < +o
Mais u(xn)u < hy implique :

{u(xn) >0} c {h>0} donc

u(xn)

w(u(xn)) = —hwg , d'ou :
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I(Zlu(xi)lq)p/q(h1< +® , ce qui prouve a) = b).

Montrons que b) = c). Soit (xn) une suite scalairement 1P sur

E. Elle définit un opérateur de - E' dans 1P, par :

u(g)

(<E,xn>)v

D'apres b), appliqué a2 Q = Net p = Zén , u admet la décomposition :

ol o est un opérateur diagonal défini par une suite (an) €1’

x
n .
Posons y_ = = ., On a bien :
n a

X
2l<y,,8>|% = 2]<P Je> ]t < 4 o,
n

d'ou le résultat.

Montrons que c¢) = a). Soit v € n_(E,F). Nous devons montrer

que pour toute suite scalairement 1P (xn) dans E, on a
(e, [P < + .

. . . . . Ve
Mais en écrivant X, o=y, c'est une conséquence immédiate de 1l'inéga-

1ité de H8lder :
Slv(x) DY s (5o DY (slv(y ) 19T,

et ZHV(yn)“q < +® puisque v est g-sommante.
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