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II.1

Le contenu de cet exposé se trouve essentiellement dans deux
articles écrits en collaboration avec C. Goulaouic, le premier est paru
[1], le second est a paraitre [2]. Nous renvoyons a ce travail pour les
démonstrations et la bibliographie complétes. Nous nous limitons ici aux

principaux résultats.

§ 1. Soit K un compact de R'. Nous désignons par ¢ (K) (resp. @ (X))
l'espace des fonctions continues sur K se prolongeant en fonctions c”
(resp. analytiques) au voisinage de K. Ces espaces sont munis de leurs

topologies naturelles.

Pour n € N, Pn désigne l'espace des polynomes de n variables

a coefficients complexes et de degré < n,.
Pour 1 s p s +®, et f ¢ LP(K), nous notons

dp’K(f,Pn) = ;nf It - P“Lp(K)

(Pour p = », la norme est le vrai sup.).

Le théoreme bien connu de Weirstrass affirme qu'une fonction

définie sur K est continue si et seulement si
dm,K(f’Pn) - 0 quand n - =,

Nous nous intéressons ici au probleme suivant : comment est liée la

régularité de f & la rapidité de la convergence de la suite
‘,
n +— dp’K(f,Pn) .
Introduisons d'abord les espaces de suites suivants, munis

de leur topologie habituelle.
<

espace des suites a décroissance rapide
N .
{(c) et

Pour r > 0,

s ¥ a >0, sup]ha(a]|< +o},
n

N T
Exp, = {(c ) € ¢"; Ja € Jo,1[, sspl e Ja™ <+ a).
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Les premiers résultats sur la question posée plus haut ont
été obtenus par 1'école russe au début de ce siecle. Le résultat suivant
est essentiellement dii a Bernstein (cf.[3],[4]) & une variable, sa

généralisation a plusieurs variables est facile,

Théoreme 1 : Soient K un pavé compact de Ifa d'intérieur non vide et
f ¢ LP(K). On a :
1°) f ¢ C?(K) sl et seulement si

(0= a ((£,P)) € 4.

2°0) f € G(K) si et seulement si

(n dp,K(f’Pn) € Exp,.

§ 2. Le théoreme précédent est en général faux pour un compact quel-

conque de BN, comme le montrent les exemples suivants dans Rz.

Exemple 1 : K = {(Xl’x2); 0 < X, <1, 0 < x, < e—l/xl}
( -2
f xl,xz) = ;I

Nous avons bien
dw,K(f’Pn) € 4 (et méme mieux!)

et

t £C7(K).
Cet exemple est dii & Zerner [6].

Exemple 2 : K = {(xl,x2); 0sx <1, 0sx,s 1} U {1 = X, <2, x2==0}.
X2

x, -2

f(x,,x.) =
1’72 1

Nous avons

dm’K(f,Pn) € Exp, et f £ a(x).
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Mais, pour un compact quelconque de Iﬂq le résultat suivant

est toujours vrai

Théoreme 2 : Soit K un compact de RN°

1°) si f € °(K) on a
dp’K(f,Pn) € 4.

2°) si f € a(X) on a

dp’K(f,Pn) ¢ Exp,.

Nous avons aussi le résultat positif suivant :

Théoreéme 3 : Soient (Q un ouvert borné de Ifq 4 bord lipschitzien, et

f ¢ LP(Q), on a :

1°) £ € ¢”(T)) si et seulement si

dp’Q(f,Pn) €4

2°) f ¢ a(Q) si et seulement si

dp’o(f,Pn) € Exp,.

La partie 1°) de ce théoreme est dans [6].
Ce théoreme a été d'abord démontré par les auteurs du présent

travail dans le cas de la boule unité de Iﬁl(p=2) en considérant

les fonctions propres de l'opérateur différentiel

N N
%;—(1— = xz)-a'; + Z (xi%;—_x.%;—)z.
i=1 9% j=1 9 9% j o9 0%
Considérons, en particulier, le cas p = 2 dans le théoreme 3.

Soient(Pj) une base orthonormale de pdolynomes dans Lz(Q) et & 1'applica
tion de L2(Q) dans 12 qui a f ¢ L2(Q) fait correspondre ses coefficients

de Fourier

f. = (£,P,
;= (6P
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Nous obtenons a partir du théoremei3 le corollaire suivant

Corollaire 1 : Soit Q un ouvert borné de Iﬁi a bord lipschitzien.

rL’application $ est un isomorphisme de

et (@) sur

et de

a(Q) sur Expq
N

Ceci implique en particulier le résultat suivant :
N.

Soient Qi un ouvert borné a bord lipschitzien dans R 1, i=1,2, On a :
1°) C?(ﬁi) est isomorphe a c?(ﬁz)
20) 0(51) est isomorphe a 0(52)

si et seulement si N1 = N2.

Le point 2°) est & comparer & un théoreme connu de Kolmogoroff

(voir [4] par exemple); il résulte du :

lLemme : Expr et Expr sont isomorphes si et seulement si ry =ry.
1 2

$ 3. Nous allons nous intéresser ici seulement au cas analytique

dans 1l'espace C(K) des fonctions continues sur K (p = M).

Nous avons

Théoreme 4 : Soit K un compact de’RN.Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes.
(A) Pour f € C(K), on a l'équivalence

f ¢ a(k) (dK(f,Pn) € Expl),

(B) Pour tout b > 1 il existe Q, voisinage ouvert borné de K dans @
tel que pour tout P € Pn il existe Q analytique et bornée dans Q, iden-

tiquement nulle sur K vérifiant

sup|P(x) + Q(x)]| = b" sup|P(x) |.
x€Q x€K
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Remarque : Si aucune composante connexe de K n'est contenue dans un
ensemble analytigque on peut prendre Q = 0, on peut aussi supposer que

1 est un voisinage de K dans'RN(an lieu de EN),

La propriété (B) est une généralisation de la classique

inégalité de Bernstein sur 1'intervalle [-1,+1] (cf.[3] et [5]).
Nous obtenons facilement, & partir du théoreme 4

Corollaire 2 : Soit K un compact de ng tel que aucune de ses composan-

tes connexes ne soit contenue dans un ensemble analytique. Pour que K
vérifie (A) il faut et il suffit que, pour tout x € K, il existe un

compact LX de ng vérifiant (B) ev :

X€L1x9 LXHK

et aucune composante connexe de Ix n'est contenue dans un ensemble analyti-

que.

Nous allons donner un critere suffisant pour qu'un compact

K de R vérifie (A) ou (B).

Etant donné un segment I de Ifi d'extrémités A et B, on dési-

gne, pour tout h > 1, par I(h) le segment homothétique de I de centre
A+B
2

et de rapport h. On note

K(h) = U 1I(n)
IcK

Nous obtenons & partir de 1'inégalité de Bernstein sur un

intervalle

sup ]P(x)l < (h»+\/h2-1)n sup|P(x)|
x€K(h)

xcK

pour tout P ¢ Pn” Nous en déduisons

Théoretme 5 : Soit K un compact de BN} si pour tout h > 1, K(h) est

un veisinage de K, il vérifie (A).
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Exemple 3 : Le compact de l'exemple 1 vérifie 1'hypothese du théoreme
5. I1 vérifie donc (A) et (B). Notons que la fonction e 1/%q pourrait

étre remplacée par une fonction strictement croissante et continue sur

[o,1].
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