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§ 0. INTRODUCTION

Nous expesons ici un travail sur une classe de problemes
d'évolution avec coefficients pouvant devenir singuliers a 1l'origine.
L'exemple typique est 1l'opérateur de la chaleur perturbé de la maniere

suivante :
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ou A est une fonction bornée et B une fonction > O sur ]0,T[, pouvant

s'annuler ou devenir infinie quand t tend vers O.

La théorie est développée dans le cadre hilbertien abstrait
introduit dans [3]. En suivant une démarche introduite dans [2] pour
1'étude de problemes de Cauchy locaux, nous avons trouvé plus commode
d'étudier au lieu de Q, l'opérateur P = tQ qui est fuchsien dans la

variable t.

Signalons aussi, que des problemes singuliers analogues,
mais relatifs a des opérateurs hyperboliques, viennent d'étre traités in-

dépendamment dans [1].

Nous exposons d'abord des résultats d'existence et d'unici-
té dans des espaces L2 avec poids ; ensuite nous donnons des résultats
de régularité en x et trg des corollaires dans le cas des fonctions C?
précisent quand et ou les données du type Cauchy sont permises pour t = O,

ainsi que les conditions de compatibilité nécessaires.

Les démonstrations détaillées des résultats ainsi que
d'autres applications paraitront prochainement. Nous renvoyons aussi a

ce travail pour une bibliographie plus complete.
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§ 1. NOTATIONS ET HYPOTHESES

Les hypotheses que nous allons introduire dans ce paragraphe

seront supposées satisfaites dans toute la suite.
Nous considérons le célebre triplet d'espaces de Hilbert.

VCcCHCV!

’

V étant dense dans H.
Nous désignons par || ||, | | respectivement les normes
dans V et H. Le produit scalaire dans H ou la dualité entre V et V' est

notée ( , ).

Soit T € R_; pour t € 10,T[, nous nous donnons A(t) € £(V, V')

vérifiant
(1) t ~» (A(t)u,v) est mesurable pour tout u, v € V,
Nous nous donnons aussi une fonction mesurable
a : Jo,T( - R
(2) ' "

telle que a et @1 soient bornées sur tout compact de ]0,T].

Nous supposons : Il existe M > O tel que; peur tout
u, v € Vette ]o,Tf

(3) laCt)u, v | < M(a(£))3]u]] IIv].
() Re(A(t)u,w) = (a(t))2 ||ul/2.

Enfin, pour tout t € ]0,T[, soit A(t) € £(H,H) vérifiant :
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(s [t (A(t)u,v) est mesurable pour tout u, v € H.-I1 existe N > 0 tel
que, pour tout u, v € Het t € ]0,T[ : [ (A(£) ,u,v)| < Nlu] |v].
Nous allons étudier dans la suite l'opérateur différentiel
(6) Pu = tu'+ A(t)u + A(t)u sur ]0,T[

Nous avons besoin d'introduire un nombre Fo € RU {+m}o

Nous posons pour t € ]0,T[,

po(t) = sup.ess.{plp € R, Re{ (A(t)u,u) + (A(t)u,u))- (p«%’) |u|22 0,¥uev
(7)

B = lim. inf. ess. p (t)
o t - 0 o
11 résulte de (4) et (5) que By 2 =N --% . Notons aussi
que p_ = + @ si et seulement si flm a(t) = += . D'autre part, si
t-0
lim a(t) = 0, nous avons

t-0

B, = lim.inf.ess. vo(t), avec

vo(t) = sup.ess.{p|p€ R, Re(A(t)u,u) - (p~+%)lu]2 20, ¥u€H}
Si X est un espace de Hilbert et p € R, nous notons

Lﬁ(X) - {u]t*u € 12(0,1[,%))

Lﬁ L0 = {u]tha(tru € 12(J0,10,%)
2 2
Z = L°(H) + L (v?)
T =
— 2 2 ]
/L(); = {ulu € LI N L (D, tuez].

Notons que les espaces Zp et 4l£ peuvent s'écrire plus simplement si

lim.inf.ess.a(t) > O,
t-0
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¢ 2. EXISTENCE ET UNICITE

I1 résulte de (1), (3) et (5) que 1l'opérateur P défini par
(6) est linéaire et continu de ﬁﬂ: dans Zll pour tout p € R. Nous avons

Théoreme 1 : Pour tout p € ]-m,po [, 1'opérateur P est un isomorphisme

de sur Z .
QOL K

En fait ce théoreme résoud un probleme de Cauchy puisque
(8) u € 40; implique tp+1/2|u(t)| - 0 quand t - O.

Pour montrer ce résultat, on multiplie 1'équation Pu = f
par (1-ﬂ)t2pe—2Ytu(t), avec T et v choisis convenablement en fonction

de p et p_ ; on obtient 1'inégalité a priori

(9) HUH4LY < Cp HPuHZ pour tout u € iéﬁ,
b "

grice a (4) et la définition de Hoe Pour terminer la démonstration, on

montre que P(GZ(]O,T],V) est dense dans Zp.

Notons J° 1'opérateur de dualité entre V et V'. Pour &6 € R,

on désigne par V6 le domaine de J6 dans H et V_6 = (Vé)', Nous avons donc :
Vv \' \ V'
Vo =H, 17 ’ -1~
Nous notons || ||, 12 norme dans V, et V. = N V.
6 6 > s20 °©

Nous allons préciser le théoreme 1, en donnant des
résultats de régularité dans les espace du type Vé. Pour celd, nous notons

pour 6 € R :

2
B,

2
Lp(Vé) + L

2 2 o )
“’a(v6+1) N Lp(Vé), tu' € zp’é},

o
il

{u|u €L
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On va supposer les hypotheses suivantes remplies pour un

6z 0 fixe

(1oyfA(8) € £V, Vo) pour tout t € JO,T[. Il existe No > O tel que,
pour tout u € V, et t € Jo, 1l Hl\(‘l:)u“(S < Ng Huné.

A(t) € £(V6 R V(S ) pour tout t € ]O,T[. Il existe M6 > 0 tel que
(11)g w1 -1

our tout u € V, . et t € Jo, 1l \!A(t)u”6_1 < Mb(a(t))2 Hu“6+1.

1

Pour tout ¢ > 0, il existe C(e) tel que pour tout t € Jo,1(,

(12%|3[A(t),J6]uHO < eHuH6 + C(s)Hu‘lé_1 pour tout u € V,

H[A(t),Jé]uH_IS (a(t))z(eHul\6+1 + C(e)llull i) pour tout u € Vy ..

Avec ces hypothese, nous obtenons :

Théoreme 2 : Pour tout p € JAW,pOC, l'opérateur P est un isomorphisme

[de‘ZOL 5 sur Zp,é'

’

Pour & = 0, le théoreme 2 coincide avec le théoreme 1.

I1 s'agit, dans la démonstration, d'obtenir une inégalité

du type (9), qu'on obtiendra en multipliant Pu = f par (1-ﬂ)t2”e_2YtJ26u

’

avec T et y convenables. On termine encore par un argument de densité.

§ 3. REGULARITE EN t

Pour 6 = 0 et k € N fixés, nous supposons (10)6; (11)6;
(12) et 1'hypothese suivante :
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[ (¢t~ A(t)) € c®(Jo,T], £(V ))

6417V o1

(t - A(t)) € c®(Jo,T], £(V,,V,))

Il existe C_ . > O tel que pour tout 0 < j < k et tout t € 10,1

(13), 6< .6

< (a($))2

3, (3
(R N PR C.s

Nous avons alors :

Théoreme 3 : Pour tout p € ]- w,po[ l'opérateur P est un isomorphisme

de 1l'espace
i r
{UGZ({:(S, u(J)EZ0’J+367 OSjSk}
’ ’
sur l'espace

{f ¢ 2z f(j)

p,6’ €2

. 0< j< ki .
p+d, 8’ J J

La démonstration se fait par récurrence sur k avec des
techniques usuelles en remarquant en plus que 1l'on a

(Pu)' = (P+ 1)u’' + A'u + A'u,

et que le nombre p, de l'opérateur P+ 1 est donc décalé de +1 par rapport

a celui de P.

Nous allons donner maintenant un autre résultat de
régularité en t dont les hypothese minimales sur la régularité en Vé sont
liées a l'ordre-de dérivabilité en t. Pour simplifier 1'exposition, nous
allons supposer, dans la suite de ce paragraphe, (10)6’ (11)6 et (12)6

pour tout & = 0, ainsi que 1'hypothese suivante

Pour tout 6 =2 O
(14) (t+~ A()) € Cm([O,T], £V, Ve o
(t - A(t)) € ¢ ([o,T], L(Ve,Ved).

)),
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Théoreme 4 : Pour tout p € ]-m,po[, tout k € Net tout 6 = 2k,

l'opérateur P est un isomorphisme de 1l'espace

{u e%,é, P ¢ Wa-zj , 05 js k)

By

sur 1l'espace

{f ez £(3) ¢ 0<j <k}

L B,8’ Zpyé'zj ’

La démonstration de ce théoreme, qui se fait aussi par ré-
currence sur k, est basée sur le fait que (14) et (4) impliquent que

a2(t) est bornée sur ]O,T[ ; on utilisera alors le fait suivant

tv! € 2

v e zp+1,6 ’ p+l,6-2 =ve p+l,6-2

ainsi que le théoreme 2.

En remarquant que 1'on a

k
C@([o,T],VOO) = n H (]O,T[,Vé)
k>0
6=0
(1" &tant 1'espace de Sobolev usuel), nous obtenons a partir du théoreme

4 le corollaire suivant

Corollaire 1 : Si o est strictement positif, 1l'opérateur P est un

automorphisme de c*([0,T],V ).
[oe]

Toujours avec les hypothese du théoreme 4, nous avons :
1

Théoreme 5 : Soit ko € N, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A(0) + A(0) + k est un automorphisme de V_ pour tout entier k = k .

(ii) P est un automerphisme de 1l'espace
{ulu e ([o,1],V ), u(J)(O) =0 pour 0 < j <Kk 1
[oe)

Plus généralement, a partir de 1'étude des opérateurs
A(O) + A(0) + k, k € N (on peut évidemment se borner a k <—po) dans Vw;

’ . or]
on peut caractériser le noyau et 1'image de P dans C ([0,T],V ). La
[ee]
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77 ssteation du théoreme 5, ainsi que celle de la généralisation ci-
dessus; repose sur le corollaire 1 et un développement de Taylor au voisi-

nage de t = 0, en remarquant que

P(+5v) = t5P 4+ ) v,

§ 4, REMARQUES ET EXEMPLES

Remarque 1 : Nous remarquons que la restriction p < p_, en général, ne
o
peut pas étre améliorée dans le théoreme 1 par exemple. On peut le

voir dans le cas suivant

V=H=V"'=¢€, Au-= n'g , A(t)u = u  donc

af{t) =1, Pu=tu'+=, p_ = O,

Remarque 2 : Si 1'on suppose A(t) et A(t) définis sur [-1,T] et

satisfaisant a :

Pour tout 6 = O

(au lieu de (14)), les autres hypotheses des théoremes 4 et 5 étant
supposées valables sur les intervalles ]-T,0[ et ]0,T[, les conclusions
des théoremes 4 et 5 ont lieu sur [-T,T], ce qui résoud un probleéme bila-

téral en t.

Un exemple- : Nous donnons ici une application concrete des résultats

précédents, en nous limitant 2 un exemple choisi le plus simple possible.

’ -, &
Soit  une variété C compacte sans bord ; on notera x la

variable dans Q et A 1l'opérateur de Laplace-Beltrami sur Q. On prend :
g=-12@), v=nl, v=n8t@
At = t2P(1 - a)  avec B € R,

AMt)us A(t,x)u avec A € Lm(]O,T[><Q).
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Neus sommes donc, dans la situation du paragraphe 1, avec a(t) = 1:'3 et

P =t é%‘,- + A{t,x) + tZB(I—A).

Nous avons

,J,O = + ® si B <0
p, = lim.inf. inf. Rer(t,x) si p>0
t-0 x€0

Pour B = O, nous devons modifier la formule précédente en fonction de la

plus petite valeur propre de 1-A,

Le théoreme 1 s'applique sans autres hypotheses.Pour exploi-

ter les résultats de régularité, nous nous bornons au cas

A e (Lo, TIxq).

Les théoremes 2 et 3 s'appliquent pour tout p € R; les théoremes 4 et 5

exigent que 2p soit un entier = 0.

En part’ ~vlier, si 2p est un entier > 0, d'apres le

corollaire 1, nous obtenons :

L'opérateur P est un automorphisme de C ([0,T] xQ) si et

seulement si pour tout x € Q, A(0,x) ne prend aucune valeur entiere

négative ou nulle.

Dans le cas ou B est un entier = 0, on peut aussi

appliquer la remarque 2 ci-dessus et obtenir des résultats sur [—T,T]><Q.

Pour illustrer la généralisation du théoréme 5 indiquée,
bornons nous au cas 2p = 1, Re A(0,x) > -1. Dans ce cas, la résolubiliteé
dans C ([0,T]xQ) de Pu = f se raméne, par un développement limité &
l'ordre 1 au voisinage de t = 0, a la résolubilité dans C°(Q) de

A(O,X)V = g ,

appliquée au cas g(x) = £(0,x), v(x) = u(0,x).
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Le probleme de Cauchy :

du  Alx,t) f
—£+—T_"-——-u+(1—/_§)u=?

o

u(0,x) = v(x) (ReA (0,x) > -1)

admet donc une solution unique dans C°([0,T]xQ), avec f dans le méme
espace et v € C°(Q), si et seulement si la condition de compatibilité sui-

vante est satisfaite :

A(0,x) v(x) = £(0,x).

Le cas A(0,x) = O redonne en particulier le cas classique de 1l'équation

de la chaleur.
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