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XXI.1

§ 1. INTRODUCTION

Si QO est un ouvert de R™, on note Hk(Q), 1'espace de
Sobolev habituel d'ordre k sur Q, et Hg(Q) 1'adhérence de < (Q) dans
1 ()

Soit O un ouvert berné '"régulier'" de R" . Soit J%h un
opérateur différentiel d'ordre 2k, uniformément fortement elliptique:
sur (), de partie principale A'(x,D). Si A est un opérateur non borné, de
domaine D(A), dans L2(Q), associé a Jé, positif autoadjoint, avec
Hik(Q) c D(A) < sz(Q), alors ([2], [4]) le comportement asymptotique de
la fonction N(A), nombre de valeurs propres de A inférieures a A, est
donné par

m/2k

(1) N(A) ~ p(Q) .2 (A = +0) .

ou p est la mesure de densité p'(x) = (2x) ".mes {£/0 <A'(x,ex1}.

On utilisera ce résultat, dans la cas ou () est une variété

a bord de classe C°, et ou les coefficients de /2 sont dans J (0.

Le probleme est d'étudier la fonction N(A), quand 1'ouvert
Q est irrégulier ; on généralisera la formule (1) dans certains cas ;
on donnera aussi des exemples d'ouverts deiRz,'tels que pour l'opérateur
- A+ 1 avec des "conditions de Neumann" , N(A) se comporte comme XB avec

B> 1.

Si l'ouvert () est irrégulier, la définiton des conditions
aux limites pose des problemes. On se placera donc dans une situation
variationnelle, (V,Lz(Q),a), V étant un espace de Hilbert inclus et dense
dans LZ(Q), et a une forme intégrodifférentielle, hermitienne continue et
coercive sur V. (en abrégé, h.c.c. sur V). D'autre part, si on a pu définir
un opérateur A, de domaine D(A), positif autoadjoint, on se ramene a une
situation variationnelle en considérant 1l'opérateur A24-1 défini par
(D(A),LZ(Q),a) avec :

a(u,v) = (Au,Av) + (u,v)
L2(Q) L2(@)
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La méthode utilisée consiste a démontrer d'abord, sous
des hypotheses assez générales, le théoreme de décomposition suivant :

N ~B(Y) + () .a™/2K

/2k

en considérant p(Q) .A™ comme un terme du "a 1'intérieur" et B(A) wun
terme du "au bord". On montre ensuite, que sous certaines conditions,
B(A) = o(xm/ZK), d'ou 1'on déduit la formule (1). On étudie en faii B(R)

en établissant des majorations de n-diametres, sur des voisinages de 3Q.
On établit par exemple le résultat suivant

Soit O un ouvert de Iﬁl, de mesure finie [resp un ouvert
borné de R™ , vérifiant une condition (¢)], alors pour toute forme a,

h.c.c. sur Hﬁ(Q) [resp Hk(Q)] :

a(u,v) = | > 2 p%u DP¥.ax
Q Ialsk

|Bl<k

telle que{aaB € c®@ si o+ Bl = 2k

2,5 € L] @ si ol +lpl < 2k.
on a
N(A) ~ pa(Q) Am/2k
ou
p (@ = (em)™™ mes {£/ a (x)ga+ﬁ<1.}.dx.
2 XQ lal=]pl-k ©P

Remarquons que les a g ne sont pas supposés bornés sur (.

B

On conclut denc, pour des opérateurs du type —Aa—ié avec une condition

de Dirichlet, O étant un ouvert de mesure finie, gt d la distance au bord.

La condition (C) est vérifiée si QO possede la propriété du

cone, et si O est une "pointe'" de la forme

0= {x = (xl’x‘) € 1{xlwh4'/x1 € ]O,a[,val<W(x1)}
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ou ¢ est une fonction strictement positive, croissante, sci, quelconque,

en particulier, aussi plate que 1l'on veut a l'origine.
On utilise la notion de n-ieme diametre ([5]).

Définition : Soit E un espace vectoriel, et soit p une semi-norme sur
E. Si B est une partie de E, on appelle n-diametre de B dans E pour la

semi-norme p, le nombre :

dE(B,p) = 1Inf Sup Inf .p(x-y)
Enegn(E) x€B  yeE

ou.gn(E) désigne 1l'ensemble des sous espaces de dimension n de E.

Si E est un espace normé, on note : dn(B,E)=di(B’H HE)
On utilisera cette notion, dans le cas ou E = L2(Q) et ou p = pw:(j |.|2dxﬁk
w

si w C Q. On pose alors :

E 2
d (B,p) = d_ (B,L%(w))

Considérons la situation variationnelle (V,H,a), 1'injection
de V dans H étant compact , et a une forme h.c.c. sur V. Notons A
1'opérateur de domaine D(A) associé a cette situation. Le spectre de A
est constitué d'une suite de valeurs propres Xj, réelles, positives,
tendant vers +®». On répete ces valeurs propres conformiment a leur multi-
plicité, et on ordonne ia suite Xj de maniére'qu'elle soit croissante. Il
existe une base hilbertienne (@j) de d, constitnée de vecteurs propres de

A, formant un systeme orthogonal dans V, pour a, telle que
[ee] [oe)

2
V: = O . 7\.. . = @ .
{u jél uJ@J/ ;L1 JIqu a(u,u) < +w}

Posant K_ = {u € v/a(u,u) < 1}, on en déduit

-1/2
(2) d (K ,H) = (xn+1)

ce qui n'est autre que la formule de Courant-Fischer([1],[6]).
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On introduit donc la notation suivante : si K est une

partie bornée, d'un espace de Hilbert H on pose

N(A;K,H) = YN 1

xdi(K,H)zl

(On omettra parfois le H).

N(A,K,H) est fini pour tout réel A, si et seulement si

K est relativement compact dans H.

Revenant a la situation variationnelle on voit que

N(K,Ka,H) est le nombre de valeurs propres de A, inférieures a A.

§ 2. DECOMPOSITION DE N(A)

Soit (2, un ouvert quelconque de R™. On suppose donné un

espace de Hilbert V, inclus et dense dans LZ(Q), tel que :

k k 2
Hcomp(Q)c;, Vs Hloc(Q) N L@

On note Q%XV) 1'ensemble des formes integrodifférentielles

a, h.c.c. sur V

a(u,v) = f 2::: a (x)DauDB? dx
Q Ialsk Otﬁ
||k
avec ‘{aaﬁ e c% sila| = |B] =k
a . €L (@ silal+|pl<2k .

ap loc

Si U est un ouvert inclus dans Q, on définit
V(U) = {uev/u(x)=0 ppx € Q-U}.

I1 est clair que V(U) est un sous espace fermé de V, et

que si U est régulier et relativement compact dans Q, V(U) = Hg(U).
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Pour a dans Jf(V) on pose : Ka(U) = {ue v(v)/a(u,u)=<1}

Pour s réel > 0O, on définit

N (U,a) = lim sup ALK (D), 12(D) .

At

NJ(U,a) = lim inf ALK (D), 12(0) .

A= 400

et enfin

+ £
Bs(a) = Inf N (Q -U,a).
U &0

On note p_ la mesure de densité pé(x)

pé(x) = (2n) Mmes{g/ jz:::

(xz% P11,
lal=]p|=k

a
ap
Avec ces notations on peut énoncer

Théoreme : i) L'injection de V dans LZ(Q) est compacte, si et seulement

si, il existe Q ;&= Q, tel que 1'injection de V(Q-fal) dans L2(Q) soit
compacte.

ii) Si 1'injection de V dans 12(Q) est compacte, alors :

+

N;(Q,a) = 4™ si s < m/2k
+ +
N;(Q,a) = B;(a) s (@) s = m/2k
s > m/2k
+ +

N (Q,a) = B (a)
S S

. s s 2.
Remarque : On peut remplacer les fonctions A~ considérées par des

'
fonctions '"'ne croissant pas trop vite', XS(Logk) S par exemple.

Le point 1) est facile. On suppose donc que l'injection
de V dans LZ(Q) est compacte. Soit Q, un ouvert régulier (variété a bord
de classe Cw)+tel que Q,&=Q; soit Q, = Q - 5&. On déduit facilement ii)

du fait que N;(U,a) est une fonction croissante de U, et des relations
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2 m/2k
(3) NOLK (@),L7(0)) ~2 ua(Ql)
s ¥ ¥
(4) NS(Q,a) = NS(Ql,a) + Ns(Qz,a).

Soit Q' tel queial c Q' cQ'c Q. En approchant a e-pres
la forme a par des formes a de V), a coefficients ¢” sur Q', uniformé-
ment sur Ka(Q), on se limite a prouver (3) et (4) dans le cas ou les
coefficients de a sont € sur Q'. Dans ce cas (3) est connu, ainsi qu'on

1' a signalé dans 1'introduction. Pour démontrer (4) on pose :
Vo = V(Ql) <) V(Qz); Ko = {u e Vo/a(u,u) < 13.

Vl sera 1l'orthogonal de Vo dans V, pour a et K1 la boule unité de V1 pour

a.

Les espaces V(Ql) et V(Qz) étant orthogonaux pour a et pour

le produit scalaire L2(Q) on a :

N(X,Ko) = N(A,Ka(al)) + N(?\,Ka(Qz)).

Comme d'autre part K c Ka(Ql) on a, compte tenu de (3)

Né(Ql,a)4-N;(Qz,a) = lim sup A~ ° N(A,Ko) < N;(Q,a)

(5
N, (Q,,a) +N_(Qy,a) = lim inf ?»_SN(?\,KO) < N_(Q,a).
Les espaces V0 et V1 étant orthogonaux pour a, on montre

que

2 2 2 2 2 2

dn i n (Ka(Q),L @) < dn (KO,L (Q))-+dn (Kl’L @)

o 1 o 1
et par suite
X

(6) N(A,Ka(g)) < N(Y_1 x,KO) + N(yx.Kl)(v>1)

On achevera donc la démonstration si l'on prouve que
m/2k). En effet on tire de (6)

[S]

+
- Y \S .. sup o
NS(K,Ka(Q)) < (Y‘l) lim 7 & N(K,KO) A
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Et en faisant tendre Y vers +®, on obtient les inégalités

inverses de (5).

On acheve donc la démonstration en prouvant

m-1

Lemme 1 : Avec les notations précédentes on a : N(k,Kl) = O(KZk)-

Soit I' = 3Q;. On définit les espaces X et Y :

k-1

k-1 . .
X= T] pe-3-1/2(py oy o g~3-1/2(ry
j=0

= J=0

Soit y 1'opérateur de trace de Hk(Ql) sur X,(y = Yo"'yk—l)' Soit v

1'opérateur de trace de Hk(Q2 nNQ'y sur X(v' = v ). Pour u dans

1 1
o Y k-1
Vona:vy.u-= (-1)J 'u.

YJ YJ

On démontre le lemme en construisant un opérateur de rele-

vement de trace R, de X sur V et de Y dans LZ(Q), et en utilisant les

1’
résultats d'El Kolli, qui montrent que :

a (X,¥) = o(n ety ([3))

Soit J#1'opérateur différentiel, a coefficients ¢” sur Q

025: E:::’(—1)|B| P aaﬁDa. On note encore

Ialsk
|Bl<k
B o B
al(u,v) = j z 205 D'u D'v.dx
Q
1
a,(u,v) = j s a . D%u pP7. ax
277 - ap ‘
Qg
On sait qu'il existe des opérateurs Bj’ et B&, d'ordre
inférieur a 2k - j - 1 tels qu'on ait
k-1
¥ u, ve %(51) al(u,v)—(c?ﬁ'u,v) = j Bju.y j?r'do
L2(Ql) =1 T
k-1
¥uc %(6), v 62(0') a (u,v)—(%u,v) = ZI B'u vy !'vdo
2 PRSI A

2
L (02)
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801t (A D(A )) l'opérateur associé a la s1tuat10n varia -
tionnelle (V L (p),a. Al est un isomorphisme de D(AO) sur 12 (). On a
de maniere ev1dente : pour u dans D(A ). A u _,ﬂh sur Q -T- Les théoremes

de régularité montrent que si u est dans D(A ), u & H n H (Ql

u ¢ B2 (Q"waz), si Q) ceq'ee ' On note"cj 1'opérateur y . Bj et on re-

marque que Tj est continu de D(AO) dans H‘]'rl/2

+1/2

A 1 — 1
(I'). De méme Tj = Yo'Bj

est continu de D(Ao) dans HI (n.

On en déduit les formules de Green

uebdDA), veVv: a(u,v) - (A u,v) (1 Uy V)
° 1 R A ;; L2 (p)

k-1
= Zl (T%HQY:}V)

u ¢ D(Ao) v € Hﬁ(Q") a2(u,v) - (Aou,v) 2

1%(n,) L2 ()

Soit maintenant 9q+ 9y = 1, une partition de 1'unité telle

que ¢, = 1 sur un voisinage de"d1

1

12 1 sur o - "

Pour v dans V, on a v = P,V + 95V, avec ¢,v € Hﬁ(Q"), et

95V € V(Qz) c V0 + Pour u dans D(AO) on a donc
a(u,9,v) = (A u,9,v)

Et par suite pour v dans V

k-1
a (u,v) - (A u) = 2; {(tlu,y!'v)
2 ° 2@y I3 L%

Posant Tj = Tj + (—1)315, on établit donc, la formule de Gre
k-1
¥ u € D(Ao), ¥vev:aluv) - (Aou,v) = Zl (TJ.U,YJ.V)LZ(F

T étant continu de D(A) dans gd + /2y .
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Soit g€ Y, g = (go,..,gk_l). On définit Rg par

k-1

¥ u€ D(A) (A u,Rg) = - <T.u,g.> . .
© ° L2(q) ;12;1 3773 g3+ /2 (pyeyim1/2(ry

Al étant un isomorphisme de D(Ao) sur L2(Q), il est clair

que Rg est bien défini, et que R est linéaire continu de Y dans L2(Q).

On a : Rg = tAgng‘ofz Lg est 1'élément du dual de D(A))  défini par
-1

Lg(u) = - <T.u,g.>.

8 j=1  J '€

Soit d'autre part, un relevement de trace S, quelconque

de X dans Hﬁ(ﬂ') C V. Soit P la projection de V sur V orthogonale pour

1’
a. I1 est clair que Po S est un isomorphisme de X sur Vl‘

Si g € X, soit u, = POSg. On a donc vy u =8 La formule de
Green montre qu'alors :

k-1

(A u,u,) = - (T.u,g.)
o1 ZI 37712y

I

(Aou,Rg)
puisque a(u,ul) = 0 pour u € D(Ao) CV, etu €v,.
D'ou Rg = PS g.

On a donc construit le relevement de traces désiré. On a

en fait transposé 1'opérateur Ao, et résolu un probleme du type

Au =0 surQ -T
yu=g¢cY
Conditions de trace sur 3Q 7.

§ 3. UN LEMME

I1 nous sera utile d'introduire la notation suivante : Si

E est un espace normé, on note SE, sa boule unité.

On va maintenant chercher des conditions suffisantes pour

que B;/zk(a) = 0. On remarque d'abord que cette égalité est une propriété
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+
m/2k
il faut et il suffit qu'il le soit pour une forme a de J2(V) et ceci est

de 1'espace V : pour que B (a) soit nul, pour toute forme a de UékV),

équivalent a la propriété suivante :

(7) Inf  {lim sup 2~/ 2k

N{A,SV(Q -5'1))} -0
QIC-CQ 1- 400

Pour montrer (7), on va donner des majorations des n-
diametres de SV{(Q - K) dans L2(Q); et pour V = Hg(Q) ou Hk(Q) on s& limi-

tera a trouver ces majorations pour le cas k = 1 grlce a ce qui suit.

Soit X un espace de Hilbert, et soient (Aj’D(Aj)) (j =1,..m)

[

. , , , . 1 ,
des cpérateurs non bornés, fermés dans X. Soit X~ un sous-espace ferme de

;% D(A.), muni de la norme
j=1 7
Il = e 3 gl

On a défini par récurrence pour k = 2

X* - {ue xk‘l/Aju ¢ x*1

muni de la norme

I T S P

j=1
On a :
Proposition 1 : Avec ces notations si lim sup nadn(SXI,X)S C, alors
n—>+oo
pour k < 1, on a
lim sup na(l_k)dn(SXI,Xk) < Cl_ky

n—+o

ou y est une constante ne dépendant que de k, 1, m et «a.

Démonstration : Soit T 1'opérateur de X1 dans (X)m+1 Tu = (u,Alu,..Amu)
k—l)m-l-]. _ Yk

T est une isométrie de X® sur TXk, sous espace fermé de (X
D'ou : dn(le,Xk) = a_(stx', X"
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k k
En considérant la projection orthogonale de Y sur TX", on

voit que
dn(STxl,TXh) - dn(STxl,Yk) < dn(SYl,Yk)

I1 est facile de voir, en approchant sur chaque composante

par un espace de dimension n, que

1k 1-1 k-1
A (me1) (SYHYD < d (8X777,X577).

Utilisant le fait que, pour h < k < 1, on a
d (sxb ¥ < a (sxh ¥ xa (sxK,x
n,+n, n, n,

on montre par récurrence sur (l-k), l'existence d'un entier Y1 tel que
’

a ., (sx',x5 s [an(sx!,01M7K

k,1

et on en déduit facilement la proposition.

§ 4. PROBLEMES UNIFORMEMENT ELLIPTIQUES

On garde les notations précédemment introduites. On énonce

Théoreme 1 : Soit Q un ouvert de Iﬂl, de mesure finie. On suppose que
V est un espace de Hilbert vérifiant

Hk

k
comp(Q) Sy VC»HO(Q) .

Alors pour toute forme a de JA(V) on a :

7tm/2k

N(X,Ka(Q))fv pa(Q).

Soit (31 <<=Q. Avec les notations de la proposition 1 prenant

X = LZ(Q-fGZ), x! - Hi(Q-al), Hﬁ(0451) est un sous-espace fermé de Xk, et

V(Q?ﬁi)C>Hg(Q—51). Donc, compte tenu de la proposition 1 et de (7), le

théoreme résulte de
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Proposition 2 : Il existe une constante C(m), telle que pour tout ouvert

m .
Q de R, de mesure finie on a :

lim sup nl/mdn(SHi(Q),Lz(Q)) < C(m)(mesﬂ)l/m

On obtient d'abord la majoration suivante :

Lemme 2 : Soit C un convexe de Iﬂl. Soient wl etrw2 deux ensembles mesu-

rables inclus dans C. Notant 6(C) le diametre de C, on a pour toute fonc-

tion f de Hl(C)

I If(x)—f(y)lzdxdy < 2m—1{6(C)}2{mes W
WX Yy

1 * mes wz}ICIDf(z)lz

On démontre ce lemme, en écrivant que pour f dans Cl(C)

on a : f(x) - £(y) Il <Df(tx +(1-t)y), x-y> nldt-
o R

Soit € > 0. On considere un pavage de lﬂlpar des cubes

Ja(aEZm) de cote g : J

I

o {x/lxj—eaj|<e j=1,...m}.

Soit A(e) 1'ensemble des o tels que J, NQ #£@ ; soit

A'(e) 1'ensemble des o tels que : mes(Ja nQ =z % mes Ja'

On note n(e) = card A'(g). On a donc

(8) e”.n(e) < 2 mes Q.

Soit En(e) 1'espace de dimension n(e) engendré par les

fonctions caractéristiques 1J (a€Ar (e)).
a

Pour f dans 2(Q) et a dans A'(e) on pose :

1

£ = jJ f(y) .dy.

mes J
o o

On déduit du lemme 2

|2 m 82“1””2

< 2 N a € A'(g)
H (J )

lf-E;
125
a



XXI.13

Si a € A(e) -A'(e) en prenant dans le lemme 2, w, =Q J_,

Wy = CO FlJa, compte tenu de la définition de A'(e), on a :

|£]2 < 2™ 2 ||g
L2(Ja) Hl(Ja)

D'ou 1'on déduit : dn(e) (SH%,(Q),LZ(Q)) < 2m/2.e < 2",
On a alors : N(K,SHi(Q),Lz(Q)) < n(2-m 27172y < 4 mes Q.Xm/z d'apres (8)

On en déduit alors , la proposition.

Exemple : Soit (2, un ouvert de mesure finie. Soit d(x) la distance au bord.
Soit a :

a(u,v) = j Du.Dv + 5 a(x) "% uv (a €R_)
Q Q

Soit V 1'adhérence de 9 (Q) pour a. On a bien :
Vca-Hi(Q). L'opérateur différentiel est ici : - A + a(x) "

Nous allons maintenant expliciter la condition (C)

annoncée dans l'introduction.

Soit Q un ouvert borné de I@l, possédant la propriété du

segment suivante :

I1 existe un recouvrement 0‘_j (j=1,...N) de 3Q, des vecteurs
hj’ tels que pour tout x de Ojﬂ Q et pour tout t € [0,1] on ait
X +‘thjE Q.

Pour ]x—yl assez petit, x et y dans Ojﬂ Q, il existe un
réel s tel que le segment [x+—shj, y+-shj] soit inclus dans Q. Soit
Sx v 1'ensemble des tels s. On pose
’

o(x,y) = Inf (2s|h, |+ |x-y]).
h
sSES
xy

2s|hjl+-|x-y| étant la longueur du chemin joignant x a y dans Q, union

des segments [X,Xi-shj],[X4-Shj,y'+ shj] et [y+shj,y].
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Théoreme 3 : On suppose qu'il existe une constante K telle que

p(x,y) < K|x-y|.
Alors si V est un espace de Hilbert tel que

k k
Hcomp(ﬂ) & VesH(Q)

pour toute forme a de Jf(V), on a :

m/2k. p_(Q).

Notons Q, = {x e Q0 / a(x,3n) < &}.

Comme pour le .théoreme 2, cela résultera de l'estimation :

il existe une constante C telle que pour 6 assez petit, on a :

lim sup nl/m dn(Sﬂl(Q),Lz(Qb)) < C(mes 06)1/m

n— -]

La démonstration est semblable a celle de la proposition

2, L'équivalent du lemme 2 est ici.

Lemme 3 : Il existe des constantes €, K' et C telles que si w ~ Oj Q,
et &6(w) < €, On a pour toute fonction f de Hl(Q)
J |£(x) - £(y) |%axdy < C. mes o (6(w))?2 Hf\l21 .
WX W H (I'(w)

ou I'(w) est 1'ensemble des points z de Q tels que d(z,w) < K'.5(w)

On montre que pour f dans CI(Q), f(x) - £(y) est 1l'intégrale
de Df sur un chemin joignant x a y. En fait si 8(w) est assez petit, il
existe s réel, tel que s soit dans Ser pour tous les (x,y) de wx w. On

prend le chemin associé. On remarque que de plus on peut prendre s < K.&6(w)

a8 . m ag 2
On considere une partition de R par des cubes de cétés ¢,

(Ja). Le nombre des cubes coupant Q est n(e). Sur chacun on approche f
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par sa valeur moyenne, et grice au lemme 3, si ¢ est assez petit, en re-
marquant qu'un point z ne peut appartenir qu'a un nombre borné de

F(Q6 N J,), on montre que
d (su' (@, 12@o) = c.e
n(e) ’

On remarque e™n(e) ~ mes 5; et puisque 1'hypothese
implique que 3Q est de mesure nulle, on conclut comme pour la proposition
2.

Le théoreme est encore vrai, si Q est localement difféomor-

phe, a un ouvert satisfaisant les hypotheses du théoreme.

§ 5. UN EXEMPLE DE COMPORTEMENT IRREGULIER

Si 0 est un ouvert, possédant une infinité de composantes
connexes, l'injection de Hl(Q) (1>k) n'est jamais compacte. On va

étudier quelques ouverts pour lesquels (1) est fausse.

Soit Io 1'intervalle ]0,1[. On- considere une suite d'interval-
les I (n=1,...), disjoints, de longueur e, inclus dans Io' Pour B 2 O,
on définit

QB= {(x,y) € R®/ x ¢ I ,0<yc< 1+Z n"3.1I (x)

n=1 n

On note f(A) 4 g(A), pour dire qu'il existe deux constantes
0< cs C< +o, telles que cg(A) < £(A) < Cg(A). On a :

Théoreme 4 : Soit a le produit scalaire usuel de HI(QB). Alors :
i) B =0 1'injection de Hl(QB) dans L2(QB) n'est pas compacte

i) 0<p<1/2 NOLK @) 2 A 1/2B
iii) p = 1/2 N(X,Ka(QB))zb A mais
N, (@

13,a) > pa(QB) et Bz(a) > 0

iv) B > 1/2 N(?»,Ka(QB)) ~ A pa(QB).
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Le point iv) se démontre par une adaptation de la démonstra

tion du théoreme 3.

— . — -B
On note J =1 xI ; J = I x Ji,1+n °[.

Soit V(J ) {ue Hl(Jn)/ u(.,1) = o dans H/2 (1)} pour

n=0,1... On identifie V(J ) a l'espace des u de ul «Q ) nuls sur Ql3

Soit V 1!ensemble des u de it Q ) tels que u(.,1) = O dans H

a : =& V(Jn)
o

1/2

R, de H'/(I )

1/2(%)

la somme étant orthogonale dans ul (Q,) et dans L2(Q ).

B

On en déduit :

e}

N(A,SV) = Zo N(A,SV(J))).

D'autre part, il existe un opérateur de relevement de trace
dans HI(QB) et de H-l/z(Io) dans L2(0‘3). Soit W = RHI/Z(IO).

On a donc : Hl(QB) = Ve W,

(9

P 2
i s (V .y
défini par ( (Jp), L (Jp), (.,.)

(10)

si <1, ¥ v

Utilisant les résultats d'El Kolli ([3]) on montre que :

1/2 -1/2 -1

2
dn(SW,L (QB)) < ca, (sH (r),H (10)) < Cn

Connaissant les fonctions propres du probleme aux limites

1 ) on montre que pour p = 1.

| H (Jp)
fN(x,sv(Jp)) < Zi\? ep.p“B + TV P’ + 1/2] +vi;7il
{ M(X;SV(JP)) > -{‘;— ey PP \/;il’ - 1/2
\N(K;SV(JP)) =2 [ VX P + 1/2]

o

Posons Mv(p) = 2: [pP_B+1/2]. On montre que :
p=V+1

M, (k) ~ pl/ﬁjl/z [+P . 1/2]at.
(o]

On en déduit, utilisant (10) et 1'estimation . .
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A
M(A,SV(JO)) ~ - mes J

4
sip=0 N(A,SV) = +w A > 4n2
/26 <1/p M2 -p
0< B<1/2 N(A,SV) ~ A FPL [T e 1/2]at
(o]
_ mes Qp 1 el . -1/2 _
B =1/2 N(A,SV) v A== 4 > jo [t +1/2] at

Ces estimations jointes a (9) démontrent le théoreme 4.
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