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Si H est un polynôme à coefficients constants, homogène
de degré t, et hyperbolique, la caractérisation des polynômes P de degré
~ t - 1 tels que H + P soit encore hyperbolique a été faite par Svenssonn

~22~ et par Chaillou ~3~ qui, dans le cas de la multiplicité localement

constante, donne des critères très explicites sur la géométrie des cônes

hyperboliques.

Si h est un opérateur différentiel sur une variété E, le

problème se pose différemment car une condition analogue à la définition

d’un polynôme hyperbolique à coefficients constants n’est pas invariante

dans un changement de coordonnées locales. La recherche d’une définition

de l’hyperbolicité par des conditions de nature algébrique sur la forme

de l’opérateur, équivalentes à la nature bien posée du problème de Cauchy
dans des espaces convenables reste donc un problème ouvert.

L’utilisation des ondes asymptotiques dans l’étude de la

nature bien posée en C d’un problème de Cauchy non caractéristique a été
faite par Lax ~141, et la construction d’une "fonction de Riemann" utili-

sant les mêmes techniques a été faite par Ludwig [17J. Plus récemment, et

toujours dans le cas des systèmes, Vaillant C24~ a montré que l’hyperbo-
licité forte est équivalente au fait qu’un "problème de Cauchy asymptoti-
que" est bien posé.

L’idée que l’hyperbolicité d’un opérateur peut-être carac-

térisée en étudiant des problèmes de Cauchy formels est donc naturelle.
C’est cette caractérisation qu’on va exposer ici.

§ 1. DECOMPOSITION D’UN OPERATEUR

. Soit E une variété différentiable de dimension (n+ 1) qu’on

supposera, pour fixer les idées, réelle et de classe C . Soit h un opéra-
, 

IX)

teur différentiel C sur E, d’ordre t au voisinage de a E E, de symbole

principal H.
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1) Facteur du symbole principal au voisinage de a

4~ 
Soit n 

0 
une sous-variété ouverte de E contenant a, et

K : T (Q )--]R un champ de tenseurs contravariants, symétriques, Co

et d’ordre s. On note v le plus grand entier tel que sur une sous-variété
ouverte D de E, contenant a, on ait

(pour x f ixé, K(x;q) et sont des applications polynomiales
3 

’

de T dans TO.

Définition 1.1 : : Si 1, on dit que K est un facteur de H au voisinage
de a, de multiplicité v .Î o

On suppose que x K(x;q) n’est l’application polynomiale
nulle pour aucun x de 0; et que 0 est un ouvert simple.

2) Décomposition de h par rapport à un facteur de H.

Définition 2.1 : On dit que deux opérateurs différentiels hi et h2 sont
congrus modulo p au voisinage de a (notation h2) si leur différence

p

est d’ ordre s p -1 au voisinage de a.

Cette relation est une relation d’équivalence telle que

(on note e(k) l’ordre de k)
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. Si K est un facteur de H, de multiplicité v y il existe

L09 champ de tenseurs C , contravariants et symétriques, d’ordre t-sv y
o 

, 
o

tel que sur T*(n) on ait

Si k et lo sont deux opérateurs différentiels sur Q, de symbole principal

respectif K et L , y on a
o

v

Soit X1 = h - 1 0 (k) 0. Si X. est d’ordre (t - 1) sur un voisinage de ay on

refait pour ,1 l’opération effectuée pour h, et on trouve 1 et v. i ..-r1 -- 1 v 1 ,r

Sinon, on prend Il = 0 et vi aussi grand qu’on veut (on

convient que vi = +00) et la même formule est valable en convenant que
" 

= 0. Apres un nombre fini de telles 1 oh trouve11(k) = 0. Après un nombre fini de telles opérations, on trouve

Définition 3.1 : Une telle somme est appelée une décomposition de h par

rapport à un facteur K de H, au voisinage de a.

Remarque : Bien que la notion de décomposition soit intrinsèque, il n’y

a pas, dans le cas le plus générale de manière "canonique" de l’effectuer, y
et les nombres vl,v2... peuvent varier suivant la décomposition comme le
montre l’exemple très simple suivant :

Suivant qu’ on prend 1 (D) = Do ou 10 ( D) _ Do + 1, on trouve ou

vi = . On peut associer à une décomposition de h, trois nombres, m, r. o

et li définis de la manière suivante
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Ces nombres ne sont pas, en général, indépendants de la décomposition choi

sie. Il y a cependant un type de décomposition qui est canonique, et qu’on
va étudier dans le paragraphe suivant.

3) Opérateur bien décomposable par rapport à un facteur K de H.

L’intérêt de cette notion apparaîtra surtout dans le para-

graphe 3.

Définition 4. ~. : Une décomposition de h par rapport à K est appelée une

bonne décomposition si m = vo. .

On a alors pour tout r s t, v v - r, et on peut écrire,
r o

en modifiant éventuellement les 1
r

Théorème 1 : Si h possède une bonne décomposition par rapport à un fac-
teur K de H, toute décomposition de h par rapport à K est une bonne

décomposition. On dit alors que h est bien décomposable par rapport à K.

On sait que h peut s’écrire sous la forme ci-dessus.

Considérons une seconde décomposition de h par rapport à K

On a évidemment v = v (c’est la multiplicité de K dans H) . On veut
0 0

prouver que pour tout v -r.
r o

Pour r = 0 le résultat est évident ; supposons-le prouvé
pour 0,..., r - 1, et démontrons-le pour r. Si r v , c’ est banal, sinon

o
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en modifiant éventuellement les 1 
p 

pour p _ r-1, on peut écrire

On va prouver l’existence d’un opérateur différentiel r tel que

et le résult at en découlera puisque K n’est plus en facteur dans Lr. On

montre d’abord un lemme.

Lemme : Si a est un opérateur différentiel contenant p facteurs k

1

(6(a) est le degré de a).

On montre le résultat par récurrence sur p pourp fixe) . Si p  (3y on

prend a = 0. Si on suppose le résultat établi pour 0, ... ,p-1, on le

démontre pour p. On écrit a = al(k)~’, y avec ~’ le plus grand possible ;
on va faire une récurrence descendante sur j3’ (à partir de ~’ = p) .

p ~ on prend a - a Si on suppose le résultat vrai pour
p; +1, on le montre pour Pl ° = p -1. Il reste dans aI 1 facteur
k, et on écrit a1 = a2 k b , avec b ne contenant pas de facteur k.

On a alors a = kp 1 + a 2 bk p-1+1 ([k,b] = kb - bk) . Le premier

opérateur de la somme est d’ordre 9 (a) - 1 et contient (p - 1) facteurs k

(et (~(a)_1) _ (p- l-j3) = e(a)- (p-(3)) .

Il existe donc, d’après l’hypothèse de récurrence sur p
3

un opérateur a1 tel que

Le second opérateur de la somme est de degré 0 (a) , contient p facteurs k,

dont P-1+ 1 à droite. D’après l’ hypothèse de récurrence sur il existe
~(-

a2 tel que
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oi 3c ~
Le choix a = al + a2 assure la conclusion.

Une conséquence immédiate de ce lemme est que, pour p r,
$-

il existe . 
P 

tel que

un produit de p-opérateurs k et de (v o -p-p) opérateurs (k-É) dans un

ordre dépendant de i. Il suffit alors d’appliquer le lemme.

. On obtient le théorème en prenant

§ 3 RECHERCHE D’ UNE ONDE ASYMPTOTIQUE NON NULLE

1) 0pérateurs associés à h sur une hypersurface donnée.

Si q est une fonction C au voisinage de a, il est bien

connu ([1] ,[12]) que, si y est C au voisinage de a

(Cette propriété, et surtout sa réciproque, ont été à l’origine d’une

théorie des opérateurs pseudo-différentiels [12]). Pour y donnée,
est un opérateur différentiel d’ordre £ r sur une sous-varié-

té ouverte de E contenant a (on le notera c16~). En particulier
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est la multiplication par la fonction x ~, H(x; grad (p(x)) et

l’expression dans une carte locale est

avec p a ( x) ~ aH a (x ; ~ grad et p est le coefficient de 
qa

dans Enfin.Kt(y) = h. On verra dans 1 a suit e que.lesK r( )
peuvent être considérés, pour les problèmes qu’on veut résoudre, comme

des "approximations" de h sur les hypersurfaces d’ équation y(x) = Cte. ,

et c’est l’ordre de multiplicité de la caractéristique y qui déterminera

l’opérateur Xa (y) prépondérant .

Enfin, si f est une distribution sur un voisinage de 0 dans

R, et y de classe C au voisinage de a, telle que (p(a) = 0 et grad y(a),JO,
on peut définir une distribution qu’on notera abusivement (f 0 tp) sur une

sous-variété 0 de E contenant a .

Alors si y E COO(Q) , / un calcul en coordonnées locales montre

que

2) Onde asymptotique

Définition 1.2 : : Soit (f ) . une suite de distributions sur un même201320132013201320132013201320132013201320132013 J J
voisinage de 0 dans ]Ry telle que pour tout j E Z, on ait f = f...

M 
i j-

Soit y une fonction C au voisinage de a telle que j&#x3E; (a) = 0 et grad y(a)/ 0.
Soit (yj)jEZ une suite de fonctions COO sur un même voisinage de a, telle

je

que Yi = 0 pour presque tous les j  0. On appelle développement asympto-

tique une somme formelle

. On définit de manière évidente le développement asymptoti-

que nul, y l’égalité, la somme, le produit par une fonction C au voisinage
de a. Si h est un opérateur différentiel sur E, on convient de le prolonger
aux développements asymptotiques en posant
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Cette définition, qui peut paraître arbitraire, prolonge très naturelle-

ment les résultats valables quand la série converge dans 9 1 (n) si on

tient compte de (1).

Définition 2.2 : Une onde asymptotique est un développement asymptotique

y tel que h(y) = 0.

3) Recherche d’une onde asymptotique non nulle

On cherche une onde asymptotique

équations qui définissent les Yi sont.

En particulier la première équation 0. Si on veut que

YO(a) / 0, il est nécessaire que q soit solution, au voisinage de a, de

Afin d’être assuré de l’existence d’une telle fonction, on supposera qu’il
existe un facteur K de H, au voisinage de a, tel que l’équation K(a;q) = 0

possède un zéro réel simple non nul, q.

Il existe alors C au voisinage de a, telle que

K(x, grady(x) )= 0, avec grad (j3(a) = q0 / Oy et q(a) = 0. On a alors

0. Si m(y) est le plus petit entier a tel 0, Yo est

déterminé par

Pour résoudre cette équation on va considérer une

décomposition de h par rapport à K, et imposer à y une condition supplé-
mentaire ((3) relative à cette décomposition, qui ramènera le calcul de

Y° à l’intégration d’une équation différentielle ordinaire le long des
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bicaractéristiques (relatives à K) des hypersurfaces d’équation y(x) = Cte

t v

.. ’. 

Si E 
0 

1 (k) r est une décomposition de h, on a, avec des

notations évidentes.

Si a  m, dans chaque terme de cette somme des est nul. donc

0. Si a = m, on trouve

On a donc m ~ m(y) . (En général 0 et on a m(y) = m, et

est d’ ordre m - r ) . 
0

o

On fait l’hypothèse qu’ il existe r0 E 6 tel que

L ro (cp) ( a; q°) 0 et que L r (x; grad o(x» 0 au voisinage de a, si r E ,,
r q) ’ 

r 
’ 1 ’ ’

et r  ro(cp) . Km(y) est alors vin opérateur différentiel d’ordre

m - r 0 (~) = ~(~). On suppose encore p(q) » 1, sans quoi KM yoi = 0

aurait pour seule solution Y 0 = 0 (C’est le cas de l’équation de la cha-

leur par exemple) . h 1(y) est la dérivation le long de bicaractéristi q ues
(relatives à K) des hypersurfaces d’équation y(x) = Cte. Y 0 étant

calculé, on obtient facilement les coefficients suivants Y i

Théorème 2 : Si un facteur K de H est tel que l’ équation K(a;q) = 0

possède un zéro réel simple non nul qO ¡ 0, il existe vérifie la

condition (É5) ) une onde asymptotique non nulle pour h. La phase de l’onde

est solution de K(x; grad y(x» = 0 et vérifie grad y (a) = q°. Les
coefficients yj s’obtiennent par l’intégration de la même équation diffé-
rentielle (au second membre près) le long des bicaractéristiques des hy-

persurfaces d’équation = Cte.
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Rema Si on prend au voisinage de a des coordonnées locales telles

que cp(x) = x° ~ et qu’on calcule h(y ~ on voit que t -m(y) est le
nombre de dérivations par rapport à x° dans l’expression de h dans cette
carte locale. Ceci permettait encore de prouver facilement que m £ 

En effet dans k il y au plus 8 (k) - 1 dérivations par rapport à x., donc
v o

dans 1 (k) r il y a au plus t -r- v s t -m dérivations par rapport à x , yr r 0

donc t - m( q)  t-m. 

4) Applications à des problèmes de Cauchy caractéristiques dans le cas

analytique.

On peut appliquer le théorème 2, y dans ce cas analytique,
et avec une condition de bonne décomposition, à la démonstration de

l’existence de solutions nulles, c’est-à-dire si S est une hypersurface

caractéristique "suffisamment régulière" et multiple, on montre l’existen-

ce d’une solution analytique de chaque côté de S, nulle d’un côté de S,

et d’une classe donnée d’avance à la traversée de S ([7]) . On peut aussi,

avec des calculs analogues à ceux qui précèdent, démontrer des théorèmes

de type Goursat-Beudon (~6~ ) .

§ 3. PROBLEME DE CAUCHY ASYMPTOTIQUE

1) On appelle problème de Cauchy asymptotique le problème suivant.
Q étant une hypersurface donnée, passant par a, d’équation locale XO = 0,

on se donne t développements asymptotiques sur Q (g°,.°.,gt _ 1) de phase

B)/. On cherche y, somme d’ondes asymptotiques pour h, dont les phases
ont pour restriction à Q la phase des g , et telle que, pour a _ t

a

a 
a

On suppose qu’il existe une décomposition H (H s) S au voisinage de a,
"q o-1 

--

telle que l’équation en X.

possède T racines réelles distinctes X1.
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2) Idée de la démonstration

Si y1 est la phase d’une onde asymptotique pour h, on doit

avoir

On associe à chaque À 1 une phase y1 telle que .2.ï,1 (0) = À 1 et

ax 0
Y(O,xl) = On a ainsi toutes les phases possibles. On suppose que

chaque y1 vérifie une condition du type (~).

On cherche y sous la forme

¥ j  0 : y1 i = 0. Le calcul d’identification des données de Cauchy donne

(on note f la restriction à Q d’une fonction définie sur E, et les ’ 
a,l

sont des fonctions connues, indépendantes de j ) .

On sait que les Yi sont déterminées par des équations d’ordre
1 _ ~, 1 . Cette remarque et la forme de l’équation (6) conduisent à pren-

dre comme inconnues les fonctions 9 pour 1 = k = 

On écrit alors l’équation

et aile système des t équations linéaires (Aj,..., Ai- ). Soit t’ le nom-
o t 1

bre des inconnues. On a

On montre ([7]) que le déterminant des t’ premières équations est égal à
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donc est 1 0 au voisinage de a. Ce déterminant généralise de façon
naturelle le déterminant de Vandermonde correspondant au cas classique
où toutes les caractéristiques sont simples.

On résoud par récurrence, en commençant par exemple à

j = -t, les différents systèmes et on obtient finalement le théorème

suivant :

Théorème 3 : Sous les hypothèses du 1) le problème de Cauchy asymptoti-
que possède une solution et une seule quelles que soient les t’ premières
données, à condition que les (t - t’) dernières aient une valeur imposée.

Remarque 1 : 1 étant donné, on note s(l) le s tel que À1 soit racine de

H ( 0 ~ Xl, grad w(o» = 0. On voit qu’on a t’ = t si et seulement si pour

tout = 
9 c’est à dire si h est bien décomposable par rapport à

chaque H 
s 

et si pour tout 1, r 0 (~l) = 0. En fait cette condition est su-

perflue grâce à l’hypothèse (A) , y et finalement t’ = t équivaut à h est

bien décomposable par rapport à chaque H . (On dira en abrégé h bien
s

décomposable) . On a donc le corollaire suivant :

Corollaire : Sous les hypothèses du 1) , / le problème de Cauchy asympto-
tique possède une solution et une seule quelles que soient les données

de phase B)/ si et seulement si h est bien décomposable

Remarque 2 : Pour résoudre le problème avec des données de phase quel-
conque, il est nécessaire et suffisant de supposer que

est strictement hyperbolique par rapport à la forme tangente en a à Q.

Remarque 3 : Le théorème 3 (ou plutôt son corollaire) montre l’importanc
des opérateurs bien décomposables. On donne dans le paragraphe suivant

une caractérisation algébrique très simple de ces opérateurs.
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§ 4. OPERATEURS BIEN DECOMPOSABLES

Théorème 4 : S’il existe une sous-variété ouverte n de E contenant a,
-11~

telle que sur T (D)

avec pour tout x E 0, 9 les applications polynomiales q H (x;q) sont première
- 

, 
s

entre elles deux àdeux, on a

h bien décomposable par rapport à chaque H s e*

Il existe des opérateurs diffbrentiels 

sur Q tels que

avec pour r ~ t

(on note ~p3+ -= p si p à 0, et 0 sinon) .

. On montre que si h est bien décomposable par rapport à

chaque H , il s’ écrit sous la forme annoncée.
s 

Soient des opérateurs différentiels de symbole

principal respectif H1, ..., On ,ra construire les 1 r par récurrence sur
r. On prend 1 o = 1. Supposons le résultat établi pour 0,..., r-1, et

montrons le pour r. On pose

- ~ -, ~ ,

On va prouver que pour tout s, il existe y r s tel que

ce qui suffira glace à l’ hypothèse que les H (x, q) sont premiers entre eux
s .

deux à deux. Si s est tel a s £ r, on prend y 
r, s = À r y sinon on procède de

la manière suivante, h est bien décomposable par rapport à H , y donc il
s

existe ~ r~ s tel que
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, un opérateur différentiel d’ordre (t - p) con-

On obtient le résultat demandé en prenant

Rema L’adjoint d’un opérateur bien décomposable est évidemment

bien décomposable.

§ 5. A PROPOS DE L’HYPERBOLICITE

Si h est un opérateur différentiel à coefficients constants

sur E = on montre [7J, en utilisant une caractérisation donnée dans

~3~ des polynômes hyperboliques à multiplicité localement constante que :

Théorème 5 : h hyperbolique et H à multiplicité localement constante
6 a

équivaut (si H = n (H ) s est la décomposition de H en un produit de
s=l 

s 

, (1
Vu:i-ssances de facteurs irréductibles) a m H strictement hyperbolique

’ s=l s
et h bien décomposable par rapport à chaque H .

s

Dans le cas de 2 variables, Mme Lax [141 a montré que le

problème de Cauchy est bien posé en C , si H est hyperbolique à multipli-
cité constante, et si h est bien décomposable.

Pour un nombre quelconque de variables, mais avec des ca-

ractéristiques au plus doubles, Mizohata et Ohya [18J ont montré que le

problème de Cauchy est bien posé dans des espaces de Sobolev convenables,
en imposant une condition de Lévi qui n’est autre que la condition

"bien décomposable" exprimée dans une carte locale. Dans un article plus

récent, Ohya [191 examine le cas des caractéristiques triples et annonce
la publication des démonstrations dans un article à venir. Strang [20]
et Strang-Flaschka L211 étudient le même problème avec des conditions

équivalentes.
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Tout ceci rend naturelle l’idée de définir les opérateurs

hyperboliques (au voisinage de a) à multiplicité constante, comme les

opérateurs dont le symbole principal est hyperbolique à,multiplicité cons-

tante, et qui sont bien décomposables. Plus précisément, on suppose qu’il

existe un champ C de covecteurs x, définis sur un voisinage ouvert de a

(noté n&#x3E; , tel que 0 pour tout x E 0, et que

Il résulte alors d’un travail de Matsuura [13J dont on peut

simplifier passablement la démonstration, et améliorer un peu les

conclusions, que H se factorise sous la forme

-

avec n H ( a, q) strictement hyperbolique par rapport à n ( a) . L’hypothèse

h bien décomposable est relative à cette factorisation de H.

Chazarain [4] généralisant les résultats de [9] a montré
, , , 

co

depuis que le problème de Cauchy est bien posé en C et dans des espaces

de Sobolev convenables pour ces opérateurs. La construction des noyaux
des opérateurs qui résolvent le problème de Cauchy se fait avec les mêmes
calculs que ceux du problème de Cauchy asymptotique.

Remarquons pour terminer que cette notion d’opérateur bien

décomposable n’a pas sa seule utilité dans des problèmes hyperboliques,
et peut aussi, y dans la cas analytique, servir à la résolution de problèmes
de Cauchy avec des données analytiques sauf sur une sous-variété où elles

présentent des singularités Cette idée, issue de [17J, a été reprise dans

[10J pour un opérateur à caractéristiques simples, généralisée dans ~253
au cas d’un système à caractéristiques simples, puis simultanément dans
~,11! au cas des caractéristiques doubles, et [8J au cas des caractéristi-

ques de multiplicité quelconque mais constante, toujours pour un opérateur
bien décomposable.
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Plus récemment, un problème analogue a été résolu dans ~5~
pour un système fortement hyperbolique avec les ordres de Leray-Volevic
utilisant une caractérisation donnée dans [24J de tels systèmes. Enfin,
dans le cas où il existe des facteurs invariants doubles dans un anneau

localisé convenable, la généralisation du résultat précédent a été faite

dans [2J en utilisant une condition qui généralise la condition de Lévi

aux systèmes, portant sur le symbole sous-caractéristique. (Cas ILb de [23
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