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IX.1

Définition 1 : Soit (Bi)iEI une famille d'espaces de Banach. On définit

B par : .
/ . .
B = {(fi)iEI’ £ €B., il existe M tel que HfiH < M pour tout i€I}.
on pose 1(£) gl = vim Il 1, I, (1),
9

9] étant un ultrafiltre non trivial sur I.

Soit

Par définition 1 ultraproduit TTiEIBi/w des espaces (Bi)iel suivant

Al
1'ultrafiltre ¥ est le quotient B/M.

Proposition 1t : 7T
i€l

Bi/m est un espace de Banach.

A
Démonstration : Il est clair que (1) définit une semi-norme. B/X est

donc normdé.

. . sy 2 n 1 .
Soit une suite (fril)iET d'éléments tels que H(fi)ieI | = ;;.Il suffit

A ’
de montrer que la série I (f?). converge dans B/M. A fixé, on peut
nEN el n

trouver (g?) ~ (f?) (mod M) avec Hg?” < ——— pour tout i. (prendre
p)

) 1
g? = 0 si Hf?“ >

).
2n—l

1
g? = f? lorsque Hf?“ < EFTT’

n
Alors pour tout i, on pose g, = z g?, g.€B. et %(fk) converge vers

nEN 1771 i’iel
(g.) uisque ;( k) ~ Z(fk) modulo M cqfd.
gi/ier> PUISA ) €ilier S ilier : L4s=

L'exemple d'ultraproduit qui suit nous sera utile. Soit B un Banach.
> 1  ensemble des parties finies de B; si P € , soit BP le sous-espace

de Banach de B engendré par P



IX.2
Sur ©, on considere un ultrafiltre % tel que pour tout P,

{p',P'epP, PDP} € 9.

Proposition 2 : Avec les notations ci-dessus, il existe une isomé¢tirie

(canonique) B - Tr B. /9.
PeR TP

Démonstration : Soit x € B. Posons

M

= (XP) ou X, = x i x € B

pPep P P

xp = 0 six £ By.

L'application x = % est clairement une isométrie.

Définition 2 : Soit C une classe d espaces de Banach,

a) C est dite stable par sous-espace si B € C et C sous-espace de B
implique C € C.

b) C est dite stable par isométrie si B est un Banach tel qu'il existe
C €C et une isométrie de B sur C alors B € C.

c) C est dite stable par ultraproduit, si (Ci)iEI é¢tant une famille
quelconque d'éléments de C, IEIBi/M € ¢, pour tout ultrafiltre %Y.

Exemple de classes stables par sous-espacc, isométrie, ultraproduit.

1- ¢ = {sous-espace de R", n fixé} (trivial)

o

2- C

il

- 2]
{classe L~ des espaces de Hilbert)

9
1/9 des ultrapuissances de B} (facile).

3- Soit B un Banach, C = {B
Théoreme 3 : Soit C une classe d'espaces de Banach. Les conditions
suivantes sont équivalentes.
1- C est stable par ultraproduit, sous-espace, isomdétrie
2- C est caractérisde par un ensemble [ de conditions du type.
< 1 < Y

¥x .. [(Hxi +‘3xj + ka, 1 i, k £ n) € Cn]

oii C_ est un cBne fermé de H' .



IX.3
i
La condition 2 signifie que C est la scule classe telle que pour tout
n-uplet (%1'"'Xn) d'éléments de B € C, toutes les conditions I' sont

. .
vrales.

Démonstration : 2 =1 est trivial.

Pour montrer que 1 —2,considérons 1l 'e¢nsemble I'' des conditions satisfaites

pour tout B € C du type suivant :

+ . | | _,’1 S . . - S
¥x .o ¥x (V[ dxi METIREE | £ bijk 1 1si.j,k, sn)
x

ou b,i,j,k € M (F peut etre vide, par exemple si C est la classe SL

@ L. . e
des sous-espaces de L ), et V significe la disjonction .

Soit C un Banach vdérifiant I''. Soit P = {01'"'0n} une partie finie de (.
11 existe alors un espace B € C, une partie finie {&13.. ’&n} de B telle
que

(2) o, + o, + o fl =[5, +3, +& [, 1 €< i.j,k <n

I'n effet s'il n'existart pas {ai,.,,,an} vérifiant (2), on aurait

(3) ¥x, o ..¥x (VII'x. + x. + x 1 < i,j,k. = n)h
n i j

. . L . P .

o ’ ] [s 2§ , h | K ¢ » E 2 < ’
Donec (5) serait une des conditions de T'' e¢lle serait vérifice par (
n).

P = { a, - .an} dtant fixd, soit Vp le sous-espace de Banach engendr¢ par

A

., o=

ce qui est faux (faire x. = v
i i

(axa”'v’an)"

Remarque : Toute rlasse C caractérisde par un ensemble de formules du type

n .
¥x ... ‘ ad x.
*1 ¥xn ( J.Z ' x1|3=1. m (m)
]_‘:1
ou (ag)j=1 est une matrice réelle , ext stable par ultraprodurt, -ous-
J="...m

espace et isométrie. Nous avons choisi des matrices les plus ample-
possibles pour d¢noncer le théorcme.

J

e e s . . , R |
vérifice si et seulement si 1'vne au moins des formules [[x.+x +X, =b |
] b 1k

~ . 1 - - B . .
C est-a-dire VHxi+x-+ka;:b,_k 1=1,j,k=n cignifie que la formule o=t
1]

est viérifide.
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11 est facile de vérifier que la condition

o, +

Mo, + a, + «a
J

it YT % b=l +

implique que 1' application a, = &i définit

1'espace engendr¢ par P sur Vp-
Soit % un ultrafiltre sur 1'ensemhle P des
peur tout P, {P' . P' D P}el.

Alors JL v_/u

Per Vp

ultraproduit. L‘application Xﬂ(QP)PEP de C~Pgbvp/m, ol «
plus haut si a€P et ap = 0 si o € P est une isométrie, puique

et que “(aP)PGO” = l;m “&PH= ”a“ d'apres la propriété de U C

stable par iscmétrie, et sous-espace,

Soit maintenant Fn l'ensemble des points (bijk)

apparaissant dans [ '.

Soit C_ le compldémentaire de r .

1N

Pour tout m € IN, il existe

hom moLo
'kil

i

d'apres la définition méme

et B = [ B /U. B
m€EN

= b!

n our
ijk U

itrivial

. 3 m
Soit a, = (oci)mejl\r On a

( est un cone. Il suffit_de montrer que Cn est fermé. Soit (b?,

. sl
une suite de points de M convergeant vers (b.

tout 1 5i,j,k <=n (puisque‘(b?jk) em’

a il , 1=i;j ksn

.k[
. ’ . . d .
une isométrie lindaire de

parties finies de C tel que

€ C, puisque C est stable par

est définie

P

linéaire
étant
on a donc €C € C.
3
1<i,j,kSn de R"

)

ik
1jk)

n m
un espace Bm € C et {a1,... an}CBm tels quc

3
-
n

de Fn). Soit ¥ un ultrafiltre sur N non

est dans C (stable par ultraproduit).

o, + a, + « H = lim H o ot o+ UmH
Ui J 'k 9 i J 'k
m
t = 1i.m b. .
9 ijk
= <i,j
bjjk) ] 1737ksnﬂ

donc la condition
.

|
| ¥x1,...,¥xn(V[in

+

. l <i,j,ks
x5 * xkA # bijk]’ 1<i, j,ksn)
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n est pas vérifice par B donc (bijk) € Cn' cqfd

Définition 3 : Une classe C de Banach est dite stable par quotient «i

pour tout B € C, tout quotient B/R de B par sous-espace fermé R € C.

Proposition 4 : 3i C est une classe stable par ultraproduit, sous-éspace

isométrie, QC la classe des quotients a les mémes propriétés’

Démouztration : Il est facile de montrer que 1l'on a

T w v _ T /
JerB, /By /U = 1.gﬁl/m jer By/Y

(ji existe une isométrie canonique triviale entre les deux espaces).
I1 est intéressant de remarquer qu'un ultraproduit de quotients (non
trivial) est toujours un quotient fort c'est-a-dire un quotient dans le-

quel 11 existe un élément de chaque classe d'équivalence ayant meme normr

que sa classe).

Définition 5

a) Deux espaces de Banach B et C sont dits A-isomorphes s'il existe un

=" = A (a21).

isomorphisme I : B = (C tel que HT!

h) i C est une classe de Banach stable par 1-omdétrie, on note CX la

classe des Banach tels gqu'il existe B € C, C et B ¢tant A-isomorphes.

Ihéoreme 53 @ Si ¢ est stable par sous-espace, ultraproduit, isométrie.

C, a les mémes proprictés et admet donc une caractérisation par des

Y

formules TR du type de celles introduites au théoreme 3.

Démenstration :  Soit Ti R T C1 un A-isomorphisme pour tout i€l.

/9 - TT

i
L } 1T
§
L'application . Ti/ﬂ de iEmBi’ el

“ I‘ . . - m
ier Ci/J définie par (xi)ieI (1X1)jEI

est encore un A-isomorphisme. Si Cié C pour tout i € I, il en est de meme

de TT ¢ 'Y d'ou le résultat.
1€l 1

Définition 6 : Soit B et ( deux espaces de Banach. On appelle p-somme
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de B et C et 1'on note (B &® C) l'espace B + C munilde la norme définie
1
par nx+yn(Bec) (Il +uyup>/f’; (0<p<e).

Une classe C est dite stable par p-somme si B,C €C 1mp11que (B ® C) e€C.

Théoreme 6 : Les conditions suivantes sont déquivalentes pour une classe
C d'espaces de Banach:

1- C est stable par ultraproduit, p-somme , sous-espace, isométrie.
2- C est caractérisée par un ensemble (I') de conditions du type

(4) ¥x ...x_ (T oA, . |IP>0) .
! B '4<i,j,ksn 140K

Exemples
- La classe SLP des sous-Lp, 1 <p<® est stable
par ultraproduit, sous-espace, isométrie, p-somme, (nous donnerons

plus loin la démonstration). De plus c'est la plus petite classe
contenant R et stable par ultraproduit. (Pour le vérifier on remarquera
que cette classe & (R) doit contenir IE pour tout n € Net que

L [(0 1), dx] < T7 13/%, enfin que si Cb(B) est la plus petite classe
: nE€ N

contenant P stable par p-somme Cb(Lp((0,1),dx)) = Lp' Cette remarque

sera fréquemment utilisée par la suite. On déduit de cette remarque que

Proposition 7

a) La classe SLp est caractérisde par toutes les formules du type (4)
qui sont vraies sur R.

b) De maniere générale la plus petite classe contenant un espace B et
stable par p-somme, isométrie, sous-espace et ultrapfoduit est caracréri-

sée par les formules du type (4) vraies sur B.

- Les cfasses ASLP et QSLp satisfont aussi aux conditions du théoreme 6.
Remarquons qu'a partir de la caractérisation de ces classes on peut
obtenir d'intéressants résultats concernants certaines classes d'opéra-
teurs p-sommant, p-intégraux ([2],[3]). La théorie d%veloppée ici donne

une demonstration unitaire pour SLp, ASLp, QSLp etc... et permet de re-
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trouver de maniere naturelle les résultats de ([1],[2],[3))

Démonstration du théoreme 6 : On peut écrire 1'ensemble I' des formules

(3) caractérisant C sous la forme

ny P P
¥x1...¥xn(Hxi{; x5 o+ xkﬂ , 1 Si,j,k sn €ch) (4)
ou CE est un cbne de R" .

Soit DE 1'ensemble des points du cdne effectivement atteints, c'est-a-dire
tels qu'illexiste au moins {i:,,. ,i;? C B avec B € C et

(Ifx;

| b
Pt Ryt ka) S

!

T =1,),ksn

Alors DE est un codone convexe, car si (;;,...,yn) cC, avec C € C. on a

1 <14 <
X, +y; € (c & B)p pour < i <n et

P _ | P | iP
H Xi + yl + x,j + y,] + xk + yk” = llxi + X,j + ka + ”yl + y,] + ykll ’
1 <di,j,k s n
i P P P 1< i 1 k<
donc (in + Xy o+ xkﬂ + Hyi + ¥j * ka ) € D . i,j,ksn
s o. S PPN “ A .
Soit (Aijk)aéA les formes lincaires définissant tous lex plans d'appui

du cdne convexe Dg. (1) équivaut donc & 1'ensemble des conditions

o

¥x ,...,¥xn(2 A ik

1 Hx.+-x.+xk “p 2 0), a€A. cqfd.
1<i, j,ksn o

Le théoreme suivant est un cas particulier d'un théoreme général du a
Krivine. Son intérét, qui nous semble tres grand, est de donner une dé-
monstration unique pour la caractérisation des classes ASLP, QSLp,

KQSLp (et d'autres); mais surtout de donner un moyen mécanique simple
pour passer de la caractérisation de la classe SLP & celle des classes
voisines. Plus simple que les techniques "a hase d'opérateurs" il montre
surtout que contrairement a certaines idées, il n'y a pas une thdéorie

"aux isométries pred et une théorie aux isomorphismes pres.
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Théoreme 8 : Soit E un ensemble, C une classe d'espaces de Banach stable
par p-somme, isométrie, sous-espaces, ultraproduit. Soit A un ensemble
d'indices et une application ‘

A - RXRBRxU, R"xP
n=1

@ = (mg M, (M) 5y ey -2 D)

.n(a),
ou P est l'ensemble des parties finies de E. Enfin a chaque élément
a € E on associe une variable X -
Les conditions suivantes sont alors équivalentes
1- Il existe 9 : E~C, o C € C telle que
o\ g o
moc s ” le }\i Cp(ai)HS Ma

a € A.

2- Pour toute formule du type J

I n(a) [0 4 [0 P n(a) [0 4 o
T N LA S R | N |

(Aoc A, A fini, o 0! ch
aGAO i=1 aEAO i=1

(o4

pour tout o« € A) qui est vraie dans tout C € C'(xz est la variable qui

. .« o " .
correspond a a; donc si a; = ag, x; et XS sont les mémes varlables) on
a

z Py MOC 2z °'y Ma'
a€A a €A
o 0

Théoreme 9 : La classe A SLP est caractérisde par l'ensemble des coundi-

tions du type

¥x, ...¥x_ [AZ 0. . o llx.+x. +x |[P=zz% GIHX P71 .
1 n 1<i, j,k<n i,j,k i J k 1<1<n 171 )
+ -
pi,j,k’dl € R sont tels que la condition
¥x,...%x_ [Z 0. . o lxirx 4x |p2 z o, |x ]p] soit vraie sur R
! 1<i,j,ksn = DRI Ry
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Démonstration : Pour que E € A-SLP, i1 faut et il suffit qu'il existe

Ce€Cet g : E—=C telle que

lall =il o(a)ll = rlla

et
¥a ¥b ¥c  [[o(a) +9(b) + o(c) <A fla+d + ¢ |

car cette derniere condition implique la linéarité de o.

Considérons alors les conditions du type

o o i
5 (o Hxl+x2 + xgi“)+ru Hxi“p)

ach  ° ‘
0
22 (o) Ix§+xg+xy [P+o llxg IP)
a 1 2 3 o 4
a&h
0
qui sont vraies sur LY. Vu leur forme, il suffit de considérer celles

qui sont vraies sur R (elles constituent en effet le méme ensemble de

formules d'apres une remarque faite avant la proposition 7). Pour les

& ~ « Lo a | .
termes (a1+a2 + ag) on a Ma = Klal-ub + ag J,ma=0, pour les termes
o ) 1,0" _ al ¢S ’ S . L
a, on am = ha4j et Mn = A Ha4“, d'ou le théoreme en notant maintenant

{x]. ,.xn} 1'ensemble {x?,...,xi, aEAO},

Théoreme 10 : La classe A-QSLP est caractérisée par 1'ensemble des

conditions du type

n ‘ 1n In . \
v v (OF e fP =T E ad x |P
1 n . 1 R R 1 1
ol (ag) i=1...n sont les matrices réelles telles que la condition
y=1.. n

n n n .
¥x. ... ¥%x (T Ix.lp 2z | = ad x.|P
n ‘i=1 1 1

solit vraie sur M.
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t

Démonstration : Soit A = 1. D'apres la remarque faite plus haut, il

suffit de caractériser les quotients forts de SLP.

Soit E un Banach, c'est un quotient de SLP s'il existe 9,C tels que

9 : E~C, ¢ € sLP

avec  1- |lo(a)] = all

n n
2 1B, 2, o(sy) 1213 Aje,

Les conditions a étudier sont donc celles du type

n
S B L

n
i lenp 2z s S x?“p+

Zeh a1 | Zen Po I 2425
(V] 0 )

s o =P
“EAO a,l 1

qui sont vraies sur SLP; donc comme précédemment il suffit d'étudier
celles qui sont vraies sur R, d'oll le résultat moyennant des modifica-
tions élémentaires et un changement de notations. On passe ensuite du
cas A = 1 au cas A quelconque par la méme démonstration que celle du
théoreme 9.

(Remarque : on vérifiera sans peine que si Ma n'intervient pas, c'est
a-dire peut-@tre pris arbitrairement grand, on peut supprimer le terme

correspondant a M dans le théoreme 8.)
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