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VII.1

§ o. INTRODUCTION
!

Soient (x,z) un espace mesurable, y v,)»o une famille de

noyaux positifs bornés sur (X,i8) vérifiant l’équation résolvan.te

Vo e A cette famille résolvante, on associe un.e théorie du
o A. A o 

potentiel ainsi que des processus de Markov sous des hypothèses con-

venables. jcf. [2], 4, [5]).
Bon. nombre de résultat,s ont été obtenus en se plaçan.t 

dans le cadre suivant : X est un espace compact ou localement compact. w

0153 est la tribu borélienn.e usuelle de X et les opérateurs V envoient
, 

dans lui-même, ou encore (3 dans 

A priori, ce deuxième cadre offre davantage de moyens de

démonstration puisqu’on peut utiliser la structure topologique de X ; i

a posteriori , on peut se deman.der si les résultats obtenus, dans la

mesure où leurs énoncés ne font pas in.tervenir cette structure topol(rsm

gique, ne sont pas également vrais dans le cadre des espaces mesural)!eF-

Deux voies au moins peuvent être suivies dan.s cette tentative

de généralisation. 
’

La première méthode consiste à adapter au cadre des espacef

mesurables des démonstrations établies dans le cadre topologique
La deuxième méthode, dite de compactification, consiste à

faire apparaître ’ le ’ système ’ comme ’ un système ’ induit 8U,
A,  o

un sous-ensemble par un système ((Y,),(U ) . , ) où Y est un espace ’ ’ ’ 

- 
’ ’ 

’ A 
’ ’ ’

pact, 3 sa tribu borélienne, et jU ) une famille résolvante ’ ’ ’ ’ 

A A.’U 
’ ’ ’ ’

rateurs linéaires positifs de dans lui-même. C’est cette rlernièrtB

méthode que nous allon.s décrire, d’après ~1~ , (cf. aussi [5]) en en

donnant deux nouvelles illustrations.

Pour les définitions gén.érales et les résultats classiques
sur les familles résolvantes, on renvoie à [2].
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§ 1. MORPHISMES ET COMPACTIFICATION ~

Pour simplifier les notations, on appellera,dans ce travail,

famille résolvante un système «X,~-1),(V où est un espace

mesurable-, une famille de noyaux bornés et positifs sur 
; À A&#x3E;0 

’ 

"

verifian.t equation résolvante V - V = X, 

Rappelons 
1 

que pour tout X &#x3E; ° et tout A E 2, V"A 1 A est 

; 

E-mesurable.

Définition 1 : Soient et G= « /,(U 2~&#x3E;o deux

familles résolvantes.

On appellera morphisme de famille résolvante de F dans G une application

9 B-3-mesurable de X dans Y qui vérifie les conditions suivantes équi-
valentes : : j

1) pour .toute fonction numérique f sur Y, 0-mesurab1e et born.ée et pour

tout on. a

t r ,

2) pour tout x~X, tout ~, &#x3E; 0 ~

(£ B x est la mesure de Dirac associée au point x). 
1

Exemples : Soit ~(X,s).(V.h ~) une famille résolvante.
Exemple 1 t Soit XI cx , on suppose que pour tout
x E X’ , tout Â &#x3E; 0, la mesure ,’ x V X est portée par X’. ’ /C’est-à-dire que

pour tout A $ S, Désignons par ~81 la tribu induite

par B sur X. Par hypothèse, si f est une fonction -mesurable nulle sur

X’, on a V A f(x)=0 V x E XI On peut donc définir des noyaux U. A. sur

de la façon suivante : : pour tout borélien tout x6X’.
on pose = V7I. OÙ A 6 sa satisfait seulement à la condition

Les noyaux (U) vérifient l’équation résolvante et 1 1 injec-
tion canonique (p de (XI 2t dans (X,%) est un morphisme (le la famille

résolvante F= ({X’ ,S81),(lB)",&#x3E;O) dans la famille rô«&#x3E;i-OEan LQ
’



VII.3

1

On dira alors que (UA est la famille induite sur X’,.

Soit B1 une sous-tribu de S telle que pour tout À &#x3E; 0, et

tout A$S’) lA soit une fonction Dans ces conditions,tout AEÎB!, ’ 
/B A 

soit un.e fonction ° Dans ces conditions,

’1’application canonique ? de dans (X,îB’) est un morphisme de famil-

le résolvante de «XI2),(v dans le résolvante ’ de ((X)V)) dans ’ ’ ’ A i- &#x3E;Q
1

Exemple 3 : Cet exemple se rattache à l’exemple 2. Soit II un sous-espace

vectoriel réticulé de fonctions 9-1-mesurables bornées’ sur X tel que 1

On désignera par 9 la sous-tribu engendrée par les éléments de II.
1

Si l’on a pour tout ,&#x3E;O, alors l’injection canonique de 

dans (X,21) est un morphisme de «X.2 ),(v dans &#x3E;0’)
cette dernière expression a un sens car V 1A est S’-mesurable pour

tout &#x3E; 0. /

On vérifie sans peine que le compose de deux morplismes de familles résol-

vantes est encore un morphisme de famille résolvante.

{ ,J

Propriétés des morphismes de familles résolvantes : :
- - ...° - 

1

Soient, F -:; ( (X £5) , (V ) ’B 0 ., et 

résolvantes et un morphisme de F dans G.

Les pr&#x3E;j&#x3E;riôt,és suivantes se démontrent facilement :

i) pour tout q&#x3E;0 et tout f q-excessive sur Y par rapport) à G, 

est q-excessive sur X par rapport à F.

En effet, f est q-excessive par rapport à G si l’on a ;

À 
1B +q

2) si f est q-surmédiane sur Y par rapport à G, alors f est

q-surmédiane sur X par rapport à F et leurs régularisées q-excessiveq

f o 9 et f vérifiant = q 
&#x3E;

3) si la’,famille résolvante lU ) est sous-markovienne, il en est, de
’ ’ i- 

’

même pour la famille (V ). Soit alors f mesurable bornée sur Y. On défi-

nit la fonction sur Y en posant R’i = inf [vlv surmedianc par rapport

à G et v f . Ir De môme mesurable bornée sur X,

inf tw)w surmédiane par rapport à F et on a alors pour tout
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f mesurable bornée sur Y, ~/
Théorème’2 : : Soit j(X,%3),(V) un.e famille résolvante et soit H

201320132013**2013201320132013r** A ,,

un sous-espace vectoriel réticulé de fonctions numériques B-mesurables

bornées, tel que 1 EH et VÀ (H) cH pour tout 2&#x3E;0. ;
. 

’ 

. X 1
Soit X le compactifié sépare de X pour la structure uniforme la moins

fine rendant continus les éléments de H et soit Q 1tapplication cano-
Â 

1

nique de X dans X.
1. 

Il existe,,une famille résolvante (U.L et une seule d’opérateurs li-

néaires positifs de É5(X) dans telle que pour touut 

V (f (UÀf) o 9, + X &#x3E; 0. En particulier si S est la tribu de BaireX ’  £ 
’

de X, cp est un morphisme de dans 

j, 1
Démonstration : : Les noyaux V étant bornes, on peut supposer que H

est fermé en n.orme uniforme, de sorte que l’application ~-4~: 

est une bijection de sur H. Posons alors U Î~f ()q~°F) ~(V~jf ~ ~p)) , 1
pour La famille (UÀB&#x3E;O est une famille résolvante sur X et

l’on a bien L’unicité de (U) résulte simplement
du fait que est dense dans X. i

Définition 3 : En conservant les notations et hypothèses du théorème
A

précèdent, on dira que X est un compactifié de X associé à 

Le h&#x3E;0 et que X&#x3E;0 est la famille résolvante ’sur X associée à

( V À ) B&#x3E;0 ° 
; Soit ((X,s))(V~)~ ~) une famille résolvante. Désignons par

B(X,18) 1"espace vectoriel des fonctions numériques 8-mesurables bornées
sur X. Si aucune confusion n’est possible, on écrira simplement B(X)
au lieu de 

’

j

Lemme 4 (’cf. [l]) : Sdt H un sous-espace vectoriel séparable de B(X).
Le plus petit espace vectoriel HICB(X), tel que i’

1

b) lE Ht et HI est réticulé ;

c) v (111» c Ht , -V Â&#x3E;0 est aussi separable. { C) Y X&#x3E; 
i 

, 

)
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Démonstration. : Soit H un sous-espace vectoriel séparable de B(X).
Soit ’°1°’ l’espace vectoriel engendré par la réunion. . U’ v~x) , puis

A ~À&#x3E;o 
/~ 

soit H l’jespace vectoriel réticule engendré par H. L’espace H est
1 

séparable’. Considérons alors la suite (H ) n définie par H 0 = H, H n+ 1 Il il
et posons H’=UH , Y l’espace vectoriel H’ est encore séparable, réti-

nn
lé et stable par les VI... ’
Théoréme ’5 : Soi t, ((X,113) ,ÎV ) ) une famillP résôlirante. 0n sui&#x3E;j&#x3E;oxoThéorème 5 : Soit (X,S),(V ) ) une famille résolvante. On suppose

qu’il existe une tribu séparable telle que pour un p&#x3E;0, les

fonctions p-excessives S-mesurables soient îB’-mesurables.
’ 

, 
,

’ Il existe alors un compactifié métrisable X associé à (B) . ,

de résolvante associée (U sur X, vérifiant les conditions 
. A

a) sépare les points de X ;

b) pour tout q&#x3E;0, et toute fon.ction fE B(X) /’ q-excessive par rapport
A.’ 

i

à la famille (V) , il existe gEB(X), q-excessive par rapport à la 

le (U &#x3E;0 telle est l’application canon ique rle X

dans X.

, j’
pour une d ém on s t rat ion : 

_

Soit (»1 ) une base de ?’ et soit î8!’ la tribu la moins fine
n

rendant mesurables 10 S fonctions V 1 
An 

; 
’ pour tout q&#x3E;0, les fonctions

q-exceaeivPH sont ’’-mesurables. Soit alors HI l’espace vectoriel r.éticu-

lé stable par les opérateurs VI engendré par la famille (V,  ) 
B&#x3E;0~~ J

et les constantes.

ei ’

Le compactifié X de X pour la structure uniforme la moins

fine rendant continue les éléments (le Il t répond aux conditions 
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§---2 APPLICATIONS 

Soit HX,~),(V ) ~) une famille résolvante. Nous supposerons
que AV 1~1 V ~&#x3E;0 et que le V est borne sur (X,)8).
On désignera par ~0 le côn.e des fonction.s excessives, par C le cône

des fonctions surmédianes par rapport à la famille résolvante 
On ne considérera ici que des fonctions £8-mesurables. Si u E C,
A

X .

Théorème 6 : S’il existe un.e sous-tribu séparable cz 2,1 par rapport

à laquelle les éléments de É sont mesurables , l’ensemble X CX défini

par les relations (if s, s’ inf (s,s’ )(x) = inf (s,s’ )(x))
est un élément de ’ qui porte les noyaux V y est-ià-dire que

’),= 0 -v &#x3E; 0. i,
0

Théorème 7 (cf. [3~ Supposons que la famille résolvante (V véri-
fie l’hvpotlièse (L) de Meyer, c’est-à-dire que les noyaux (V) sont
basiques.,,Dans ces conditions ;

a) les hypothèses du théorème précédent sont vérifiées ;

1) il existe une topologie à base dénombrable ’r sur1X 0 telle que pour

toute fonction surmédiane bornée v sur X et tout x C-X y on ait
, 0

Commençons par démontrer les propriétés énon.cées dans un cadre topologi-

que. ~ 

~/ 
1

Soit X un espace compact métrisable, (V , z0 une famille résolvanteA .

sous-markpvienne d’opérateurs positifs de dans 0(x), telle que

V sépare les points de X. Sous ces hypothèses, on a les rés111-

tats suivants : : (voir Meyer [2J et Ray [5J): ’

a) pour tOl1t x E X lim e x , V , -. x existe pour la topologie vague sur

À......co X !B. ~

~1 ( X ); ) 
&#x3E;
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b) l’ensemble X 
o 

des points x E X tels que e = x est un G b (intersec-
tion d’une. famille denombrable d’ouverts) de X et cet ensemble porte

les noyaux V 1
;&#x3E; 1

c) pour t:oute fonction surmédiane v sur X, la régularisée semi-continue

intérieurement de v, soit v, est une fonction surmediane.

est une fonction s.c.i. pour tout ~ &#x3E; 0 et
,.,.., .. ,r,, ··r

a suite 
,

Nous aurons besoin des lemmes suivants : :

Lemme 8 : Soit v une fonction surmediane s. c. i. sur X. Pour tout x E X
201320132013201320132013 u

on. a sup 1

Démonstration : L ’ application j - ) v d p est muni de

la topologlie vague ; on a donc 1 v &#x3E; v(x) et comme v est sur-
1 
. 

A-oo

médiane, on a l’inégalité inverse, d ’ où l’égalité.

Remarque : Cette propriété de X 
o 

est caractéristique et pourrait ser-

vir de définition.

Lemme 9 : Pour tout couple ~ f 2 de fonctions s.c.s.. sur X telles

que 0.f , f 1, on a

Démon.stration ; -.
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Les fonctions V f 1 , y Vf2 ’ Vi sont excessives et inf(Vhi yl[ h2) est sur-

médiane s.c.i., on applique alors le lemme précédent’.
1 :

Théorème 10 : Soient u, v des fonctions excessives universellement

mesurables sur X ; pour tout X EX , on a = in! (u,v)(x).
o 

,,

: Il existe deux familles (h ) et de fonctions

5111’ X telles que u = supVh et VTC supVfn. 
’

S.C.S. positives sur X telles que u = supVh 
a 

et 

pour tout x EX, et par

conséquent : 
"

Démonstration du théorème 6 : ).
Considérons un système où X est un compactifié mé-

trisable de X associé à (V est la résolvante associée,
le système vérifiant les propriétés énoncées dans lé théorème 5.

. Soit (p Inapplication canonique de X dans X. Posons
/B A . 

Xo = e = lime AU J . Si la condition b) du théorème 5 est v"’r*

, 

fiée, alors l’ensemble X 0 et ’
o n

+ -A
Soit maintenant une suite dense en norme et considérons

la suite (f ) des fonctions de la forme f ==inf(Vh ,...,Vh ) .
P 

Les fonction. f P sont surmédianes sur X et X o = n if p 
P 

,

Les fonctions f p o ? sont surmedianes sur X par rappdrt à la résolvante

(V, ), 0 ,’ par suite V ne charge aucun. des en.sembles A = ff p0 f 
p 

0 Q
À 

-1 1 

l’ P P 
’ 

1?
et l’on. a X = w (X ) donc V est porte par X .

, 

o o 
P 

p , o

Nous allons faire une étude dan.s un cadre topologique qui per-

mettra de démontrer le théorème 7. Remarquons d’abord que la propriété
énoncée dans le théorème 7 Il’est pas attacliée strictement à la famille

; !
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résolvante mais aux cônes de fonctions excessives et surmedia-
nés qui s’en déduisent.

» Soit f telle que f(x)&#x3E;0 Vx~X ; le noyau
U: f est l’opérateur terminal d’une famille résolvante (UÀB~O
de positifs sur tX,£8) telle que U=U 0 et les familles résolvan-

tes et (V définissent les mêmes ensembles de fonctions sur-

médianes et de fonctions excessives. Dans Meyer [3, on trouve une dé-

monstration du résultat suivant : : /.
Lemme 11 g Soit ~~À-~À-à0 une famille résolvante de positifs sur

satisfaisant l’hypothèse (L). Il existe alors;,f E B+(X) telle quo

le noyau U: g t- V f g soit compact de B(X) dans lui-même. Si (U~_)~_&#x3E;o est
la famille résolvante d’opérateur terminal U= U , les noyaux U sont o A

aussi compacts.

: Soit X un espace compact métrique, et soit (u une
famille résolvante d’opérateurs linéaires positifs de 3(x) dans lui-même.
On suppose que ,

sépare X ; »

b) les opérateurs U A sont fortement compacts. )~
Dans ces conditions, pour toute fonction surmédiane bornée v sur X. on

a, pour 

Démonstration : i L’ensemble X 
0 

est borélien. ; soit w la fonction défi-
2013201320132013201320132013-201320132013 o

nie sur X par

. ,...."

La fonction w est surmediane, de même que la régularisée s,c, i, m de ii
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1 n
Les noyaux IJ sont compact8, par conséquent ’A. U’A. (w) ’ï ’A. Ut.. (v) est con,-

L 
.. A N !, , I

tip q x ju 1B pt j 3 1B ’ 1tin.ue sur X donc À. U (w) 5 w et W c BV W = V. B.
’ ’ ’ 

1 À Is 
. 

Ces inégalités n.ous donnent w = w et comme w est s, c, i. , = w(x)

pour tout x EX. Pour terminer, il suffit de remarquer que, pour tout
o 

,

xEXo’ on a par construction, lim in,f v(y) ,,. d’ où le théorème.
0 

v-x 
.

. 0

, 
t 

, ,

Démonstration du théorème 7 :

On a vu qu’on. pouvait supposer (lemme 11) ,les noyaux V
A...’"".

compacts. Soit alors (X,(U ) ) un système vérifiant les propriétés. ;
én,on.cées ’dans le théorème 5, où X est un compactifie métrisable associé

à la famille résolvan.te (V 0 désignant toujours l’application
,

can.on.ique de X dans X. Comme dans la démonstration d’u théorème 6, on
. n _i . ,

définit successivement les ensembles X 
0 

et X 0 0 . La topologie C’c;
000 A

sur X0 , la moin.s fine, rendant continue l’application cp de Xo dans Xo ,
vérifie les conditions énon.cées dans le théorème 7.

l’

BIBLIOGRAPHIE
__ ___ r_ -_ ,

[1] F. Knight : Note on regularization of Markov processes,
Ill. J. Math. 9 (1965), 548-552.

[2] P. A. Meyer : Probabilités et potentiels, Hermann (Paris).

[3] P. A. Meyer : Représentation intégrale des fonctions excessives,
Université de Strasbourg, Séminaire de Probabilités 1969-1970.

[4] P. A. Meyer, J. B. Walsh : Quelques applications des résolvantes
de Ray, à paraître. (Cet article contient une bibliographie étendue).

[5] D. Ray : Resolvents, transition functions and strongly Markovian
processes, Ann. Math. 70 (1959), 43-75. 

[6] G. Mokobodzki : Noyaux absolument mesurables ou basiques et
opérateurs nucléaires, Séminaire Goulaouic-Schwartz 1971-1972,
Centre de Mathématiques de l’Ecole Polytechnique (Paris).


