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§ 0. INTRODUCTION

Soient (X,%) un espace mesurable, (V une famille de

X)KZOK
noyaux positifs bornés sur (X,®8) vérifiant 1'équation résolvante

VO='V + AV Vo' A cette famille résolvante, on associe une théorie du
/

poteniiel ;insi que des processus de Markov sous des hypotheses con-
venables. (cf. [2], [4], [5]).

Bon nombre de résultats ont été obtenus en se plagant d'abo:id
dans le cadre suivant : X est un espace compact ou localement compact.
B est la tribu borélienne usuelle de X et les opérqteurs Vk envoient
C(X) dans lui-méme, ou encore Cb(X) dans lui-méme.

A priori, ce deuxieme cadre offre davantage de moyens de
démonstrgtion puisqu'on peut utiliser la structure topologique de X :

a posteriori, on peut se demander si les résulats obtenus, dans la
mesure ou leurs énoncés ne font pas intervenir cette structure topoloe-

gique, ne sont pas également vrais dans le cadre des espaces mesurahle=

Deux voies au moins peuvent é€tre suivies dans cette tentativ:
de généralisation.

La premiere méthode consiste a adapter au cadre des espaces
mesurables des démonstrations établies dans le cadre topologique.

La deuxieme méthode, dite de compactification, consiste a
faire apparaitre le systeme ((X'%)’(VX)AZO) comme un systeme induit =u.
un sous-ensemble par un systeme ((Y’g)’(Ux)xzo) ou Y est un espace com-

pact, {§ sa tribu borélienne, et (U une famille résolvante d'opd-

] A)KZO
rateurs lindaires positifs de C(Y) dans lui-méme. C'est cette derniers
méthode que nous allons décrire, d'apres [1], (cf. aussi [5]) en en

donnant deux nouvelles illustrations.

Pour les définitions générales et les résultats classiques

sur les familles résolvantes, on renvoie a [2].
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§ 1. MORPHISMES ET COMPACTIFICATION

Pour simplifier les notations, on appellera,dans ce travail,
famille résolvante un systeme ((X’m)’(vk))po) ou (X,B) est un espace
mesurable'? (V)\)K> une famille de noyaux bornés et positifs sur (X.E')
vérifiant‘,l‘équation résolvante V?\‘Vuz (u—)\)V}\ Vu pour A, 1>0.
Rappelons que pour tout A>0 et tout A€ B, V}\ 1A est’ B-mesurable.

!

s i . : e, _ \
Deflnltlo;n 1 : Soient F= ((X’B)’(V}\))\>o) et G= ((Y:’Gl’(Uk))\>0) deux

familles résolvantes.

On appellera morphisme de famille résolvante de F dans G une application
¢ ®B-F-mesurable de X dans Y qui vérifie les conditigons suivantes équi-

valentes :

1) pour toute fonction numérique f sur Y, X-mesurable et bornée et pour

¢

tout A >0, on a

V}\(fo (P) = (U)\f) o @

1

i

¢

2) pour tout x €X, tout A >0

q)(Ex V?&) - s'<§J(x) UK

t

(E‘( est la mesure de Dirac associée au poini x).

Exemples :  So1t ((X’E)’(VA)A>0) une famille résolvante.

Exemple 1 : Soit X' <X , on suppose iue pour tout
x €X', tout A >0, la mesure va)\ est portée par X'. (C'est-a-dire que

»XV)\(A)—.-exVA(X) pour tout A€ B, ADX'. Désignons par B' la tribu induite
par B sur X. Par hypothese, si f est une fonction ®-mesurable nulle sur
X, on a V}\f(x) =0 ¥ x€X'. On peut donc définir des' noyaux U}\ sur
(X',8') de 1la fagon suivante ¢ pour tout borélien A' € B', tout x €X',
on pose U‘}i 1y, (x) = V)\' 1A(x) ou A€W satisfait seulement a la condition
ANX'=A'. Les noyaux (UL) vérifient 1'équation résolvante et l'injec-
tion canonique ¢ de (X',B') dans (X,8) est un morphisme de la famille
résolvante F = ((X' ’SB')’(U}\)A>O) dans la famille rémlvante

G=((X,8),(V,), )"
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On dira alors que (UK) est la famille induite sur X'.

Exemple 2 : Soit B' une sous-tribu de B telle que pour tout A >0, et
tout A€ @', Vklk soit une fonction B'-mesurable. Dans ces conditions,
1'application canonique ¢ de (X,®8) dans (X,®') est un morphisme de famil-

{ . . | .
, < '
le résolvante de ((X’%)'(VK)A>O) dans ((X,® )’(VA)A>Q)'
)

Exemple 3 : Cet exemple se rattache a l'exemple 2. So0it II un sous-espace
vectoriel réticulé de fonctions ®-mesurable= borndées sur X tel que 1 <II.
On désignéra par B' la sous-tribu engendrée par les éléments de H.

Si 1'on a VA(H)CZH pour tout A>0, alors l‘injectionzcanonlque de (X,®)
dans (X,8') est un morphisme de ((X.%),(Vh)k>0) dans ((X’%')’(VA)A>O)’
cette derniere expression a un sens car VAl' est B'-mesurable pour

A
tout A€ B', tout A >0,

On vérifie sans peine que le composé de deux morphismes de familles résol-

vantes est encore un morphisme de famille résolvante.

t

Propridtés des morphismes de familles résolvantes
)
J et G= ((Y,g),(U))X

Solent F‘=((X,$)1(V%)A>0 1 A>0

résolvantes et ¢ un morphisme de F dans G.

) deux familles

Les propriétés suivantes se deémonirent facilement

1) pour tout q>0 et tout f q-excessive sur Y par rapporv a G, [, °
est q-excessive sur X par rapport a F.

En effet, f est q-excessive par rapport a G si 1'on a f=sup?) UA+ f

A q
2) si f est g-surmédiane sur Y par rapport a G, alors f, 9 est
» . .~ I - »
g-surmédiane sur X par rapport a F et leurs régularisées gq-excessives

s A P P A
F. 0 et f vérifiont £,0 = £, 0 ;

3) si la‘'famille résolvante (UA) est sous-markovienne, il en estl de
méme pour la famille (VA)' So1t alors f mesurable hornée sur Y. On défi-
nit la fonction Hﬁf sur Y en posant RYfzslnf{VIV’ surmédiane par rapport
a G el v>1f}. De méme pour g mesurable bornée sur X,

X . ¢ , <
R%g = inf {w|w surmédiane par rapport a F et wZ g} on aalors pour tout
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' , Y X

f mesurable bornée sur Y, (R°f), 9=R(f, 9).
Théoreme 2 : Soit ((X’%)’(Vx)k>0):=F une famille résolvante et soit H
un sous-espace vectoriel réticulé de fonctions numéfiques B-mesurables
bornees, tel que 1€H et V (H)C:H pour tout A >0,
Soit X le compactifié séparé de X pour la structure unlforme la moins
fine rendant continus les éléments de H et soit 9 lsappllcatlon cano-

\
nique de X dans X.

t

I1 ex1qte une famille resolvante (U et une seuIe d'operateurs li-

A)h>0
néaires positifs de G(X) dans G(X) telle que pour to‘ut fEG(X)
v (fo 9) = (U f) 09, ¥ A>0. En particulier si 23 est la tribu de Baire

de X 9 est un morphisme de ((X, 8), (Vk)k>0) dans (X SB) (U}\))\>0)

Démonstration : Les noyaux V?\ étant bornés, on peﬁt supposer que H
est ferme en norme unlforme, de sorte que l'application 9¥%: ff ;O
est une blgectlon de G(X) sur H. Posons alors U)\‘f- (o)~ 1(V (f, q)))
pour fGG(X) La famille (U)\))\>O

1'on a ban \ (fo Q)= (U £), 0. L'un1c1te de (U ) résulte simplement

est une famille résolvante sur X et

du fait que kP(X) est dense dans X

1

Définition 3 : En conservant les notations et hypothéses du théoreme
A
précédent, on dira que X est un compactifié de X associé a la résolvan-

. . A
te (V et que (U

?\))\>0 est la famille résolvante 'sur X associée a

x)x>0
(Vh)x>0' )
¢ Soit ((X1%)’(V>\')}\,>O

B(X,%) l'espace vectoriel des fonctions numériques B-mesurables bornées

) une famille résolvante. Désignons par

sur X. Si aucune c¢onfusion n'est possible, on écrira simplement B(X)

au lieu de B(X,8).

Lemme 4 (cf. [1]) : Sdt H un sous-espace vectoriel séparable de B(X).
Le plus petit espace vectoriel H' CB(X), tel que 8
a) HcCH' ;

b) 1€H' et H' est réticulé ;

c) V}\(}I';)CH’ y ¥ A>0 est aussi séparable. ‘
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Démonstration : Soit H un sous-espace vectoriel séparable de B(X).

Soit E l'espace vectoriel engendré par la réunion U VK(H) , puis
~ ADO A

A
soit H 1l'lespace vectoriel réticulé engendré par H. L'espace H est
! A

n+1=}H1

et posons H! =LJHn , 1'espace vectoriel H' est encore séparable, réti-
n
1é et stable par les V

séparable. Considérons alors la suite (Hn) définie par H0==H, H

Al ‘|

Théoreme 5 : Soit ((X’%)’(VK)K>0) une famille résélvante. On suppose
qu'il existe une tribu séparable B'C® telle que pour un p>0, les
fonctioné p-excessives B-mesurables soient %'—mesurqbles.

" I1 existe alors un compactifié métrisable X associé a (Vi) 50

N
’ { . . . . .
de résolvante associée (Uk) sur X, vérifiant les conditions suivantecs

A>0
A . A
a) UK(C{X)) sépare les points de X ;

b) pour tout q>0, et toute fonction f € B(X), q-excessive par rapport

2 . A .
a la famille (VA)’ il existe g€ B(X), q-cxcessive par rapporl a la famil

le (U3 )520
-
dans X.

telle que f=g, ¢, ou ¢ est 1'applicatioﬁ canonique de X

Indications pour une démonstration

Soit (An) une base de B' et soit B" la tribu la moins fine

rendant mesurables les fonctions VAl i pour tout q>0, les fonctione

An
q-excesmives sont B"-mesurables. Soit alors H' 1l'espace vectoriel réticu-

)

n A>0,n Y

, engendré par la famille (V 1

1é stable par les opérateurs V \
f L

A

et les constantes.

A
Le compactifié X de X pour la structure uniforme la moins

fine rendant continue les élémenis de H' répond aux conditions cherchév-
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§ 2. APPLICATIONS

Soit ((X,%),(VK)A>O) une famille résolvante. Nous supposerons

que AV, 1<1 ¥ A>0 et que le noyau V0='V= sup Vk est borné sur (X,8).

A
On désignera par A4 1le cone des fonctions excessives, par C le cone
des fonctions surmédianes par rapport a la famille résolvante (VK)K>0'
On ne considerera ici que des fonctions B-mesurables. Si uegC,

a=s1£p)\v?\u.

Théoreme 6 : S'il existe une sous-tribu séparable '8' C® par rapport

a laquelle les éléments de -§ sont mesurables, 1'ensemble X CX défini
—_— 0

par les relations (XEXO)@(V s, s' E-J , inf(s,s')(x) =inf (s,s')(x))

est un élément de B' qui porte les noyaux V

v, (1 Cx0)=0 ¥ A>0.

A\’ c'est-a-dire que

t

Théoreme 7 (cf. [3) : Supposons que la famille résolvante (V véri-

K)KZO
fie 1'hypothese (L) de Meyer, c'est-a-dire que les noyaux (Vk) sont

basiques.: Dans ces conditions
a) les hypotheses du théoréme précédent sont vérifiées ;

b) il existe une topologie a base dénombrable ¥ sur X telle que pour

toute fonetion surmédiane bornée v sur X et tout x(EXO , on ait

supA.th(x) = c(x) = lim %Pf viy): .

A YEX 3 Y—=» X ‘
Commeng¢ons par démontrer les propriéiés énoncées dans un cadre topologi-
que. l
Soit X un espace compact métrisable, (VA)AZO une famille résolvante
sous-markovienne d'opérateurs positifs de C(X) dans C(X), telle que
VO(C{X)) §épare les poinis de X. Sous ces hypotheses, on a les résul-
tats suivants : (voir Meyer [2] et Ray [5]):

a) pour tout x €X lim axA'VA = Qx existe pour la topologie vague sur
‘ }\__m
W(X) 3
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j
b) 1'ensemble X, des points x€X tels que ?x = e, est un Gg (intersec-

tion d'une famille dénombrable d'ouverts) de X et cet ensemble porte
les noyaux V)\;
Al
c) pour toute fonction surmédiane v sur X, la régularisée semi-continue

~

inférieurement de v, soit v, est une fonction surmédiane.

En effet AV, v est une fonction s.c.i. pour tout A>0 et

~ ~

l'on a }\VXVSAVKVSV par suite }\V)\VSV.

Nous aurons besoin des lemmes suivants

Lemme 8 : Soit v une fonction surmédiane s.c.i. sur X. Pour tout XGXO,

on a supA Vkv(x) = V(x)=v(x). .

Démonstration : L'application umfvdu est s.c.1. sur !D‘+(x) muni de

la topologie vague ; on a donc lim<e¢g ?\V}\ , V> 2 v(x) et comme v est sur-
médiane, on a 1'inégalité inverse, d'ou 1'égalité.

Remarque : Cette propriété de Xo est caractéristique et pourrait ser-

vir de définition.

Lemme 9 : Pour tout couple fl \ f2 de fonctions s.c.s. sur X telles

que OSfl, fzsl, on a

mf(Vf1 , Vf2)(x) = inf (V£ ,VfQ)(x) ¥ xex .

Démonstration : Posons h1=1--f1 , }12=1-—f2. On a les relations
inf (V£,, sz) +sup (VE ,ViE,) = VE +V 1,

et
sup (Vf1 , sz) = Vi-inf (Vh, ,th) .
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Les fonctions Vf1 , Vf2 , V1 sonl excessives et inf(Vh Vh2) est sur-

1 ?
médiane s.c.i., on applique alors le lemme précédent,

3]

Théoreme 10 : Soient u, v des fonctions excessives universellement

mesurables sur X ; pour tout xEXO, on a m(x) = inf (u,v)(x).

Démonsiration : Il existe deux familles (hoc) et (fB) de fonctions

s.c.s. positives sur X telles que u = s&pVha et ve sup\/'f[3 .

» - —/\' . e
On a évidemment inf u,v(x) 2 1nf\/h(x , VfB (x) pour tout x € X, et par

1m = inf (u,v) (x) ¥ xéxo .

Démonstration du théoreme 6

A
conséquent :

. ~ A -~ A . 3 "
Considérons un systeme (X’(UJ\)A>O) ou X es_,t un compactifié mé-
trisable de X associé a (V)\))\20 , (U}\)}\20 est la résolvante associde,
le systeme vérifiant les propriétés énoncées dans 1lé théoreme 5.
Soit ¢ 1l'application canonique de X dans X. Posons

A ~
X0= {veXie =1lime )»U)‘ }. Si la condition b) du théoreme 5 est véri-

A =0

¢ - A
fiée, alo"rs 1'ensemble XO=(P 1(X0)E‘5’ et v
A L .
(xexo)ww s, s' E’f , Infs, s'(x) = inf (~s,s’)(x)) .

N
. . . + .
Soit maintenant (hn) une suite dense en norme dans C (X) et considérons

la suite (fp) des fonctions de la forme fp-: inf(th ,...,th )

~ 1 ~ k

A
Les fonction fp sont surmédianes sur X et X =N {fp-—'fp} .
Les fonctions f , @ sont surmédianes sur X par rappdrt a la résolvante
(V;\)AZO , par suite V ne charge aucun des ensemblesiAp= E;O\Q’ié fp o 01,

- IS
et 1'on a X =9 1(X )=CUA , done V est porté par X .
0 (8] p P ¢ 0

Nous allons faire une ¢ftude dans un cadre topologique qui pe1-
mettra de démontrer le théoreme 7. Remarquons d'abord que la propriéte

énoncée dans le théoreme 7 n'esl pas attachée strictement a la famille
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1

résolvante (V mais aux cones de fonctions excessives et surmédia-

K)KZO
nes qui s'en déduisent.
Soit f€B+(X), telle que f(x)>0 ¥ x€X ; le noyau

U: gk*Vge.f est l'opérateur terminal d'une famille résolvante (UA)

Az0

de noyaux positifs sur (X,B8) telle que U==U0 et les familles résolvan-
T ra . . ~ ' . -

tes (LK)AZO et (Vx)xzo définissent les mémes ensembles de fonctions sur

médianes et de fonctions excessives. Dans Meyer [3), on trouve une dé-

monstration du résultat suivant :

Lemme 11 : Soit (V}\)k20 une famille résolvante de noyaux positifs sur

(X,ﬁ) satisfaisant 1'hypothese (L). I1 existe alors f € B+(X) telle que

le noyau U: gpp Vf g soit compact de B(X) dans lui-méme. Si (U est

A)KZO

la famille résolvante d'opérateur terminal U==U0, les noyaux UK sont

aussl compacts.

Théoreme .12 : Soit X un espace compact métrique, et soit (U une

A)AZO
famille résolvante d'opérateurs linéaires positifs de C(X) dans lui-méme.

On suppose que

a) AU, 151 ¥24>0 el U}\(C’/(X)) sépare X ;
b) les opérateurs UA sont fortement compacts.

Dans ces conditions, pour toute fonction surmédiane bornée v sur X, ou

a, pour xEXO s

, A
sup A vaix) = v(x) = lim inf v(y)
ye€X = v-x

ou XU-:- [yEX|lim CV) U}\ = sy} .

Ao *

Démonstration : L'ensemble Xo est borélien ; soit.w la fonction défi-
nie sur X par
w(x) = v(x) si xEXO et w(x) = supv si xEXO .

~

La fonction w est surmédiane, de méme que la régularisée s.c.i. w de w.
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i
Les noyaux U, sont compact', par conséquent AU (w)-1AII (v) est con-

A

A~

tinue sur X donc AU (w) <w et wzw2iw=". .

/\

A ~ . A ~
Ces inégalités nous donnent w=w el comme W cst SeC.l., w(x)==w(x)

pour tout xGEXO. Pour terminer, il suffit de remarquer que, pour tout

x €X
o

» on a par construction, ¥(x) = lim infv(y) , d'ou le théoreme.
yeX 3 y—x

t
Démonstration du théoreme 7 :

A
compacts. Soit alors (X,(U

On a vu qu'on pouvait supposer (lemme 11) les noyaux VA

K)kZO) un systeme vérifiant les propriétés

énoncées dans le théoreme 5, ou X est un compactifié métrisable associé

a la famille resolvante (v

X)AZO , ® désignant toujours l'application

canonique de X dans X. Comme dans la demon%tratlon du théoreme 6, on

définit successivement les ensembles XO et X0==¢ (Ko). La topologie 6

~

sur Xo’ la moins fine, rendant continue l'application 9 de Xo dans Xo’

vérifie les conditions énoncées dans le théoreme 7.
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