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VI.1
tOn étudie ici une classe de noyaux sur des espaces mesurables
dont les propriétés s'apparentent a celles des opérateurs linéaires fai-

blement compacts sur des espaces de type C(K).
{

On établira des théorémes de compacité qui sont & la base de
la méthode de représentation intégrale des fonctions excessives rela-

tives a une famille résolvante de noyaux positifs, satisfaisant

(Vk)}\zo
a la condition (L) de Meyer.

Notations, définitions : Soit (X,%) un espace mesurable. On désignera

par

- B(X) l'espace des fonctions numériques B-mesurables bornées sur X.
| Cs

- B+(X) le sous-ensemble de B(X) formé des fonctions positives.

- TX) l'ensemble des mesures C-additives bornées sur X.

- Wf(X) la partie positive de M.

On supposera toujours que B(X) est muni de la topoloéie de la convergen-
ce uniforme.

Soient (Xl,%l), (Xz,% ) des espaces mesurables.

Dans ce travail, on appellera noyau Ade B(X ) dans B(X ) un opérateur li-
néaire borné V de B(X ) dans B(X ) tel que pour tout a‘iﬂ?(x ), oV soit
une mesure sur (Xl,$1). 11 sufflt pour cela que,pour tout yéEX 1'appli-

cation cyV: t -V f(y) définisse une mesure sur (Xl,%l)-

lOn dira gqu'un noyau V de B(X ) dans B(X ) est compact si c'est
inéalre
un opérateur/compact de B(X ) dans B(X ). On prendra garde qu'un opérateur

compact de B(Xl) dans B(Xz) n'est pas necessairement un noyau.

Soit a€ (X ) et soient U et V deux noyaux de B(X ) dans
B(X2). On dira qu'ils qont a-équivalents si pour tout f'eB(X )

Vf = Uf o-presque partout.

Enfin, pour a65m+(X), on désignera par Py et Ta les injections

canonique de B(X) dans L™(X,a) et LY(X,a).
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Soient (Xi,%i) des espaces mesurables,

Définition 1 : On dira qu'un noyau V de B(XI) dans.B(Xz) est absolu-

ment mesurable ou basique s'il existe;xéﬂﬁ(xl) tel gue pour tout x<EX2 )
EXV soit absolument continue par rapport & p. On dit alors que le noyau
V est de Dbase p.

On retrouve la une formulation de la condition (L) de Meyer.

Exemples  :
a) X1=X2= N et V est le noyau identité de B(N).

b) X1 ,Xé sont des espaces compacts et V est un opérateur linéaire fai-

blement compact de C{Xl) dans C&Xz).

Définition 2 : On dira qu'un noyau V de B(Xl) dans B(Xz) est complete-

ment mesurable s'il est absolument mesurable et s'il existe une sous-

tribu a base dénombrable %ic:%l telle que, pour toute f(EB(Xl), il exis-

te une fonction f' bornée sur Xl’ %i—mesurable telle que VEf=Vf',

Définition 3 : On dira qu'un noyau V de B(Xl) dans B(Xz) est O-compact

g'il existe une suite (Un) de noyaux compacts de B(XI) dans B(X2) et
une constante M>0 telle que pour tout f(EB(Xl) on ait

s lUnf] sMllt]| et VE=3U £
n n

§ 1.

! Nous établirons les résultats suivants dans cette lere partie:
-~ Tout noyau O-compact est completement mesurable ,
-~ Le composé de deux noyaux absolument mesurables est un noyau
G—compacti
- Pour toute mesure a€§m+(X2) et tout noyau V absolument mesurable
de B(XI) dans B(Xz), Ty,o V est un opérateur nucléaire de B(Xl) dans

1,
L (Xz,a).:
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Ces résultats sont des conséquences de lemmes intemédiaires et de pro-

positions qui ont leur intérét propre.

Proposition 4 : Soit V un noyau complétement mesurﬁble de base pu de
B(Xl) dansnB(Xz). I1 existe une sous-tribu a base dénombrable mic:$1
telle que pour tout f€B(X,) Vf=V(Eu(f|§Bi)) ot E, désigne 1'opéra-

teur d'espérance conditionnelle relatif a p et %i.
Démonstration : Par hypothese, il existe une sous-tribu %;CZEI telle
qu'en posant U(.)==V(Eu(.I%;)) on ait U(B(Xl))==V(B(X1)) et U est un

noyau de base p. Désignons par K la boule unité de B(Xl). L'ensemble

U(K) est alors compact métrisable pour la topologie de la convergence
simple sur X2. En effet U, étant de base L, peut étre considéré comme

défini sur Lm(X ,9", 1) et U(K) est aussi 1'image continue de la boule

1
unité de L (Xl,ﬁl,u) ensemble qui est métrisable pour la topologie
o(L (Xl,ﬁ",u), L (Xl,p)) On en déduit l'existence d'une suite

(x )<:X2 qui sépare U(K), en particulier pour fe;U(K} les relations
=0) et (f(x )=0 ¥ n) sont équivalentes. Si 1'on identifie les

me sures de la forme aVvV, ou aem (X ), & des éléments de L (Xl,u)

en CODCl“t que pour tout aEVV(X ) aVv appartlent a l'espace vectoriel

fermé E engendré par la suite (a V) dans L (Xl,u) Ceci implique que E

est a base dénombrable et qu'il ex1ste une sous-tribu a base dénombra-

ble %‘::S telle que tout élément de E puisse se représenter par une

1

fonctlon mi—mesurablo Cette sous-tribu vérifie bien

V(t) = V(Eu(flifii)) pour tout fe.B(Xl).

‘

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition :

Proposition 5 : Soit V un noyau absolument mesurabie, de base u, de

B(Xi) dans B(Xz). LLes conditions suivantes sont équivalentes :

a) V est complétement mesurable

b) il existe une fonction numérique G sur X, x X

et telle que

(%lx %2)—mesurable

1 2’
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i) pour tout y€X,, G(.,y) € £(X ,u)

“ii) pour tout f EB(XI)’ tout yGX2 , Vi(y) = d('G(x,y) f(x) ap(x).

Démonstration :

1) a=b. D'aprés la proposition précédente, il existe une sous-tribu
séparable iﬂicﬁl telle que Vf=V(Eu(f|iBi)), et 1'on est ramené a suppo-
ser que B, est a base dénombrable, un résultat classique dont on peut

trouver une démonstration dans Meyer [3] , permet de conclure.

2) b=a. Si G est (25151 Ez)-mesurable, il existe deux sous-tribu a
base dénombrable %iCSBI et Sﬂéciﬂz telles que G soit aussi (SBia{ ‘l&é)—mesu—

rable ; pour tout fEB(Xl) on aura alors

= ’ ¢ '

\E V(Eu(flial)) .

Corollaire 6 : Soit V un noyau complétement mesurable de B(XI) dans
B(Xz). L'opérateur V' défini pour fGB(Xl), x €X, par V+f(x) =<(£XV)+,f>
est un noyau completement mesurable de B(Xl) dans B(Xz), Vi et VT =VLV

sont positifs.

Corollaire 7 : Soit V un noyau completement mesurable de B(XI) dans

B(Xz). Pour toute mesure ae‘.]]l+(X2), 1'opérateur Ty o V de B(XI) dans

Ll(Xz,a) est nucléaire.

Démonstration : On peut écrire VE(.)= lG(.,y) £(y) du(y) ou la fonction

G appartient a L1(u® o). ‘

Proposition 8 : Tout noyau d-compact est completement mesurable.

Démonstration : On s'appuie sur un lemme dont la démonstration est

immédiate.
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Lemme :

a) tout noyau compact est completement mesurable

b) un noyéu V,qui est limite simple d'une suite Vn de noyaux complete-

ment mesurables,est aussi completement mesurable.

Démonstration :

a) Soit U un noyau compact de B(Xl) dans B(Xz), la famille (st)x€X2

est fortement relativement compacte dans wf(xi), par conséquent il existe
pxeﬁ#(xl) telle que EXU soit de base p pour tout xéEXz. Selon un argu-
ment déja utilisé, l'espace vectoriel E engendré par la famille

(e_.U) est a base dénombrable dans Ll(X ,i) et il existe une sous-
X x€X2 1
~ ’ 7

tribu a base dénombrable B} B, telle que

uf = U(Eu(flisi)) ¥ fEB(Xl).

i

i
) L B n
b) Supposons que Vn soit de base unesﬁf(xl) et que Vn(f)==Vn(Eu(f‘8 ))
oll B° est une sous-tribu & base dénombrable.
Par hypothése Vf=1im simple Vn f pour toute feEB(XI), le noyau V est

"
donc de base p=g J; ‘Jn et la tribu %i engendrée par la réunion
2 T h

n . . o .
(U B) satisfait aux conditions requises.
n

La proposition suivanie et son corollaire montrent en quel

sens on peut se ramener & considérer des noyaux completement mesurables.

Proposition 9 : Soit V un noyau absolument de base p de B(Xl) dans
B(Xz). Pour toute mesure aefm+(X2
dénombrable %?c:%l telle que Vf::V(Eu(f‘%T)), a—presdue partout
¥ fEB(Xl).

), il existe une sous-tribu a base

Démonstration : Montrons que 1'opérateur T: g- (g. a)V définit un opé-

rateur compact de B(X2) dans Ll(Xl,u). I1 revient au méme de vérifier
1
que Ta“ V est un opérateur compact de B(Xl) dans L (Xz,a), autrement

dilt que de toute suite (an), ”fnn <1, on peut extraire une suite
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t
convergente dans L (Xl,a) Le noyau V étant de base u, on peut extraire
une sulte (Vf‘) qui converge simplement partout suran, donc converge
dans L (X ,o) fort. On en déduit l'existence d'une sous-tribu a base
denombrahle 55 c®; telle que pour toute gEB(X ), (g‘. o)V possede un
représentant %g-mesurable dans £ (Xl,u) On aura alors

Vf = V(E (fl%l)) a-presque partout ¥ fEB(X ). .

Corollaire 10 : Le composé de deux noyaux absolument mesurables

peut €tre représenté comme le composé de deux noyaux completement

mesurables.

Dans ce qui suit on ne considerera, pour simplifier, que des
espaces mesurables (X,8) dont les tribus sont & base dénombrable et

tous les noyaux considérés seront positifs.

Bien que nous disposions des théorémes de Grothendieck sur
. s 1 .
les opérateurs nucléaires a vaeurs dans les espaces.de type L, il nous
sera utile de refaire une étude élémentaire.

i

Définition 11 (Grothendieck [2]) : Soit a €M (X) et soit H un ensem-

ble de fonctions numériques B-mesurables sur X.

On dira que H est a-équimesurable s'il existe une suite (An)c:% telle

que
a) (U A )=aX) ;
n

b) pour tout n et tout f €H, 1A f est a-essentiellement bornée et
n

pa(lA .H) est relativement compact dans Lw(Xo,a) muni de la norme
n |
usuelle.

Cette définition s'étend naturellement & un ensemble’ de classes de
fonctions o-mesurables, donc en particulier a tous les espaces LP(X,a).
Lemme 12 : Soit H un ensemble a-équimesurable de fonctions numériques
sur X, S'il existe fe€f (X a) telle que hﬂ <f ¥ h€H, alors il existe
gE £1(X ), g=f, telle que p (— H) soit relativement compact dans

L” x, o) muni de la norme usuelle.
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|
'

Démonstration : On peut supposer que la suite (An)czﬁ de la définition

précédente est formée d'ensembles deux a deux disjoints. Posons alors

B =({ (U Am). On doit avoir inf‘rf. 1B da=0, il existe donc une suite
' m<n i n D
(n_) telle que (f. 1 do<— . Posons alors g=f+f. g 1 , on a
P ~ Bl’l 2p i P Bn
p P
ge< Si(X,a), et si x(EBn R f(x)sr%g(x), par suite pd(é. H) est relati-

vement compact dans Lm(X,a).

La proposition qui suit peut étre considérée comme une géné-

ralisation du théoreme d'Egoroff.

Propositieon 13 : Soit H un ensemble de fonctions numériques finies

B-mesurables sur X. Si H est compact métrisable pour la topologie de

la convergence simple sur X. alors H est a-équimesurable pour toute
ag‘m+(Xo). Plus précisément, il existe une suite (AD?C:%, dépendant de a,
telle que

a) a(;JlAn)=a(X) ;

1

b) 1A .H est compact pour la topologie de la convergence uniforme sur X.
n

Démonstration : Soit (xn)c:Xo une suite de points séparant H et soit

Hl H un sous-ensemble dénombrable dense dans II pour la topologie de la

convergence simple.

L
n
2

H1 étant dense dans H, 1l'enveloppe supérieure peut €tre prise avec

i
f, g parcourant H

Posons hn-:sup{(f—g):f,géIIet if(xk)—g(xk)|< ¥ k<n}. L'ensemble

de sorte que hn est B-mesurable puisque H est

1 1

dénombrable.
Chacune des fonctions h est partout finie, on a h <h et inf h =0.
n n+1 n n n
Enfin pour toute suite (gp)c:H convergeant simplement vers g<£ H, on a
la propriété suivante : ¥ n, 3 P, tel que (ptzp0)=;‘g-gp|sll . On
n

en déduit que pour tout ensemble A€ %0 tel que la suite (1A.hn) conver-
ge uniformément vers 0, l'ensemble IA.H est compact pour la topologie

de la convergence uniforme sur XO. D'apres le théoreme d'Egoroff, il

existe une suite (An)::% telle que a(UkAn)= a(X) et telle que
n
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i
1§m Hl o H—-O Une telle suite (A ) répond aux conditions cherchées.
n

{
x
Lemme 14 - : Soient (X,B) un espace mesurable, H un ensemble borné de

B(X) compact métrisable pour la topologie de la convérgence simple.

11 exist% un sous-ensemble H' cB(X), HcH', tel que'?' soit convexe,
stable par enveloppes supérieure et inférieure de sous-familles quel-
conques, compac! métrisable pour la topologie de la convergence simple

1

sur X.

Démonstration : Soit H1 un sous-ensemble dénombrable dense de H et

soit (xn}(:X une suite séparant H. On peut aussi supposer que H sépare

X et que B est la tribu la moins fine rendant mesurables les éléments

de H :

Posons comme précédemment h = sup{(f-g); f,gGIIet ‘f(x )- g(x Ne2™ ? ¥xen}
et considérons le compactlfle (métrisable) X de X pour la topologie la
mons fine rendant continus les éléments de H, et toutes les fonctions

10
hn. L'ensemble X se plonge canoniquement dans X et toute fonction

~

f €H se prolongent en une fonction continue sur X que nous désignerons
par f, de méme h se prolonge (c'est 1la une deflnltmon) en h sur X.

Posons alors YH={1nf hn 03}, L'ensemble Y est un G6 de X et l'ensemble

~

H est équicontinu en chaque pointi de Y.

Considérons la distance d@ sur Y, compatible avec la topologie

de Y, d(x,y)= sup ‘?(x)-?(y)\. Considérons maintenant, pour x0€EX,
fel ¥x,yeY
1‘anf’mb19 F={gec(Y);|g(x) - g(y)!<d(x,y\/et lg(x )| ssup l£(x )],
feH

Pour tout gcF, la trace de g sur X est B-mesurable, et F est compact
métrisable pour la topologie de la convergence simple sur Y, donc aussi
pour la topologie de la convergence simple sur X. Enfin F est convexe,
stable par enveloppes supéreure et inférieure de sous-familles quel-

conques.

L'ensemble H' des restrictions a X des éléments de F répond

donc a la question.
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La proposition précédente doit étre rapprgchée du théoreme
de Phillips sur les mesures définies sur un compact faible d'un espace

de Fréchet, théoréme qu'on peut formuler de la fagon suivante, cf. [2].

Théoreme : Soit X un espace compact, et soit H un ensemble faiblement
compact de C(X). Pour toute mesure de Radon a>0 sur X, i1 existe une
suite (Kn) de compacts de X telle que

a) «(U k)= a(X) ;

b) IK .H est compact pour la topologie de la convergence uniforme.
n ’

Lemme 15 : Soit V un noyau completement mesurable de base p de B(Xl)

dans B(Xz) et soit K1 la boule unité de B(Xl)' L'ensemble V(Kl) est

compact étrisable pour la topologie de la convergence simple sur X2.
l

Démonstration : Soit B] une sous-tribu a base dénombrable telle que

Vf::V(Eu(f|$i)) pour tout f«EB(Xl). La boule unité K de Lw(Xl,ﬁi,u)

est alors compacte métrisable pour la topologie faible G(Lw, Ll), le
noyau V peut €tre défini sur K et 1'on a V(K1)==V(K) de sorte que V(K)
est 1'image d'un compact métrisable par une application continue de K

dans B(X) muni de la topologie de la convergence simple.

Proposition 16 : Le composé de deux noyaux absolument mesurables

est un noyau O-compact.

Démonstration : Soient (Xi,%i) des espaces mesurables pour i=1,2,3,

Vo B(Xl)-B(X2) et W: B(X2)-B(X3) deux noyaux absolument mesurables

de bases § et a respectivement. On a vu qu'on pouvait‘supposer toutes
les tribus séparables et tous les noyaux positifs.

D'aprés la proposition 13 et le lemme 15, il existe une suite (An)::%2,
telle que

a) AnﬂAm=¢ si m#n, a(g An)= ot(Xg)

b) pour tout n le noyau 1, .V est compact. Posons alors Tn==W0 (lA . V),
n n

les noyaux Tn sont compacts, pour tout fsEB(Xl), on a

;: Tn(lfi) <s|iwy . vl el et W, V=Iz] T

A
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§ 2. PROPRIETES DES OPERATEURS A NOYAU

t

Dans ce qui suit nous supposerons que tous les espaces

mesurables considérés sont munis de tribus a base dénombrable.

Soient (X], E]) , (Xz, %2) des espaces mesurables.

Proposition 17 : Soit V un noyau 2 0 completement mesurable de

B(Xi) dans B(X2). On suppose que V est de base p. Pour toute mesure
a € mﬁ(xz), il existe h 2 1, h € £1 (Xj,u) vérifiant les conditions

suivantes:

. u 1
a) pour tout w € & (X ,u), V(3) € &, (X,,0) ,

b) 1'opérateur U défini sur L](Xl,u) par U(u) = T;(V(%)) est un
i
opérateur linédaire compact de L1(X] u) dans L](Xé,a).
Démonstration : D'aprés la proposition n°5 , il existe une fonction

numérique G sur Xlx X2, qui est 91)($2—mesurab1e et telle que pour
tout fi€ B(Xl) et x € X, on ait

i vi(x) = [6(x,y) £(y) du(y)

Le noyau V étant borné, on a: IG(x ¥) du (y) da(x) < +o.

Posons ho(y) = fG(x,y) da(x). La fonction h  appartient ad ( 1,u)

de sorte qu'en posant D = {ho = +»} on peut définir un noyau borné

T de base «, défini sur B(Xz) par Tg(y) = 1.D.ho(y)-lfG(x,y)g(x)da(x)-

Le noyauT est completement mesurable, 1'ensemble
H={n.Tg; g € B, (X)), llell = 1]

1
est p-équimesurable. D'apres le lemme n°12,il existe donc h € £+(X1,H)

tel qué l'ensemble %.H soit borné et relativement‘compact dans B(X ).

Par dualité, on en déduit que le noyau Utu » T [V( )] est un opérateur

compact de L (X ,u) dans L (X L) .
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Corollaire 18 : Si l'on a oV < u, l'opérateur V peut se prolonger

en un opérateur linéaire continu de Ll(Xl,u) dans Ll(X2,a) qui
transforme toute partie faiblement compacte en partie fortement
compacte., Ce corollaire peut se démontrer directement a l'aide de
la proposition précédente et nous en laisserons le soin au lecteur.
Nous démontrerons des résultats plus fins dont 1' utilité est plus

grande en théorie du potentiel.

Proposition 19 : Soit (X,8) un espace mesurable et soit p € m(X).

Pour un filtre de Cauchy faible {J sur Li(X,u) les conditions suivantes

sont équivalentes:

a) est faiblement convergent sur L (X L) (pour G(Ll(u), L(1)) vers
f€L(,u)

b) pour toute suite décroissante (An) C 8B, le filtre J§ converge
uniforﬁément vers f sur l'ensemble (WA.)’ identifié a un sous-ensemble

de Lm(u).

¢c) Si X est un espace compact, et B sa tribu borelienne, on peut
dans la condition b) précédente ne considérer que des suites décrois-

santes de compacts.

‘ . | 0 .
Démonstration : L'espace L (X,p) est isomorphe pour sa structure
~ ~~

d'espaée vectoriel ordonné a un espace C(X) ou X est un espace
compact stonien, et en supposant ” (X,n) plonue dans L (Y w),

mesure _H_se transporte en une mesure Y sur X et les espaces L (X u)
et L~ (X u) sont lsomorphes. Pour faolllter la démonstration, nous
nous placerons sur X. Pour tout f € L (X,u) f.7 est une me%ure

v, sur X. Dire que J§ est un filtre de Cauchy faible sur L (X,u)

f
équivaut a dire que lim Ve =V existe pour la topologie vague sur
3
ﬁf{X) et la condition b) implique que v ne charge pas les compacts
K © X qui sont W-négligeables, par suite v est de base T et il existe

1
S L+(X,u) telle que:

[e]
limgfhfdu = J1 ¥ h e L7(X,u).
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. 4
Montrons maintenant que non b = non a. '

On remarque immédiatement qu'on peut énoncer la gondition b) avec
des sgites décroissantes (An) C B telles que inf‘u (An) = 0.
Supposons donc qu'il existe £ > 0 et une suite décroissante (An) c 3
vérifiant les conditions suivantes: inf u(An) =0 et ¥M € g, 1l

existé fn M € M satisfaisant a

J'fn,M . 1Am dp = €.

On aura donc aussi jfn,M . lAm dy 2 £ pour m S n. Si le filtre {J
convergeait vers £ € Li (X,un), on aurait, pour tout n,f £,-1, du=
n

L . .. . ) 0.
11m8 djf.lAn du 2 e, ce qui vient en contradlctlo? avec 1gf If 1Andu

Corollaire 20 : Soit H une partie nucléaire de'Ll(u) , contenue

1

dans Lm(u) N Ll(u), bornée dans Lm(u). ‘
Tout filitre {J§ sur Li(u) faiblement convergent vers fo € Li(u),

converge uniformément sur H vers fo.

Démonstration : On sait qu'il existe une sente décroissante

(B,) © B telle que

a) inf p (Bn) = 0;

b) ch . H est relativement compact dans Lm(X,u) avec sa norme
n

]
usuelle.

Supposons pour simplifier que Ifodu < 1.

D'apres le théoreme précédent, pour 0 < ¢ < 1, il existe M € J

tel que :

jf'lB dp = % pour tout f € M.
n
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D'autre part, il existe une famille finie L) . d'éléments
€i/i s k

de L”(p) telle que pour tout g € H, il existe g, vérifiant

i

; i (e-¢g) ll<g
' n ol
L'ensemple

N={f :e Li (w)| U‘(f-fo) - g;-1(p du | <§ ¥i < k'etlj(f-fo)du] < €}

appartient au filtre {§ et pour tout £ € MN N et tout g € H

on a @
0o (5 = £)uael <5+ Bleft, au e o) = 5

Enfin pbur tout f € M, on a par hypothese :

ff.lB dp < é d'ou finalement:
n

]I(f - fo)gdul < ¢ pour tout f € M N N,
Soit V un noyau completement mesurable positif, de base p, appliquant
B(Xl) dans B(X2) et soit o € Wﬁ(Xz) telle que aV < .,
L'opérateur V se prolonge en un opérateur linéaire V continu de

Ll(X ,iu) dans Ll(X ,&) en posant pour f € Ll(X ,iu), Vf = sup V(inf(p,f))
1 2 S} N

~

puis en posant Vf = classe de Vf dans Ll(Xz,a).

Le théoreme qui suit s'énonce sous les conditions ci-dessus.
q

Théoreme 21 : 1) V transforme toute partie bornég pour 1l'ordre

dans Ll(Xl,u) en partie nucléaire de Ll(Xz,a)

2) pour toute partie M C Li(Xl,u), faiblement

relativement compacte, la fonction numérique

)
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h}

gy = inf {Vf; £ € M } est B,-mesurable.

p
3) pour tout filtre {J & base dénombrable sur

Li(Xl,u) faiblement convergent, on a

; lim inf_, Vf 2 V(11 t
f- 5 (1img) et

3 +
inf (v(1im.) - g,)" dox = 0 ou g . = inf V£.
M€ ! R M pe

4) V transforme tout filtre faiblement convergent

3 sur'Li(X],u) en filtre fortement convergent dans Li(Xz,a)

5) V transforme toute suite de Cauchy faible dans
Ll(Xl,u) en suite fortement convergente, et toute partie faiblement

compacte en partie fortement compacte.

6) V transforme toute suite de Cauchy faible de

Ll(X];M), bornée pour 1'ordre,en suite convergeant simplement

J

a-presque partout.

'
y

Démonstration : 1) Soient f € Ll(X Jb), b = VE et D = {h =+=}.
0 +' 1 0 o o

1
1D.ho.V(f.fo).

Considérons le nmoyau V' défini sur B(X]) par V'f =

Le noyau V' est borné, de base i, 1l'ensemble H =I{V'f; ”f” < 1}

est a-équimesurable et borné pour 1l'ordre dans L](Xg,a), et il en

est de méme pour 1'ensemble hO.H.

2) pour toute mesure B € Wﬁ(X]), B de base u,
l'application f & jde est semi-continue inférieurement sur
Li(Xl,P), muni de la topologie faible.

Une adaptation du théoreme du minimax donne le résultat suivant

Si @n) est une suite croissante de mesures = 0 et si 8 = sup Bn

alors pour toute partie faiblement compacte M C Li(Xl,u), on a
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sup (inf [ fdp ) = anf [ tap
feM feM

On a vu précédemment qu'il existe une fonction numérique G = 0,
(81 X @2)—mesurab1e sur X, X, telle que pour tout f € B(Xi)’ tout
y € X2

vi(y) = [ 6(x,y) £(x) du(x)

Définissons alors un noyau Vp de B] dans B, par la formule

2

v,i(y) = [ int (p,6(x,y)) £(x) dn(x)

et posons gp = inf {V f; feM}. Si M est faiblement compacte dans

M
L (X ,4), on aura alorb gy = sgp gﬁ Montrons que gﬁ est ﬁz—mesurable.

L espace L (Xl,u) est a base dénombrable, il existe donc une suite
(fn) C M, fortement dense dans M et pour toute p' €M ( 1), 0<sy'sy,

1
on aura

inf {<u',f>; £ € M} = inf <p', fn$.

§

. . P .
’ ’ ) < p. = g -
Pour tout p et tout y € Xg Fpr p-i. par suite & lﬁfvpfn est %2

mesurable.

3)pour tout y € Xy 1'appication f-Vf(y) = <ec V, {>
| 1) faible, par suite lim inf Vf = V(1im3)
D'autre part, V étant continu de L (X .¢) dans L (X2,a) le filtre

est s.c.1i sur L (X

= V(S) est faiblement convergent vers V(lim,). Pour toute partie
M €J, il existe alors une suite (hn) < V(M) telle que inf hn < V(limg)
a-presque partout et par consdquent ) s V(limg) ax-presque partout.
Reprenons les noyaux Vp introduits dans la démonstration de la partie
2) de ce théoreme.

Soit (Mn) une base du filtre J et posons, pour y € X,,

g (v)

fl

inf {fo(y); f € Mn]

g, (y)

il

inf {Vi(y); f ¢ Mn}
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est un ensemble

, 0
inf {fo, f € Mn}.

Les fonctions gE sont B -mesurables, car si M

p

0
n
dénombrable fortement dense dans Mn’ on a g =

On a les inégalités: .

gg < g, = \' (limﬁ) a~-presque partout

et sup g =V (11m8) sup v (11m3) V(limg).

t

On en conclut que inf J[ V(llmg) - gn] da = 0

4) Reprenons la fonction G sur Xlx:xz associée a

V dans la question 2) ci-dessus et posons

- J6(x,y) daly).

En raison de la relation oV < u, on a h0 < 1 K-presque partout et
1'ensemble H = {(g.«)V, |lg]| = 1} est p-équimesurable, d'aprbs la
prop0s1t10n n°19, le filtre § faiblement convergent sur L (Xl,u)
vers f € L (Xl,u), converge uniformément vers f sur H, ou ce qui
revient au méme, V(g) converge fortement dans L (Xz,a)

5) Seit (f ) une suite de Cauchy faible dans
L (Xl,u),cette suite converge simplement et on peut trouver une
sous-suite (f'n) < (fn) telle que les suites (f';) et (f‘;)
convergent faiblement; on termine alors en utilisant les propriétés
3) ou 4) vérifides par ;, puis un résultat classique de
Grothendieck. [2].

6) il suffit d'utiliser la propriété 1) de 1'énoncé
du théoreme.
Le théoreme qui suit est une légére amélioration du précédent.

Soient (Xi’ Ei) des espaces mesurables i = 1,2,3.

Théoreme 22 : Soient V, U des noyaux positifs completement
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mesurables de B(X ) dans B(X ) et de B(X ) dans ﬁ(X ) respectivement.
On suppose V de base p et soit a € m (X ) tel qué oW < u, avec

W = U,V. i

“Alors la propriété 3 du théoreme 21 est satlsfalﬁe par le noyau W pour

tout flltre 3 faiblement convergent dans L (X Ju).

Démonstration : On sait qu'il existe une suite croissante de noyaux
(v.)) de B(X ) dans B(X ) telle que V = sgp Vp et telle que pour tout
f € B(x ), ]v f] < p f | £]du.

Le noyau U etant completement mesurable, il existe une suite (A ) € 3

telle que:
o — -
1°) A N A = g pour m £ n et “(H An) = a(X2)

2°) Ltensemble 1, . U(K2) est compact pour la topologie de la

A
n
"
convergence uniforme sur X, K, étant la boule uhité de B(Xz).
On en 'déduit que ppur tout p et tout n, le noyau Wn p = 1, -UoVp est
H

1 n
un opérateur positif compact de Ll(XO,u) dans B(Xa), muni de la
norme ‘uniforme.
Soit alors § un filtre faiblement convergent sur Li(XO,u). Pour tout

M €3 posons g“ﬁp = inf {W_ Jf5 € M} et g, = inf {U,VE; £ € M},

Les fonctlons gM sont $3—mesurables et igé “Wn,p<lim8) - g Mp“
ou || || désigne la norme uniforme de B(X,). On a encore les inégalités

g Mp S gy S (U, V)(llmg) a-presque partout et (U, V)(llma) SUP W (1im8)

On conclut alors comme précédemment que :

vy
i

inf j* [(UOV)(limS) - gM] da = 0.

Remarque : Le théoreme précédent est encore vrai pour des noyaux
de la forme W = g Un°Vn ou (Un) et (Vn) sont des suites de noyaux

absolument mesurables positifs.
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Caractérisation des opérateurs a noyau.

'

Soient (Xl’ %1), (Xg. %2) des espaces mésurables,
pem(X) «€ mﬁ(xz)

[l
i

Proposition 24 : Pour un opérateur linéaire continu T de Ll(Xl,u)

dans L}(Xg.a), les conditions suivantes sont équivalentes.

a) il existe G € ﬁl(Xlx X,, & ® a) telle que pour f € L](Xl.u)

2’
y P fG(x,y) £f(x) dp(x) soit un &lément de &1(X2,a> dont la classe

dans Ll(Xq.o) est égale a Tf, autrement dit T est un opérateur a

noyau.

b) T transforme toute suite (f ) < ! (X],u) N L (Xl,u)
bornée.en norme L , faiblement convergente pour (L L ) en une
suite vérifiant: "

{
¢

! lim inf T f = lim sup T £ = T (lim £ ).
n n n

Démonstration : 1) 1l'implication a = b a été démontrée dans le cadre

du théereme 21.

2) Montrons que b = a. Soit K la boule unité de

L (Xl,u), pour tout voisinage faible w de 0 dans K on définit

wn(w) = sup { [ sup (Tfl,...,Tfn) do | % PUE POPIE w}
i

puis g(w) = sup ¢ (w). ;

!(

On commencera par remarquer que T est dlffﬂrence de deux opérateurs

linéaires positifs continus de Ll( 1,p) dans L (Xz,a ceci de fagon

tres générale des que T est continu. Puis on remarquera que T(K) est
compact fort dans Ll(X2,a) de sorte qu'on peut supposer les tribus
%] et $2 a base dénombrable.

Soit alors (wp) une suite fondamentale décroissante de

voisinages faibles de 0 dans K.



Montrons que l'on a igf o (wp) = 0.

Si ce n'était pas le cas, il existerait & > 0, et'pour tout p un
ensemble fini AP tel que

¢

J‘ sup {Tf; f € Ap} da > €.

Soit alors (fn) = U A une énumération de A = g Ap. Par construction
la suite (fn) converge faiblement vers 0 dans K, et par conséquent
on devrait avoir limsup'an==linlinfT fn=0 ce qui est contraire a
l'hypothese faite sur la suite (fn).

Posons alors, gp = sup {Tf, f € wp}, 1'enveloppe supérieure étant prise

dans 1 espace completement réticulé Ll(Xg,a).
On a vu que inf da = 0 et < .
a P 1} ®p Epr1 = Ep

Pour une sous-suite convenable gp . on a : '
n

1
% fgp do < +@ et g = E gp €L (Xz,a).
n n

Comme cela a ét éja fait pour la proposition 13, on remarque que

1'ensemble H = Hf“ w S 1 } est essentiellement borné et compact

é d

Tf
o {g

dans L (Xo,a) avec sa norme usuelle et par suite l'ensemble g.H est

nucléaire dans Ll(Xq,a\.

Considérons 1l'opérateur T' de Lw(xl,u) dans Lw(Xo,a) défini par

T f - & . Tf.
g

L opérateur T' est compact et pour toute suite décroissante

(fn) c L: (X,,u) telle que 1nf fn = 0, on a inf “ T'fn”w = 0.

1t
~ © /

Soit alors p un relevement de L (Xg,a) (cf. Meyer [3]). L'opérateur

V=p , T est un vrai noyau completement mesurable, de base g, il

existe alors G' € Sl(u ® ) permettant de représenter T', puis 1'on

passe aisément a l'opérateur T lui-méme.

Applications a la théorie du potentiel.

Soit (X, B) un espace mesurable, (VA) A 2 0, une famille

résolvante sous-markovienne de noyaux positifs sur B telle que
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V = V0 soit un noyau borné. (cf. Meyer [3]).

On suppose de plus que V est un noyau absolument mesurable de base pu.

Proposition : Le noyau V est d-compact.

¢

Démonstration : L'équation résolvante V = VA + AVAV montre que

chacun des noyaux Vk est absolument mesurable de base p. Par

conséquent le noyau U, = AV,V est o-compact et ”VAH < %.

On peut alors écrire :

3
H

V-vvas+g (2 v-2™ly vy
1 n n n+1
2 2
et I v - 2™y v s —-—,
2 2 2

ce qui montre que V est oO-compact car VAV = g Un ou les Un sont des

noyaux compacts et 2 0. ‘

Corollaire : Pour tout o« > 0 le noyau VA est d-compact.
Démonstration : Considérer la famille résolvante (UA)KZO ol
U, =V .

A A+
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