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§ 2. OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

Nous nous plagons toujours dans le demi—esbace R2==X, et nous
notons la variable x= (y,t), avec y'GRn+1, t>0. Mais tout ce qui suit
reste vrai pour une variété a bord C, avec quelques modifications
évidentes.

{

1. Propriété de transmission.

Seit P un opérateur pseudo-différentiel défini sur R" (ou au

. . . =N
moins au voisinage du demi-espace fermé R+).

=N . s
Nous noterons @(R+) l'espace des fonctions a support compact
. =N . .
dans le demi-espace fermé R dont chaque dérivée (définie dans le demn

. A .
espace ouvert) se prolonge continument au demi-espace fermé.

Si f EEKR?), nous noterons f la fonction qui prolonge f par

0 pour tout t <0,

Nous définissons l'opdérateur PX: @(Ri)-ﬂ?ﬂ(Ri) par

n
P (f) = P(f) | R,

/ .
(/ désigne la restriction).
Nous dirons que P a la propriété de transmission s'il se

décompose en une somme

¢

ou R est un opérateur a noyau Cm, Pz est 1ndéfiniment divisible a gav -
che par t, autrement dit pour tout N il existe un opérateur pseudo-di'!
rentiel PN {de méme ordre que PZ) tel que P2 tNPm , et P1 est défim

par une 1ntégrale de Fourier




III.2
- ix.E .
Pl(u) = (2n)7" jelx" a(e) dae
ou la fonction p(x,E) admet la décomposition en série :

+ 0

a, (x,8) £ + T b (x.E

™ME

|
(2.2) p(x,E)

il
=
i
i
8
—
A
=
V.
]
-
]
S

k=0

les a, sont des symboles de degreé

k

Ici m est 1'ordre de P ;
forment une suite a décroissance rapide de symboles de

m-k, et les bk
degré m+1 (on a noté T la variable duale de y, et T celle de t ; et on

a posé <M 3=v1+)7|7).

La propriété de transmission est une cond1t1on nécessaire et
suffisante pour que PX soit enfait continu @ E(R )-JC (R ) (autrement
dit si f eixﬁi), Pxf est une fonction C° dans le demi-espace ouvert,

dont toutes les dérivées se prolongent continfiment au demi-espace fermé).

n

PX se prolonge alors contintment : H

s>-12 . (cf. [3]).

R
comp ) Hloc(R ) pour

2. Opérateurs de Poisson.

On appelle ainsi un opérateur K qui a u.GEXRn-l) fait corres-
pondre P(ué(t))/R?, ou P a la propriété de transmission comme au N° 1.
(ud (t) désigne le produit tensoriel de la fonction u(y) par la masse
de Dirac 6(t) 3 ¢'est donc une mesure portée par le bord Rn-l, de densi-
té ¢ par rapport a la mesure de Lebesgue du bord). UA tel opérateur
a la propriété suivante : il est en faii continu : @(B,n_1 -C (R Yy
et 11 se prolonge continiiment de 6'(Rn_1) dans 1l'espace S'(Rn 1)<8C (R)
des distributions qui dépendent de fagon c” de t (ef. [3], [4]). En

particulief, pour toute distribution u.EEJ(Rn‘l) on a K(u) €E_.

s s-m+1/2

. .. n-1
K se prolonge aussi contintment : Hcomp(R ) H10

pour tout s (cf. [3]), si degre(K)-—degre(P)-+1-—m.

(¢)

Ceci exprime de fagon précise que p(M,7),considérée comme fonction

(R))

de T seule, se comporte comme une fonction méromorphe a 1l'infipi.
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On peut montrer qu'il se prolonge aussi contintment

-k-12, n-1 -m-k. 2 =n.
- 1. [5]).
Hoomp (B )=t LY (R)) (ef. [57)

3. Opérateurs trace.

On appelle ainsi un opérateur T qui a f Eixﬁi) fait corres-

pondre QPX(f)/Rn—l, ou Q est un opérateur pseudo-différentiel sur le bord

Rn—l, et P un opérateur pseudo-diffiventiel qui a la propriété de trans-

mission comme au N° I,

Un tel opérateur peut toujours se mettre sous la forme

% N
T ="K+ T Q. 7.
joo 41
ou K est un opérateur de Poisson, Qj un opérateur pseudo-différentiel
sur le bord Rn'1 (j=1,2,...,m), et Yj est 1'opérateur qui a une fonc-

o ~
tion ¢ fait corresponder la trace de sa dérivée normale j-ieme.

I1 est continu : @(ﬁ?)-*Cm(Rn-l

Hiomp(Ri)'THigﬁ—yQ(Rnul) i m=degré(T) (=degré (Q) + degré (P) dans la

définition ci-dessus), pour s assez grand.

) et se prolonge continument

Nous dirons que T est de classe k s'il se prolonge continument
Ek-@'(Rn_1). En particulier nous dirons qu'il est de classe - s'1l se
prolonge continument a Ek pour tout k ¢ pour cela il faut et il suffit
(cf. [5]) que T soit adjoint d'un opéraeur de Poisson et soit indéfini-
ment divisible par i, autrement dit pour tout N il existe un opérateur
de Poisson KN (de degré N+ degré (T)-1) tel que T::tN tKN.

Si T est de classe -, il se prolounge contindment a 1'espace

Qér(Rf) des distribuiions a suppori relativem'nt compact dans le demi-

. s n .
espace fermé et qui se prolongent a l'espace R tout entier.

v
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) . ) s (pby s-m-¥2 - n-1,
Il se prdonge aussi continfiment : Hcomp(R+) Hioe (B° )

pour tout s, et aussi :

R _‘H—m-—k—]/2(Rn—1)
comp ' +

(cf. [5] ; ces assertions sont a peu de choses prés,les transposées des

assertions ci-dessus pour les opérateurs de Poisson).

4.

Enfin on appelle opérateur de Green singulier la somme d'une
série G=H2KpoTp , ou Kp et Tp sont deux suites a décroissance rapide

d'opérateurs de Poisson (resp. opérateurs trace).

L'intérét de ces opérateurs est le suivant : 1'epérateur
qui décrit un probléme aux limites s'exprime au moyen de ces opérateurs,
la paramétrix aussi quand il s'agit d'un probleme elliptique ; en outre
!

l'ensemble des opérateurs A sur E(ﬁ?)ﬁ?@(Rn_l) de matrice :

P+G K
(e )

(o P, G, K, T sont comme aux N° 1, 2, 3, 4 ci-dessus, et Q est un opé-
rateur pesudo-différentiel sur la bord) est une "algébre" autrement dit

le composé de deux tels opérateurs en est un autre.!
1

'

Cette affirmation contient plusieurs assertions sur la fagon
dont les divers opérateurs introduits jusqu'ici se composent entre eux.
La plus substantielle est la suivante : si P1 et P2 sont deux opéra-
teurs pseudo-différentiels (et s'ils ont la propriété de transmission),

alors 1l'dpérateur Plo R;-—(PIPQ)X est un opérateur de Green singulier,

de degré degré(Pl) +degré(P2) exactement. Tout ceci est démontré dans

[4].
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(Ces opérateurs donnent lieu & un calcul symbolique, un peu
analogue & celui des opérateurs pseudo-différentiels, mais plus compli-
qué. Nous ne le décrivons pas ici. L'idée est en gros de faire une trans-
formation de Fourier partielle par rapport & la variable tangentielle,
et de se ramener ainsi a une équation différentielle dépendant d'un para-
metre dans le cas de 1l'opérateur décrivant un probleme aux limites aux
dérivées partielles, et a un probleme de Wiener-Hopf dans le cas géné-

ral).

1

5.
]
Revenons maintenant au probleme aux limites : soit A un
opérateur différentiel (ou un systéme d'opérateurs différentiels) et

soient Bj des opérateurs différentiels définis pres du bord.
Considérons le probleme aux limites :

Af =g (2 1'intérieur)
(%) ‘

B.f = uj (sur le bord) (j=1,2,...,u).

Supposons A de degré m, et limitons-nous a la recherche de solutions
prolongeables., Si g est dans l'espace Ek’ de toute solution de 1'équa-
tion Af =g est dans l'espace Ek+m d’apres la proposition 1.6 du N° 1
{pourvu que le bord soit non caractéristique). Si B. est d'ordre mj,

n-1

et si on a m <k +m pour tout j, les B]_f/R sont bien définis, et on

a donné un sens au probleme. Il convient de remarquer que la condition
porte sur g seul, et qu'elle dépend seulement des ordres des opérateurs

A, B..
J
Si le probleme (*) est elliptique, il possede une parametrix
-1
f = A +G+K u. +R(f
(47" + 6+ K u, + R(2)

. ,-1 . . . .
ou A désigne une parametrix de A (au vyisinage du demi-espace fermé)
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G est un opérateur de Green singulier. et les K sont des opérateurs ac
Poisson. Op vérifie immédiatement que si R (et é) a été choisi de fason
a ne pas faire i1ntervenir de irace de dériveée normaleAqui ne figure pa-
déja dans le probleme (*). ceite parametrix se proloﬁéo continGment @

n=1. u
Ek?('ﬁ(R )) -*Ek

'

s1 k2m~-supm. .

+m

Le théoreme suivant précise ce resultat ; 1] et démontid

[l

dans [5]. . .

2.3 Theoreme : Soit P un opérateur pseudo-differentiel de degré m ,
] )
qui a la propriété de transmission. Alors P se prolonge continument .

(Rappelons que Ek est un espace de distributions sur Rn. a support dans

le demi-espace fermé : de sorte que si f EEk . P f et la restriction

Pf/Rf sont bien définis). |

y

1

Nous ne démontrons pas ic1 le théoreme, et nous nous contente-
rons de donner des indications dans le cas d'une variable.
P admet une décomposiiion : P= Pl+ P +R comme au N° 1 :
2
l'assertion du théoreme cst évidenie pour R qui rransforme toute distri-
bution en tne fonction C~ i et elle e<i facile pour Pé qui traunsforme
toute distribution en un ¢lément de Ew (pul a l'ordre infini au bord).

Dans le cas n=1, P1 admet une repreésenfation par intégrale de Fourie:r :

i

Pu(x) = (20)™ [e**% pi.g) a(g) ag-

ou la fonction p(t,E) admet la décomposition en scérie/(2.2). A la partie
~ . v n . . 'l 'w

polynomiale de p correspond un operateur differentiel a coefficients C

qui vérifie l'assertion du théoreme. A la scrie infinie de (2.2) corres

pond un opérateur

L(u) = fF(f~53 uls) ds
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~ . c -

ou la fonction F est C de part et d'autre de la diagonale, et n'a que
des sauts de premiere espéce le long de la diagonale t=s, ainsi que
de chacune de ses dérivées. Et il est immédiat de vérifier que cet opé-

rateur a la propriété annoncée dans le théoreme.

En particulier si P est de degré 0, si f est continue (resp.
ou admet une discontinuité de premiere espece a l'origine), il en est

de meéme de Pf.

(En général un opérateur pseudo-différentiel ne préserve pas
la continuité 3 il en est ainsi par exemple de la convolution par la
distribution vp 1/x, qui ne préserve ni de la continuité, ni 1l'espace
Ll, ni l'espace Lm.Quand on impose la propriété de transmission, on

élimine tous les opérateurs analogues a la convolution par vp 1/x).

Dans le cas genéral (n=22) il est faux que P respecte la con-
tinuité (quand il est de degré 0). Cependant il respecte la continuité
partielle par rapport a t (i.e. si T est définie par une fonction con-
tinue : tbk f(y,t) ES'(Rn-l), il en est de méme de Pf), il respecte
aussi une discontinuité de premiére espece par rapport a t (i.e. s1 T
est définie par une fonction th f(v,t) EEV(Rn‘l), continue sauf a
1'origine ou elle a une discontinuité de premiére espece en tant que
fonction & valeurs distributions, il en est de méme de Pf). Ceci est
presque une vers:ion "avec paramere" du cas n=1. A partir de ce résultat,
on prouve facilement le théoreme par des manipulations formelles -par

exemple commutation de P et de tk(d/dt)l.

Exemple : considérons les équations de Navier Stokes linéarisées :

U

A F+grad p G

{2.4)
div p

il
=

. < 3
(F, G sont des fonctions a valeurs dans R™, p »t q des fonction numé-

riques).
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. Ce sysreme est elliptique au sens de Agmon, Douglis et Niren-
berg. et on obtienf un probleme aux limites elliptique (au sens de
Agmwor, Dougiis et Niremberg) en adjoignant la condition limite

i
t

| . . 3
F = FO pour t =10 (t est une des Lrois variables de R ).
I
Or le systeme d opérateurs: qui décrit (2.1) possede une paramétrix de

la Torme

ou B, C, D. E sont des opérateurs pseudo-différentiels de degrés res-

1
pectifs -2, -1, -1, 0.

De sorte que s1 G €F 9 et q €E L o0 2 F EE40 et p€ekb | pour
toute =olution prolongeable de (2.4). et le probléme!aux limites a un
sens : sa solution e<t alors donnée par les mémes formules que dans le

cas ou G et q sont asvez régulieres. i

G. Utilisation d'opdraieurs trace

'0n peut. pour étudier un probléme aux limites tel que (¥*)

(quand 1'opérateur A esi elliptique), commencer par étudier le problems«

(#3) Af g (a l'intérieur)

T ¢ (sur le bord)

J

1]
=

'

(on n'a pas changé l'opérateur A, mais on a modifie &es conditions lin:
tes). On est alors amené, pour comparer la solution X*) a celle de ()
a résoudre un systeme d'céquaions pseudo—différontielies sur le bord.
Il peut étre intéressant dans le probléeme (**) de choisir les Tj de
classe - : 1l u'y a alors aucune condition sur g pour que le problem

ait un =ens. Qu'un tel choix soit possible résulte de la proposition
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suivante . :

2.9 Proposition : Soit A un opérateur elliptique (ou un systeme

elliptique). Il existe des opérateurs trace Tj (j=0,1,...) de degré
j et de classe -» tels que pour toute solution f de Af =0, on ait

a'j.f / < . R o
yjf = == ='ij+-ij ou Rj est un opérateur a noyau C .

atd  t=0
Je ne démontre pas ici la proposition, qui(résu]te simplemert
du calcul symbolique des opérateurs trace. Dans le cas n=1, la propo-
sition se réduit a l'assertion évidente suivante : ‘ si A est un opce-
rateur différentiel d'ordre m, et si 0 est point régulier de A (le
coefficient de (d/dt)m est non nul a 1'origine) alors pour tout j 1l
existe une fonction ®J ESKR+) telle que pour toute solution f de 1'egus

tion Af=0 on ait

\ (‘) @
£ 9700) = Pof(t) @L(t) dt .
v J
0
L'assertion de la proposition (2.5) est encore vraie quand A
est un opérateur strictemeni hyperbolique dans la direction de t. On i
voit dans ce cas en représentant les solutions de Af =0 par des op¢
rateurs Fourier-intégraux du type décrii par H8rmander (cf. [6], [77}
Je ne sais pas ce qui en subsiste dans le cas général (ou le bord e«

non caractéristique).

Le N° 5 et la proposition (2.5) permettent de ramener un hon
nombre de questions concernant la régularité de la solution de (¥) a
des questions de continuité des opérateurs pseudo-différentiels, tracc
etc... dans des espaces HS, ou HY avec poids, ou dans des espaces dr¢

type Lp, souvent faciles a démontrer.

Pour illustrer ceci, et terriner cet exposé, je redémontrie

le résultat connu suivant :
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Soit A un opérateur elliptique (ou un systeme ellippique). Les trois

assertions suivantes sont équivalentes pour une solution f de Af=0
(i) fe€H ° (au voisinage de tout point du bord) (avec s>0)

(ii) t5¢ €L2 (au voisinage de tout point du bord)
(iii) yjf 3: S 2-J (au voisinage de tout point du bord).

Que (i) ou (ii) implique (iii) résulte du fait que pour les =olutions de
Af =0, on a yjf==ij (mod. une fonction Cm), ou T, est un opérateur trace

_ J
$ ou de t SL2 dans H~ s=j- yQ

de degré -j, de classe -», donc continu de H
Que (ii) implique (i) ou (ii) résulte du fait que si f est solution de
Af =0, les yjf sont bien définis, et on a f= ZKj yjf'(mod. une fonction
Cm), ou K, est un opérateur de Poisson de degré -j, et des propriétés

de continuité des opérateurs de Poisson rappelés au N° 2,

(Une telle représentation par opérateurs de Poisson de f est obtenue
comme suit : pour les distribution f eEm_1 (ol m est le degré de A)

on a la formule de Green

A(T) = A(F) + ZBJ.k(yJ.f) 5“‘)(1;)

ou Bjk est un opérateur différentiel de degré m-j-k-1, et U désigne le

prolongement de u par 0 pour t <0.

'Alors si Af=0, et si A1 est une parametrix de A, on a

f = ZA-I(B ik ¥ fé(k)(t»-+R(f) ou R est un opérateur’ & noyau C . Or

l'opérateur qu1 a u fait correspondre A~ (B (k)(t)) est un opérateur

de Poisson de degré -j-k).
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