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On désignera par H un espace de Hilbert, ofl note ( , ) et

] . l le produit scalaire et la norme sur H. On considérera un opéra-
teur B noh borné de domaine D(B) dense dans H, et ol supposera que B
est striciement positif ; c'est-a~-dire que l'on a RekBu,u)::6|u]2.

¥ ue D(B). Il existe alors au moins un opérateur B maximal positif pro-
longeant B, et on sait que pour que ® soit maximal p@sitif 11l faut et
il suffit:queq pour tout A (Rei >0) , A+ %8 scit un i%omorphlsme de

D(®) sur H. Soit d'autre part \ un opérateur maximal positif. de domaine
D(A) ; on suppose que A domine fortement B (cf, Kato [8]., P. 190),
alors, pour tout €>0, (¢A+B) est un opérateur maximal (sirictement)
positif. On se propose de faire tendre £ vers zéro. St de montrer que
dans cert%ins cas (zA+ B) converge vers un prolongemsnt maximal B de D.

ou plus précisément que (cAn+B)_1 converge Vers %ﬁl

 Bien entendu. si 8 es* maximal positif, v%,es+ générateur
d'un semi-groupe fortement continu a contraction dan§ H. On peut alors
montirer qﬁe s1 (gA,;B)"l converge vers $“19 uE(L). selution du pro-
bléme d évolution u;-+(eAn+B)u€=-f (t>0), u€(0)=-u;, converge vers u
solution du probléme u’ +Bu= 1, u(0)=.-u0 {cf., Kato [?]7 ou dans un

cadre plus général Fattorini [6]). &

Si on prend pour espace H 1'espace (LZ(Q))m ou () désigne un
ouvert de R" et pour opérateur B un opérateur différentiel formelle-
ment positif, (on posera D(B) = (D(Q))™ . construire des prolongements
maximaux revient a déterminer des familles de conditions aux limites
rendant 1l'opérateur maximal positif, (ou teiles que le probléme
Au+ Bu=f soit bien posé, lorsque u vérifie ces conditions aux limite9d.
De méme. si A est défini par un opératcur différentiel d’ordre plus
élevé, il apparaitra des conditions aux limites supplémentaires pour
la solution de 17 équation eAu_+Bu_=f et le probléme consiste a étu-
dier ce que deviennent ces conditions lorsque € tend vers zéro, on

retrouve ici lTaspect perturbations singulieres. Enfin si ﬁ‘D(A) est

un opérateur maximal pos.tif il est évident (cf, Trotter [12]) que
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-1 = . .
(eA + B) converge vers (BID(A)) : aussi ce cas trivial sera écarté
dans la suite. On remarque que lorsquc ¢ tend vers zéro, u solution
t

de 1'équation eAu_+Bu_={f est uniformément borné v

1 1 Id 3 rd - . . s
(lu‘_l <3 lfl) , on en déduit alors le théoréme trés fdible suivant

§

Théoréme 1 : On suppose que D(A*) N D(B%) est dense ‘dans H, alors 1l

\ .
caiste une suite €, convergeant vers zéro et un opérateur B prolongement

maximal positif de B tel que (anAm+B)-1 converge dans £(H) faible vers
-1 ! .
8! . i

1

Démonstration : On pose 38=.(5An+B)- » §_ est une'famille d'opéra-
v [ o

teurs équibornés par % . on utilise ensuite la faible compacité de la
boule unité de L(H) pour construire une application é et une suite

Ss telle que §_ converge dans L(II) faible vers J§. De la relation
n n )
L
(¢ Au_ +Bu_ ,v#) = (u_ A% v¥ + B¥ v3t)
n [ € € N

n n n

#

(1) (1, v
L} ;f
(S (), A% v¥ 4 B vi) ¥ yreD(A%)D(B*))
n t
3 J
on déduit, par passage a la limde,que § esi injective. On définit alers

1]

. -1
£ en posant D(®) =3J(I), B8=J ~. Monirons que ® est positif et prelonge

B. On a. pour tout uée D(W) (u=Jf), les relations H

¥
(2) : Re(Bu,u) = Re(f,§f) = lim(fasE (£))
£ =0 n
n
= limRe(f,u_ ) =0 ,
s -0 “n

n
‘D'autre part, pour tout uée D(AY, on a la relation :

b B

(3) : € A(u_ - u) *-B(ue-u) = €eAu,

doent on déduit que u ==f38 (Bu) converge vers u, soif que J(Bu) = u. ce
n n

qui prouve que 3_1 prolonge B.
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Voici une premiére classe d'exemples ou les résultats sont
assez forts, en raison des hypothéses faites sur B, On dit qu'un opé-
rateur B de domaine D(B) est -ectoriel s'il vérifie la relation
lIm(Bu,u)lAsc:Re(Bu,u) ¥ ¢c>0. On sait alors qu'il e#iste un unique
espace deIHilbert V tel que : (i) I(B) gVgH, chaque espace étant
deuse dans le suivant, ‘ ’ f

: (ii) 1'opérateur B linéaire continu
de D(B) dans H se prelonge en un opérateur B linéairelcontinu de V
dans V# antidual de V. En 1n3ectant canonlquement H dans V¥, on défi-
ntt la restriction de B a H, BlH (également noté B ) est alors un pro-
longement maximal positif de B. Ce procédé s'appelle 1l'extension de
Friedrichs, il est décrit dans Dunford-Schwartz [4],ﬁp.124", et pour B
non symétrique dans Faris [5]. On a alors le résultai suivant

¢

Proposition 1 : On suppose que B (défini sur D(A)) est sectoriel,

on désigne par V et ﬁ, l'espace de Hilbert et 1'opérateur canoniquement

o, . . .
associés a'B par l'extension de Friedrichs. Alors
)

(i)  S8i B est strictement positif et si D(A) N D(A#) .est dense dans H,
- A
(e A+B) 1 converge dans L(H,V) fort vers B,

(ii) 8i A est auto-adjoint et B symétrique, pour tout & >0,
-1

- A
(eA+iB+&) 1 converge vers (i B +38)

On trouvera les démonstrations de ces résultats, qui généra-
lisent un ipeu les résultats usuels sur les perturbations singuliéres
(Huet [7), Lions [10]), dans [3]. Voici des exemples'd'application

i
'

B
Exemple 1. : u, solution du probléme ¢ A~ u_ - Aut +u€==f,

du
u = —, = 0, converge dans HI(Q) vers u solution du probléme
e ov.| 0
a0 );50
-Au+u=7F ; de méme us(t) (t>0) solution du probleme
u;+sA2 u_-4u_=0, uE(O)=u0 . ou_ I _aa.u_f.l = 0 , converge
© N xR, 3R,

vers u(t) solution du probléme uw' - Au=0, = 0, u(o)==u0

“loaxR,
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l.xemple 2 ¢ u_ solution du probléme
’ N ou
2 £

EAu_-iAu_+u_=f, . converge dans HI(Q) vers u
[ Z 4 0

= =0
a‘)laQ 8

'
’

u_
“13p

solution du probléme ~ Au+u=7Ff : de méme u_(t) (+>0) solution du

probléme ué+1:A2u€— ipu_=0, = 0, u€(0)=1%) converge

- elyaxm
+

vers u solution du probléme wu’'-iAu=0. = 0, u(0) =

“laox R,
Cet exemple est remarquable, car on voit que la réguylarité de 1l'opdra-
teur ipA permet de passer d'un probliéme d'évolution défini pour t>0

a un probléme d'évolution défini pour tout t. On approche le génératcu:
d'un groupe unitaire par celui d'un semi-gronpe anaiytique. Dans les
excmples gui vont suivre, cette circonstance ne se produira plus. bien
qu'on parle d'opérateurs antisymétriques, ou presque,antisymétriques.
On se pldce maintenant dans l'espace H.-(L (Q)) et'on consideére un

ou

opérateur différentiel B défini dans (Q(Q)) par Bu4= z A].S;— , ou
ci=1 i

les Ai désignent des matrices hermitiennes de classe cl, Siuetv
. . =, .m : .
appartiennent a (®(Q))" , on peut écrire la formule 'de Green

-a-a-—) + (u,div Av)

NS
i

(3 (y AL -(u,

u ™M B

+ f (v .Au, v)do * .
1)

'

I1 est alors évident que.pour A >0 assez grand, A+ B défini-
sur (™))™ un opérateur positif, soit B un prolongement maximal de B,
on montre que lon a :
D(®) c{ueH| Bue H}, Pu = Au+ Bu .
Ainsi les conditions qui rendent maximal positif 1'opérateur @ sont de-

conditions maximales rendant positive J'expression r (v . Au,u)d . =i
v
o0

* n 11 n
diva= 5 £5= 5 v.A= 3 v :
i=1 °Mi i=1

v
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!
on cherche des conditions locales, on est amené a introduire les sous-
espaces maximaux rendant positif la matrice .A. On dira qu'un sous-
m . . s . '
espiuce Mc @ est positif s'il vérifie la relation (VAE.E) 20 ¥ <M,

el que McM' “m contienne un vecteur -
il ¢st dit maximal positif s1 tout sous-espace M Yiel que (VAT,M <O0.

En diagonalisant la matrice v.A, on introduit des sous-espaces M+. M,
M0=:Ker\)A correspondant aux valeurs proprcs positives négatives ou

t
nulles. Bien euntendu M+63M0 fournit un exemple de sous-espace maximal.

on en verra d'autres, néanmoins on remarque les propriétés suivantes

(1) Tout sous-espace maximal positif M contient Mo'et vérifie la

relation dim M+ +dim Mo =dimM .

'

(ii) Les projecteurs orthogonaux P+, PO et P_ sur M+, Mo’ M_, commu-

tent avec v.A. On peut d'ailleurs montrer que M+&5Mo est l'unique

A
sous-espace maximil pesitif tel que P’ projection orthogonale de ¢
sur M @M commute avec v.A. .
+ 0
Remarquons enfin que si u- M vérifie BueH , il en est de
méme de ¢u. pour toute ¢ (). Tl e-t alors commode de localiser la

relation Bu=[ au voisinage de tout point x € 3Q) 5 puls en supposant
i

Q/

0 régulicrc au voisinage de X, o d'introduire un voisinage 6 de X
n

j=N

ans R o1 un difféomorphisme I' possédant les propriétés suivantes :

]

‘ Y
(1) Tendclyv=(ey 07y <1}

(i1) Tena) ciy= (.1} .

» aTn

(i11) sur 3Q 3%, - Vi
i !
L'opérateur Z4Ai§%— se transforme alors en l'opdrateur
T1
n-1 _
,T.Aaa £ D Ad 53 .
Ynooi=1 Y1

On dira que X, est régulier s1 T peut étre choisi de manieére
a ce que les projections orthogonales sur ks sous-espaces canoniques.

. . . 1 e -
positifs, négatifs ou nuls de qu soient de classe C . cela entraine

o

o I
ou C~ lorsque vela sera nécessalre.
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en particulier que ces =sous-espaces sent de dimension constante au

voisinage de tout point régulier, ,

' atv _volsinage

Proposition 2 : Soit u¢ll, vérifiant la relation Bué€ H. alors/de
1

tout point régulier. on peut définir la trace de u sur les sous-espaces

canoniques posi-if et négatif de v.A (ﬁans_HJ’Z(a(Q)Y. De plus s1 M

est un sous-espace maximal positif, vaviant véguliér¢ment (cf. [31).

on peut donner un sens a l'expression uiaOE;M, au voilsinage de tout
“

point régulier.

. T . .
Démonstration : Eu désignant par P le projecteur drthogonal sur les

sous-~espaccs maximaux positif et négairf de vTA. on écrit la relation

T su "l oy
(4) P+‘\ Y A= + ¥ Ai o
. 9 1=1 oY,
3 Pill A (U 3 v P
= v AT+ 1 > Ad :{L} — sAu .
l ayu \i1=1 y] “1n £

N R .. L
Comme »TA restreint a P+(¢ Y esl continument inversihie on
. - . n .n
, ; ' . . 2 -1 n«1 -
e dédurt que 5:- Plu appartient a L7([0.17:(H (R ) . On
n bl

L ‘ T .
définit done P+u!anz P+“IBQ par les thcorémes de trace usuels., Ia

deuxiéme partie de la proposition s obtient en remarquant que, comme
P (¢") =M. la conditron ue M ne perie en fart que s Pouogqua st bion
o =

définis. '

11 eat facile de voir que &1 'opérateur défini par

D(B) = {ué€ MiBuegM iy, M. (au voisinage de fout point régulicr.}.

(A

Pu - Ju+ du, est pasitil. 1 est maximal pocrtif, Cecn est vral en
particulier si tout point de 30 est régulrer, mas au<s1 dans d antres
ca-~ (c¢f. Lax-Ph:liips [9]. Bardos [37. Philtlips-Sarason (11}, ete...)

auss1 nous allons énoncer le thdéoreme cs<entiel sous 1l aspect suivant,
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Théoréme 2 : Soit A un opérateur uniformément elliptique, avec des

T

conditions aux limites du type Dirichlet

ITRVINE: T NEZS(Q), Au = =—— a D% u,
locls?.s

)
! Re[(-D° 2 _ a £%72c|g]?% ¥ cc®H.
a lo|=2s

On _désigne par u_ la solution du probléme :

| )
(5) eAu€+Bu€+Ku€=f {(felh .

Alors si'ae H est limité dans H faible d'une suite u extraite de la

famille u ., u est solution du probléme

| .
(6) Bu+iu = f, P—ulaQ

\

= 0, (au vois. de tout p. r.).

Corollaire 1 : On suppose que l'opérateur défini par D(8B) = {uc¢ HIBuEH,

12 u‘aQ_O, au vois, de tout p. r.}, et Bu=DBu+Au est positif, alors

u, solution de (5) converge dans H faible vers 1‘un1que solution u du

probléme : Bu+Au=f, PulaQ=0 (au vois. de tout p. r.).

Démonstrations : Le corollaire se déduit immédiatement du théoréme.

Pour prouver le théoréme, on remarque d'abord que u, est non seulement
borné dans H, mais vérifie de plus la majoration :
1 H
(1~ = .

2s
(7 Hue”2s—1 = 0(e )

Puis on lacalise ; on considére u_ comme défini dans' la bande
G= {(S},g\rn‘. 0<yn< 1}, on peut supposer que u_ est nul en dehors d'un
voisinage .du point (0,1) et en particulier nul poar ¥, < 1/2. On obtient

alors la relation :

(8) £a.
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D'aprés (7), g, est borné dans L2(]0,1[; (BP 1 m). Enfin on peut
multiplier par P% . car P} commute avec vTA et est supposé de classe
c®. on obtient. en posant v€==P;ut , la relation :
¢ i
§ azsv* avs | n T, m
(9) (-1 2s° + C(y) 35 = ke borné dans L2(0, T; (b no o,
-y In
; n
oa C(y) d¢signe une matrice strictement négative (C(y) est la restric-
tion a P (€™ de -U°S vT\). Pour terminer, il suffira de prouver que
: CE
3V : 2 -1 1y
5y demeure dans u> borné de L7(0,T ; (I (R (s-—dlm P (c™)) .
n
: ava A A !
On pose S;— = (u--A)hE (A est le laplacie? en les variables
n '

Y1+ Vo 1Y et i est choisi assez grand). Comme v_ est nul au voi-
- had <

sinage de yn=.0. on a

2s-1 A .
‘ - 1 a (H_A)hs l'I
Re(-1)" "~ [ P oyh | dy = 0

G\ oy )

n !
'On en déduit la relation
!«
A ) '
(10) : - jG (C(y u-Dh_, h)dys | (k_,h)dy .

Comme C(yf‘est un opérateur strictement négatif, il est alors facile
de conclure que he est borné dans L2(]0,1[; (Hl(Bp_le)s). Ceci termine
la démontration du théoréme.

|

Remarques '

1 - On peut remplacer l‘opérateur A scalaire par un opérateur vecto-
riel , défini par D(A) =HS(@) B2S()™, .

b ol *—‘ R 3
Au = ;Zi.___d(-l)SDaF} DL , ou les E désignent

||, |Blss o o-P
<
Q l“lD]BlSS

des matrices mxm telles que la forme j (E . DBu.Dav)dx

af

.. s n . . .
so1t coercive sur HO(Q*. On définit alors sur 3Q la matrice E.v en

i
!

i}

|
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posant E.v = :Ei- - (—l)sEa vOHB I1 convient de supposer que cette

IC(! lBl=S B th

matrice est hermitienne ; on supposera méme plus prégisément qu'an
voisinage de tout point régulier il existe un difféo@orphisme T tel
3T '

que anl =V, o tel que de plus, [a matrice :
BQ

~—— . aTn\a1+B1 ﬂéTn an+Bn
v 2 0%E, (50 (5___

la], |B]=s AR °*n
s0it hermitienne. On montre alors que si u est limité faible d'une
suite de solution du probléme e A11 +]3u€~+k u =1, u vérifie les

relations : Bu+Au=1%f, P E 1,2 - 0, au vois. de tout p. r. .

“laa
On en déduirait de méme un résultat analogue au corollaire 1.

i
2 - Dans la majoration (7), on utilise le fait que A est coercif sur
ltespace Hg(ﬂ))m (ef. [ ©] pour les détails). En fait on obtiendrait
des résultats analogues en remplagant A par un opérateur elliptique
variationnel sur un espace V (Hl(Q))m, pourvu que, pour tout veV,

on ait P-vlaQ= 0.

3 - L'hypothése que les matrices Ai soient hermitiennes n'intervient

vraiment qu'a la frontiére de (. On pourrait vraisemblablement généru-

3

3x.
i

rieur de Q et symétrique au voisinage de 3Q, cf. Agranovic [1].

liser ceci au cas ou l'opérateur B=7y Al est hyperbolique a 1'intd-

Enfin il est intéressant de comparer sur dés exemples les

résultats obtenus ici avec ceux du théoréme 1.

1

Exemple 3 : L'équation de Laplace - Au+u=1f s'écrit en introduisan.
Ju ou Ju
= (u ,ul,...,u ) = (u,ax aXZ, Ry . ), sous la forme
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-
10 .j__ . , _a... = £ '1
, ax1 axn J
(. ie
(11) 5—3— Uar - .. - F
. | i
. "
. [
P e :5
- 5
ox 0 -
" n
—t -
B 7 .
‘ 0, VireeasVy !
B
Vq :
On a v.A;=f O » les sous-espaces maximau;‘x positifs sont de
v
i n "

: |
codimension 1, en particulier celui qui correspond au probléme de

Dirichlet'est donné par u0=0 ' Si on note B l’opéraf;teur figurant au

premier membre de (11), on sait alors que UE solution de
4

W
¢

(12) ‘ -cAU_+BU_+U_=F :
; 2 n+1 . .
converge dans (L7 (Q)) faible vers U solution de
‘ _ 1
(1) BU+U=F, P U=0 3

on vérifié sans mal que (12) est équivalent a

' "

n o -1 aue
(14) —gpAu_ - ¥ T—™—(I-ep) T™— +u_=1f, u =0,
e o4 azfci axi € EIBQ

et que (13) est équivalent au probléme (14) - Aun+u=f, %%+ulan=0.
i

'Bien entendu on peut alors considérer la s;.olution du proble-
!
ma parabolique associé a (12) :

U

i £
(15) : =5 -cbU_+BU_ =0, U(0) v,

U = 0.

|
Flaox R,
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!

bs converge alors dans L?OC(KE_: (LQ(Q))n+1) faible vers U
soluiion de '
(16) SU,BU =0. PU =0, U(D) = U’;
dt [30x R ! ’ %°

On vérifie facilement que (16)

des ondes @

)
- 3 u du
(1n —-Au=0, —+u =
3t dv " Td0x R,
u(0* = u , o u'(0) = v
0 0 O

i

est (quivalent & 1'équation

H W
On remuarque que, contrairement a 1l'exemple 1, le caracteére

parabolique de (15) s'est dans un certain sens
le probléme (16) ou (17)

t >0, Au lieu d'avoir une égalité de 1'énergie

ge a la limite, n'est

mégalité, Enfin on peut voir que (17) posséde

Lo
maintenu lors du passa-
bien posé que pour les
on a ﬁbur (17) une

certathes propriétés

, . . |
régularisantes (4 la fronticre). On trouvera dans [3] d'autres exemples,

en particulier un consacr¢ a la perturbation des équations de Maxwell

ou se produit un phénoméne analogue.
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