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1, 

1 

On désignera par Il un espace de Hilbert, oh note ( , ) et

1 . ) le produit scalaire et la norme sur Rn On considérera un opéra-
teur B noh borné de domaine D(B~ dense dans IL et o~ supposera que B

est strictement positif? c’est-à-dire que l’on a 

+ u E D(B) ,’ Il existe alors au moins un opérateur S maximal positif pro-

longeant B, et on sait que pour que E soit maximal positif il faut et
!’

il suffit’ que? pour tout À (Re&#x3E;0) 9 soit un ièomorphisme de

D ( SB) sur Il. Soit d’autre part A un maximal de domaine

D(A) ; on suppose que A domine fortement B (rf, Kato.,’[8], 9 P. 190) 9

alors, pour tout (cA+B) est un opérateur maximal (strictement)

positif. On se propose de faire tendre c vers zéro, et de montrer que

dans certains cas (£A + B) converge vers un prolongement maximal 58 de 13,

-1 -1 
ou plus précisément que (oA+ converge vers Q3 ’,, 11

B i e 11 entendu,, S i l8 est maximal positif. générateur
, j

d’un semi-groupe fortement continu à contraction dans H. On peut alors

montrer que si converge vers i8 ~, u,1 «1 . solution du pro-
blème dévolution ul 

E: 
+ ( cA + B) u,, = f(t &#x3E; 0),~ ’ u £ /0) = u ? converge vers u

solution du problème u u(O) =u 
0 

(cf. Kato [8]g ou dans un
: 

. 

o 1

cadre plus general l’attorini [6]&#x3E; ..

Si on prend pour espace H l’espace où 0 désigne un

ouvert de -Rn et pour opérateur B un opérateur différentiel formelle-

ment positif, (on posera D(B) =. (àl(Q) ) ID) CI construire des prolongements

maximaux revient. à déterminer des familles de conditions aux limites

rendant l’opérateur maximal positif, (ou telles que le problème
Bu+Bu=f soit bien posé, lorsque u vérifie ces conditions aux limiter.

De même. si A est défini par un opérateur différentiel d’ordre plus

élevée il apparaîtra des conditions aux limites supplémentaires pour
la solution de Inéquation cAu + Bu = f et le problème consiste à 6tu-

, s c .

dier ce que deviennent ces conditions lorsque e tend vers zéro, on

retrouve ici l’aspect perturbations singulières. Enfin si Bi est

un operateur maximal pos-’l-tîf il est évident (cf. Trouer 712]) que
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converge vers (B (A) aussi ce cas trivial sera écarts
dans la suite. On remarque que lorsque c tend vers zéro, u solution

, 
; c

de l’équation eAu + Bu =fest uniformément borne 
’

on en déduit alors le théorème très faible suivant :

1’
1

Théorème 1 : On suppose que est dense dans H? alors il

~Biste un~ suite e convergeant vers zéro et un opérateur i8 prolongement
maximal positif de B tel converge dans JS(H) faible vers

l’ ’

1 ’ J

Démonstration : On o est une’famille d’opéra-
teurs equibornés pair - on utilise ensuite la faible compacité de la

boule unité de C(FI) pour construire une application g et une suite
~ c telle que 2 c converge dans JC(H) faible vers 2. De la relation

n ti

on déduite par passage à la lîmôe,que $ est injective,. On définit, alors

ig en posant D(SB) =2(ll) "’ Montrons que » est positif et prolong’

B. 0 n a,, pour totit u E 1)(ç,8) (u = $f]&#x3E; , 1 (&#x3E; S relatioiis ilB. On a pour tout uD() (uf), les relations 
&#x3E;;1 ..1

-D’autre part;, pour tous, ue D(Ai , on a la relation :

,, 1 ,

dont on déduit que u , ==~ (Bu) converge vers ii, soi. que 3(Bu) = n~ c
1 

n n :B

qui prouve que w 
1 

pro longe I3. 
’ ’i

l ,-
. 

;i
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’ il
Voici une première classe d’exemples où les résultats sont

assez forts, en raison des hypothèses faites sur B. On dit qu’un opé-
rateur B de domaine D(B) est sectoriel vérifie la relation

V c&#x3E;0. On sait alors qu’il existe un unique
espace de.HilbertV tel que : (i) chaque espace étant

dellse dans le suivant, , 

1 

1 

(ii) l’operateur B linéaire continu
de D(B) dans H se prolonge en un opérateur fi linéaire continu de V

dans V* atitidual de V. En injectant canoniquement H 4ans V*, on défi-
, . A p 

"

tilt la restriction de B à H. (également note** B :,est alors un pro-
longement maximal positif de B. Ce procédé sappelle:,Ilextension de
Friedrîchà, il est décrit dans Dunford-Schwartz [4]? p.12~, et pour B

non symétrique dans Faris [5]. On a alors le résultat suivant :

Proposition 1 : On suppose que B (défini sur D(A)) est sectoriel,

on désigna Uar V et ’B’9 l’espace de Hilbert et l’opérateur canoniquement
associés par l’extension de Friedrichs. Alors

(i) Si B est strictement positif et si D(A) &#x3E;est dense dans H,

(e; A + B) ,converge dans B. ,

(ii) Si A@est auto-adjoint et B symétrique,pour tout 6 &#x3E; O?

(eA+iB+ô) converge vers ( 1 É + à ) ~ .

On trouvera les démonstrations de ces résit États, qui généra-
lisent un;peu les résultats usuels sur les perturbations singulières
(Iluet E 71, Lions [10]), dans [3]. Voici des exemples:!d’application :

j 
,,0

Exemple 1 : u 
c 

solution du problème e ù- a -&#x26;u 
c + u E: = f ,

converge dans vers u solutîon du Problème
0

de même u (t) C t ~ 4) solution du problème

converge

vers u(t) solution du problème
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: solution du problème ~’
~°~ 

. 

~ 
&#x3E;,, 

.

. 1
converge dans vers u

~ , 

solution du problème - 6 u + u = f : de même u (t) solution du

problème converge
1

vers u solution du problème

Cet exemple est remarquable, car on voit que la régularité de l’op6rn-
teur ià permet de passer d’un problème d’pvolution défini pour t&#x3E;O

à un problème dt évolution défini pour tout t. On approche le générâtes
d’un groupe unitaire par celui d’un semi-groupe analytique. Dans les

exemples Jqui vont suivre, y cette circonstance ne se. produira bien

qu’on parie d’opérateurs antisymétriques, ou presque, antisymetriques.
On se place maintenant dans l’espace et on considère un

opérateur différentiel B défini dans par Bup É où
’ 

. i=l 
les Ai désignent matrices hermitiennes de classe CI. Si u et v

appartiennent à , on peut écrire la formule’de Green

1

Il est alors évident qu;,pour À. &#x3E; 0 assez grand, défini

sur un opérateur positif, soit S un prolongement maximal de 13.

on montre que 17on a : ’,
1

...

Ainsi les conditions qui rendent maximal positif l’ opôrateur iF sont do-

conditions maximales rendant positive l’expression ( (,&#x3E; . . " Fi

4 a~
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on cherche des conditions locales, on est amené à iqtroduîre les sous-

espaces maximaux rendant positif la matrice .A. On dira qu’un sous-
esp«lce IC(tmest. positif s’il l vérifie la relation (B)AE,S) O Y-
.. 

’1 contienne un vecteur
il est dit maxImal positif si tout soiis-espace - e’. que 0.

En diagonalisant la matrice v.A, on introduit des sous-espaces , 

+ -

= Ker 1 A correspondant aux valeurs positives négatives ou

nulles. Bien entendu 11 
+ 0153M 0 fournit un exemple de so’us-espace maxime!1.

on en ve rra d’ aut.re s, néo,nmo in s on remarque les proptiétés suivaiites :

(. Tout sous-espace maximal 1,t contient 11 
" 
et vérifie la

, 
0,

re lation dïm + + ditn M 0 =dimM. ;

(îi) Les projecteurs orthogonaux P , + l’ o e t P - sur M, , , commu-
, + o - + o -

tent On peut d’ailleurs montrer que 1B1 est l’unique
+ oi&#x3E;

soiis-espa-ce maxim,l positif tel que [projection o$thogonale de a m
sur 11 6}.f ao;nmut, B avec ]/sur 

+ 
ve c 

Remarquons enfin que si u,= r vérifie Bu C If, , il en est de

méme de pour toute Il e ~t, alors cornmode de localiser la

relation = : BInisinage de tout point x 00 ; pui s er, suppos;ttit

au voisinage de xo , d’ introduire un voisinage 0 de x 0- 

o 0

rlarls mn {BI i un diffoinorphisme T poss0dant les propriétés suivantes:

t 1

se transforme alors en 
. 

Iv t)lii-rateurn x ,

On dira que x 0 est régulier si T peut être choisi de manière

à ce que les projections orthogonales sur les sous-espaces canoniques.

positifs, 4 négatifs ou nuls de soient de classe C~ p, cela entraîne

* 

ou C~»3 
, 

lorsque cela sera nécessaire. ’
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en particulier que ces sous-espaces sont de dimension constante au

voisinage due tout point régulier. ,

, " au voisitia,iz(,-
Proposition 2 : Soit uell, vérifiant la relation BUÉ Ii, alors/de
-- . " - 

’ 

tout point régulier, sur 

et de De plus si 1B1

est uu sous-espace maximal positif, variant régulièrement (cf. [3~).
on peut do’nner un sens a l’expression au voisinage de tout

point régulier.

Demonstration : : Eu d6sigiiai-it par F le projecteur o’rthogonal sur les

sous-espaces maximaux positif et négatif de ,,,, on ’Terit la relation : :

(1 o mm e  , - À r r e i i i 1, à l ’ ( d ) o s 1,  o î n ûm e 1 n ir e h 1 « &#x3E; ,, » 1 1(’ornme 
1 
A rçst.,reiiii, a ! (0152 ) ) cont’nùmenr’ inversible on

, !n T .,. ,

1 t B 

-20132013 appartient à
-t

. On

définit donc i’ ii par les théorèmes de trace usuels. Lad’finit- rl 4) ic ’ là 8Q = P.-I:lI 1 0 (1 pa r les th 1: 0 ré!TI (&#x3E; S Il P. t r 11 c P. ° },,,

deuxième partie de la proposition s’obtient en remarquant que, comme

P la condition u " M i jii&#x3E; -’n-. 
 

1&#x3E; qui 1 t b!’)

définis. ’

’ 

Il est facile de voir que  l’opérateur défini par

( a 11 de i po’int 

3u+ 1, ii , ., est 1 t (? e  1 ! 
i eu i

particulier si tout. t de est ( mais dans 

(cf Lax-Philiips s na rd 0 S [ 11] , [Hj. 
aussi nous allons Enoncer le 
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Théorème 2 : Soit A un opérateur uniformément elliptique, avec des
.... , 1 

...... -.-

conditions aux limites du type D 1 r 1 çhl e t :
.- 

1

On désigne par u la solution du problème : :
-....,---- u 

-- 

-. 

1

il 
,

Alors si -tiE H est limité dans H faible d’une suite extraite de la

famille u , u est solution du problème .1.
,

Corollaire 1 : On suppose que l’opérateur défini par D(I8) = H) BU E FI,
au vois. de tout p. est positif y alors

u solution de (5) converge dans H faible vers 1’uniaue solution u du

problème: : (au vois. de tout p. r.).

Démonstrations : Le corollaire se déduit immédiatement du théorème.

Pour prouver le théorème, on remarque d’abord que u 
c 

est non seulement

borne dan~ H, mais vérifie de plus la majoration :

Puis on lacalise q on considère u s comme défini dans* la bande

()y n 1, on peut supposer que u est nul en dehors d’unn n c

voisinages -du point (0, 1) en particulier nul pour y n  1/2. On obtient

alors la relation :
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D’après (7). g_ est borné dans L(]0,l[ : (H- 1(]Rn-1 » m Enfin on peut
B  - - Tmultiplier par P T * car PT commute avec et est suppose de classe

Cs. On obtient, en posant v P T u la relation : E

Il 
borné dans

i

où C(y) désigne une matrice strictement négative (C(y) est la restric-

tion à p~(0152m) de " - 1) ~ ~ A) . Pour te rmine r, il suffira de prouver que
: a2,

1 ¡

dmeure dans ’Il borne de

est le laplacien en les variables
1

et ii est choisi assez grand) ~ Comme ve est nul au voi-

sinage de y =~0~ on a 
1

~On en déduit la re lation :

Comme C(yY est un opérateur strictement négatif? il est alors facile

de conclure que h est borne dans L 2 (]0, 1[ ; Ceci termine

la démentratîon du théorème. 
°

’_ ’! 1

1 - On peut remplacer l’opérateur A scalaire par un@opérateur vecto-

riel J défini par D(A) =~(0) 2s, ~

des matriqes m E m telles que la forme

soit coerive sur On d6finil a,lors sur ao la matrice E,v en
, 

0
î 
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posant E. Il convient de supposer que cette

1

matrice est hermitienne ; on supposera même plus pré4isément qu ;,11

voisinage:de tout point régulier il exîste un difféoiftorphisme T tel
’l

que te 1 que de plus, fi matrice : : ..
1 _.. n

soit hermitienne. On montre alors que si u est limite faible d’une

suite de solution du problème c A u 
C 
+ Bu 

~ 
+ X u 

E: 
= f, ’ ü vérifie les

. 

- 1 ,7 
E C e 

P E v an 0, au vois. de tout p. ° r.. °

On en déduirait de même un résultat analogue au corollaire 1.
1!

2 - Dans la majoration (7), on utilise le fait que A est coercif sur

l:espace (cf. 1 à 1 pour les délails) . En fait on obtiendrait
des résultats analogues en remplaçant A par un opérateur elliptique
variationnel sur un espace V pourvu que, pour tout 

on /
L’hypothèse que les matrices Ai soient hermitiernes n’intervient

vrai)nt,til 4u’à la frontière de 0. On pourrait vraisemblablement généra
liser cec au cas où l’opérateur est hyperbolique à 

)x.
i 

rieur de 0 et symétrique au voisinage de 50. cf. Agrànovîe [1].

Enfin il est intéressant de comparer sur des exemples les

résultats obtenus ici avec ceux du théorème 1. ;

Exemple 3 : 1/équation de Laplace -,ùu+u=f s’écrît en introduisan: 1

sous la forme



XXVI.10

On a
i

les sous-espaces maximaux positifs sont de

codimension 1, en particulier celui qui correspond aù problème de

Dirichlet ’lest donné par u = 0 1 Si on note BI’ opérateur f igurant au
, 

o ,i

premier membre de ( 11) , on sait alorà que U solution de
’1

converge dans faible vers U solution de

on vérifie sans mal que (12) est équivalent à

et que (13) est équivalent au problème

. il 1
, Bien entendu on peut alors considérer la solution du problè-. 

i,

ma parabolique associé à (12) : ,1
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E converge alors dans L 2 loc (R 4 - ( L2C) i n+1) faible vers 1,T
’c loc + 

’ ’ 

,

sol&#x3E;i , ioii de : .’

~ ! 1

On vérifie facilement que ( 16 i est -’quivale"nt à l’ équation
. i

d, * s ; &#x3E;

remarque que, q contrairement à 1exemple ~~, le caractère

parabolique de (15) s’ est dans un certain sens maintenu lors du passa-
ge à la limite le problème (16) ou (17) n’est bien pose que pour les

Au lieu d’avoir une égalité de Il *énergie on a ppur ( I7) une

inégalité. Enfin on peut voir que (17) possède certaines propriétés

régularisantes (à la On trouvera dans [3 ],d’autres exemples
en particulier un consacra à la perturbation des équations de Maxwell
où se produit un phénomène analogue.
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