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XXIV.1

¢ 1. DEFINITION, EXISTENCE ET UNICITE

"
Soient O un ensemble O une tribu sur Q, A uhe mesure 2 0

sur Q, (Ttbtell une famille de sous-tribus de la tribu A-mesurable, indexée

par R (considérée comme axe des temps), croissante (FS c Tt pour s S t)

et continue a droite (Tt = N Tt').
t'>t
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On suppose en outre que la restriction de A a chaque Tt est

o~-finie.

Cette situation se présente dans 1'étude des processus stochas-
tiques. Un.processus, a espace d'états E, est une application X de R x {
dans E; appelons Xt la fonction w - X(t,w) et Xw la fonction t = X(t,w):
on écrira honc aussi X: pour X(t,w). E sera supposé étre muni d'une tribu
e (en géné%al, ce sera un espace topologique assez simple, & sera sa
tribu boréiienne ou universellement mesurable). Aloré; si on appelle
QLt la tri'bu sur Q engendrée par les X°, s < t (c’esﬁ;h—dire engendrée
par les (XS)_l(B), Beé€, s <t), les Zét, t € R, forment bien une famil-
le croissante de tribus indexée par R ; Zét est "la tribu du passé de
ltinstant t". Si tous les Xt : 0~ &, sont A-mesurables, Zét est A-mesu-
rable. Mais la famille (Qét)téll n'est pas continue a droite; qu'a cela
ne tienne, on prendra 7t - n QAt'.

t'>t
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Supposons vérifides les conditions de Jirina (exposé XXIII,
théor?Te 2;2). Alors, pour chaquett, A rossede une désintégration,
w = A, 'que nous noterons w - hw. Chacune est déterminéde a un ensemble
A-négligeable pres; il s'agit de savoir si, compte tenu de la condition de
continuité a droite de la famille des tribus, on peut faire un choix des
désintégrations pour les diverses valeurs du temps, de maniere a obtenir

aussi des conditions de continuité a droite pour les Aw'



XXIV.2

Définition 1.1 : On appclle désintégration réguliere de an pour la

. . t .
famille de tribus (T )tEHf urce famille de sesures vre Q00 (t.w) = A,

indexdée par Rx() ayant les propriéiés suivantes : |

t ;. .
1) Pour tout t, we lw est une désintégration de A telativement a

4

R L . , . N
2) Pour toute fonction f sur Q, 2 0 et A-mesurable, ou a valeurs

banachiqués et »-intdégrable, pour M-presque tout w, la fonction w ™ «m(i)

est réglépg et continue a droite.
1

Théorome

; o ! . ‘e - . .o .
2 : Si1 {(Q,~A) vérifient les conditionside -JTirina (Lhénromo

’

g
XXI1I.2.2), il existie des désintdgrations régulierest et deux d'entre
" el N
nt

elles se

A-presque partout dgales {aulrement dit. pour A-presque tout o
T

{
elles sont égales pour lLout t € R) . En outre. une désinldégration régu-

’
»

liere peut etre caractérisde par la propridté 1) de 1.1, et la propridic

. A : .
2') Pour A-presque tout w, t w o est une fonction sur R a valeur-
T

dans 1'espace °(Q) des probabilités de Radon sur (1. réglée ot continuc i

droite, quand on munit ©(Q) de la topologie de la convergence étroite.

t

Nous admettrons cc¢ théoreme. comme d'ailleurs tous les suivant-:
il sera un cas particuliecr du thécreme 2.7
g\
)
« P 7
.On a une proposition analogue au théorcme 4.1 de XXIII :
1, :
i} L . . t . ., . . <
Prepesition 1.3 : Seit (t,w) = A une désintégration roguliere Tour
D amm— w -
) 1

t S . ,
toute A € 77, poui X-presque toul w, pour fout t 2 s, A est portdée pav

w

A QE'EA selon que w € A cu w € (A—

"

(L'intéressant ext que “pour A-presque tout w" précede "pour

tout t =2 s").
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Dans le méme ordre d'idées :
|

Proposition 1.4 : Soit (t,w) = KZ une désintégration réguliere. Si

v t
BC (Q est Ainégligeable, pour A presque tout w, pour tout t, B est Aw—

négligeable. Si £ : Q # E est une fonction sur Q a valeurs dans un espace

topolggjque; A-mesurable-lusin, alors, pour A-presque tout w, pour tout
t, f est Kzrmgﬁgzghls;LusLu.

'

1

Ces deux propositions sont presque évidentes.

Théoreme 1.5 : Soit (t,w) = kz une désintégration réguliere. Pour
AMin(é,t)_
w

A-presque tout w, pour tout s, pour tout t : I Ai,dki(w') =

Admis. L'intérét de ces théoremes est que le "pour A-presque

tout w" est placé au début de la liste des quantificateurs.

Al

Le théoreme le plus difficile est le suivant :

{
Théoreme 1.6 : Soit (t,w) K: une désintégration réguliere. Soit X
un processus a valeurs dans un espace topologique E souslinien complete-
ment régulier : Rx Q = E. On suppose que, pour tout t, Xt est Tt—mesura—

ble, et que, pour A-presque tout w, t = X(t,w) est continue a droite.

Alors, pour A-presque tout w, pour tout t, AZ est portée par 1'ensemble

des w' pour lesquels la trajectoire s = X(s,w'), pour s < t, colncide

avec celle de w.
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§ 2 SURMARTINGALES REGULIERES

Définition 2.1 : Soit X une fonction 2 0 (finie ou non) sur R x Q. On

dit que t'est une surmartingale relativement a la mesure A et la famille

de tribus Tt, si elle viérifie les propriétdés suivantes :
1) pour tout t, X% est Tt-mesurthgl

2) Pour s s t, et A € 7%,

' t
; J xParz[ X da .
' A A

)
S

Appelons (X‘):r une espérance conditionné}le de Xt pour la tribu

s S . s N
T7; elle est T -mesurable ainsi que X, de sorte que la derniere indégali-
i (

S ’ . N
té, valable pour A € T, édquivaut a :

| «
x5 = (xt)"‘r

: £, 78
(valable}k—presquo partout, puisque, de toute facon, (x )

n'est définie
qu'a un ensemble A négligeable pres).

]
‘ 8t

{

Définition 2.2 : Soit Y une deuvieme surmartingale. On dit que c’est

s . . N . t Lt
une modification de la premiere si pour tout t, X = Y A-presque partout.

On dit qu'une surmartingale X est réguliere si, pour A-presque tout .

t - X(t,®) esti réglée et continue a droite. 1

]
- t [ .z t
¢ Posons J° = j X" dr. Comme Q € T~ pour tdébut s, t»~ J est unc
fonction décroissante
f

Théoreme fondamental des surmartingales 2.3 (Doob) Soit X une_

surmartingaleaiatdigrale t v J% continue a droite. Elle admet des modifi-
R LR L ) ro C . €

s " o 4 y
cations régulieres, et deux d'entre elles sont A-presque partout égales

i
© Soit maintenani une fonction sur R x O a Yaleurs mesures = 0

sur (Y,}/), (t.w) » \J;

i

)
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Définition 2.5 : On dit que (t,w) » v  est une surm;rtingale, si les

L
deux propriétés sulvantes sont verlflees:

€

1) Pour ‘tout t, w* (fonctlon sur O a valeur mesures sur (Y, g/) est

1

T-mesurable
2) Pour A € T%, et s st :

! ] t
k fA v, dr(w) = IA Vg, dr(w) .

- {
‘

Cela revient a dire que, pour toute fonction 9 2 0 sur Y,;y~mesurab1e,

(t,w) = vZ(Q) est une surmartingale.

g t t i
pon51derons alors J = Jnvw dr (w), mesure sur (Xéy). On suppo-

sera toujours que, pour tout t, Jt est o-finie, et que est Jt—dénombra—

blement engendrée (il existe Y! E;y, portant Jt, tel que la tribu inter-

section dey avec Y' soit dénombrablement engendrée).

ﬁa fonction t » Jt, fonction sur R a valeurs mesures sur (Y};y)
est alors décroissante. Elle sera dite continue a droite si, pour tout
Bel, tv Jt(B) est continue a droite.

4

Définition 2.6 : La surmartingale (t,w) = VZ est dite réguliere, si,

H

¢
<

pour toute fonction ¢ sur Y, 2 0 et g{ mesurable, la surmartingale

(t,w) » v (@) est réguliere.

On a alors le théoreme fondemental suivant, qui utilise natu-
rellement le théoreme 2.3 mais aussi d'autres propriétés des surmartin-

gales :

.y t
Théoreme 2.7 : §i_(t,u0 L vi est une surmartingale & intégrale t v J

continue E'droite, elle admet des modifications régulieres et deux d'entre

elles sont A-presque partout égales, dans 1'un quelconque des 2 cas

suilvants :
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1) Y ést un espace topologique, g/sa tribu borellenne, et chaque Jt

est portée par une réunion dénombrable de compacts metrlsables de J -

mesures finies; v

!

2) Q est un espace topologique, M sa tribu borellenne, et A est porié

par une reunlon dénombrable de compacts métrisables’de A-mesures finies.

Le théoreme 1.2 est une conséquence 1mmedlate de celui-ci. Pre-
nons (Q, O) (v, d/), et soit, pour tout t, w» ;T une désintégration

de A pour la tribu T Alors (t, w) H‘KT est une surmartlngale (et meéme

une martingale) a valeurs mesures sur (Q,G). En effet, si A ¢ 78 , 8 S t,
g . ’ . .
on a fA xz d(w) = [ xi ar(w) = IA a(w)dx(w) = ;Axs. L'intégrale ici

|.'
est constante, I e

dh(w) = A. Donc il existe une modification réguliere,
qui sera ‘une dés%ntégration réguliere de A. f
Le théoreme 2.7 est au théoreme 2.3 ce qu'est le théoreme 3.2

de 1'exposé XXIII a la proposition 1.1 de XXIII. Mais les difficultés a
] i

vaincre sont plus importantes.

{
§ 3. TRIBUS FORTES.

f

i
]

Définition 3.1 : Soit T une sous-tribu de la tribu A-mesurable. On dit

que T est-A-forte si elle a les propriétdés suivantes :

1) 7T est contenues dans la tribu universellement mesurable;

-rr

2) Si @+ XZ est une désintégration de A relativement a J, alors, pour

A-presque tout , Ki donne a tout ensemble élément de T la mesure 0 ou 1.

v

Il y a des tribus qui ne sont pas k—forteé, Néanmoins :
1° Une tribu dénombrablement engendreée et univer%ellement mesurable
est A-forte.
2° TUne intersection dénombrable de tribus A-fortes est A-forte.
3° Si ﬁ est A-forte, ? =N T , ou u parcourt 1‘en§emb1e de toutes les

|
mesures de Radon sur (2, est K- forte
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Les tribus intervenant dans les processus stochastiques sont
A-fortes. Reprenons en effet ce qui a été dit au début;du § 1. Chaque/l[,t
est dénombrablement engendrée, si 1'on suppose (comme il est usuel) que
E est un espace souslinien completement régulier, € sa tribu borélienne,
et que chaque trajectoire t ~ X(t,w) est continue a droite, donc chaque
th est A-forte; alors chaque T ﬁét est A-forte, et méme chaque
: t‘>t

.Ef est A-forte.

On a alors les deux théoremes tres intéressants suivants

1

Théoreme 3.2 : Soit T une tribu A-forte sur Q, et soit w AT une désin-

tégration de A relativement a T. Soit 6( une sous-tribu de T, gt soit

w = X{ une' désintégration de A relativement a {f. Alors, pour A-presque
®
tout w, Ai admet, comme désintépration relativement a T, la méme que
A, soit w' = AT,
B w

Généralisation

Théoreme 3.8 : Soit (t,w) W'K une désintégration réguliere de A rela-

tivement a (Tt)t€1{, et bupposons toutes les T A-fortes.

Alors, pour: A-presque tout w, pour tout s, AZ admet, comme désintégration

véguliere relativement a (Tt) la méme que A, a savoir (t,w')hﬂkt
a8 Teme 9U° @ cavol? W

¢

t€ls,+ol’
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