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XXIV.1

§ 1 ..I$XI.§.téNcE ET UNICITE 1§ 1. DEFINITION, EXISTENCE ET UNICITE

Soient n un ensemble, 0 une tribu sur n, X u’he mesure k 0
sur 0, une famille de sous-tribus de la tribu X-mesurable, indexée

par R (considérée comme axe des temps), croissante (1S c: y pour s e t)
et continue à droite (T = n T ). ’ 1

’ 

t’&#x3E;t 
1

t

On suppose en outre que la restriction de À.: a chaque T est
o-finie. ,

Cette situation se présente dans l’étude des processus stochas-

tiques. Un’.processus, à espace d’états E, est une application X de R x n
dans E; appelons X la fonction w - X(t,w) et X la fonction t - X(t,0))?
on écrira donc aussi xt pour X(t,w). E sera suppose être muni d’une tribuW

e (en genetal, ce sera un espace topologique assez simple, t sera sa
f 

. 

tribu boréllienne ou universellement mesurable). Alors, si on appelle

1lt la tribu sur 0 engendrée par les XS, s t (Clesi-à-dire engendrée
par les -Ys) - 1 (B) , s ~ t), les Ut, t E R, forment bien une famil-

le croissante de tribus indexée par est "la tribu du passé de
l’instant t". Si tous les xt : Q - , sont À-mesurabl’es, u est X-mesu-
rable. Mais la famille (’Ut)tER n’est pas continue à droite; qu’à cela

ne tienne, on prendra 7 t = n ti
t’&#x3E;t 

Supposons vérifiées les conditions de Jirina (exposé XXIII,

théorème 2.2). Alors, pour chaque t, X possède une désintégration,
w - î1 1 que nous noterons w - Chacune est déterminée à un ensemble

w 
’ 

w

À-négligeable près; il s’agit de savoir si, compte tenu de la condition de

continuîte à droite de la famille des tribus, on peut faire un choix des

désintégrations pour les diverses valeurs du temps, de manière à obtenir

aussi des.conditions de continuité à droite pour les X w
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1 ,’

Définition 1.1 : : On appelle désintégration régulière de A pour 

famille de tribus faiililf, dp -"r Q U) 
2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 t-in B -20132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013’"T 

. 
’ 

indexée par .JR J.( (2 ayant les propriétés suivantes : (
1) Pour tout t. w v-’ est une désintégration de À ùel.ati%.e,nint a l"°°,

2) Pour toute fonction f sur 0 et A-mesurable, où à valeurs

banachîquès et tout w, la fonction w"’" -B f)
est régler et conti nue à droites,

’ 

i
i a

: Si (n.) vérifient les conditions;’de ’ïirina 

XXI1I.2 2) , il d e s t et deux d’entre

elles sont ( partout égales (autrement t t. u,

elles sont égales pour tout t E -li .. En outre, une désintégration régu-
lière peut ëtre caractérisée par la propriété 1) de 1~1, et 

2’) Pour ).-presque tout w, t / ?,~ est une fonction fur .Bi à valeur-

dans l’espace 5’(Ç~) des probabilités de Radon sur et continue Il

droite, quand on munit P(Q) de la topologLe de la convergence étroite.
1 ’
Nous a(Iiiiez;tro,., ce théorème, comme (l’ailleurs tous les suivant-:

il sera un cas particulier du théorème 2,,7.. ’~
1

, , ,

On a une proposition analogue au théorème .,1 de XXII 1 :
.’

, t Soit (t,w,) ) - unp- l’ Proposition 1.3 : : Soit (t,) B une désintégration régulière rour

t 
’ 1B 

201320132013 

2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 ’ 
’2013201320132013

toute A E 7  pour tout w, t s, 1’,/J est par

A 0 II ji, ~ A w E fil, 
’""

i que 1) it r tout w précède "pour

tout t ~ iou+; t &#x3E; /") - 
f 

"



XXIV. 3

Dans le même ordre d’idées :
1 

’

Proposition 1.4 : Soit (t,0)) une désintégration régulière. Si
----- w - 

t
B C7» n est X-L-négligeable, pour X w - out w, pour tout t, B est tBdQ - j pour À presque tout 0), pour tout t, B est À -
négligeable. Si f : Q - E est une fonction sur (2 à valeurs dans un espace

topologique. Â.-mesurable-LusiI!, alors, pour À-presque tout W, pour tout

t, f est . 

’

20132013 w. ,

1
Ces deux propositions sont presque évidentes.

Théorème 1.5 : Soit (t,w) - t une d6sîntégration PourThéorème 1.5 : Soit une désintégration régulière. Pour
- w 

t s , MinTS-1 t)X-presque w, pour s, ’our tout = Â.-presque tout w, pour tout s, pour tout t : J A. ’.

Admis. L’intérêt de ces théorèmes est que le "pour k-presque
tout w" est placé au début de la liste des quantificateurs.

1
Le théorème le plus difficile est le suivant :

une désintégration régulière. Soit X

un process us a va 1eur s dans un e sp a c e t o p o1o g i qu e E souslinien compicte-

ment régulier : IR x Q E. On suppose que, pour tout t, xt est 7 t- mesura-
ble, et que, pour A-presque tout 0), t - X(t,w) est continue à droite.

pour À-presque" t o ut w, pour tout l’ensemble

des w’ pour lesquels la trajectoire s X( s , w’ ) , pour s :9 t, coîncide
avec celle de w.
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f

f (

§ 2 SURMARTINGALES REGULIERES / 
t

Définition 2.1 : : Soit X une fonction z 0 (finie ou non) sur E x Qo On
,; 

dit que cest une surmartingale relativement à la mesure À et la 

de tribut jt, y si elle vorifie les aro riéts suivantes :
1 pour tout t X t est ~ 

.

2) Pour s ~ t1 et A E j8: il
!

1 . ,

1’ 
1 

1J T . 

1 
t

, Appelons (x une espérance conditionnelle de xt pour la 

T elle est T"-mesurable ainsi que X" , de sorte qu la dernière In0ga.J-
t (

te, valable pour A E 7", équivaut a : 
:

, 

t 1R
(valable/.X-presque partout, puisque, de toute façon, (X ) n’est 

qulà un ensemble k négligeable près). .

Définition 2,,2 : Soit. Y une deuxième surmartingal.e. On dit que 

une modificatioi) de la 0 ". pour tout t, X t ;1 Y t ,-presque une modification de la première si pour tout t. X Y A-presqu 
i*

On dit X est pour E, 1

t - X(t. est réglée et. continue à droite. 
/)

i 
. 

Posoils j Xt dA. Comme 0 E 18 pour tout s, . t J est Uli
fonction dÉ;croissante 

0 
&#x3E;

1 
’

Th6orème’,fondamental des (Doob) : : Soit X une
surmartingaleaipt £gral; t - J t continue à droite. Elle admet des 

cations et sont 

1 Soit maintenant une fonction sur à Valeurs m;sures &#x3E; 0
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Définition 
1 

2.5 : On dit que est une surmàrtingale, si lesDefinition i. 2.5 t * 

On dit que (t,w) - 
w ,

deux propriétés suivantes sont vérifiées: i

1) Pour’tout t, w 1- vt (fonction sur Q à valeur mesures sur (Y,/) est
-- w 

,

T-mesurable ,

2) Pour tA et ;

/
Cela revient à dire qu,,, pour toute fonction cp à 0 sur Y, mesurable,

est une surmartingale. 
’ 

’

Considérons alors Jt = d~(~), mesure 4ur (y, On suppo-
sera toujours que, pour tout t, Jt est et est li d"nombra-
blement engendrée (il existe Y’ portant J , tel que la tribu inter-

section de ~ avec Y’ soit dénombrablement engendrée). *

La fonction t &#x3E;- Jt , fonction sur R à valeurs mesures sur 

est alors décroissante. Elle sera dite continue à droite si, pour tout

B t, J (B) est continue à droite. j

,

Définition. 2.6 : La surmartingale est dite régulière, si,
- - w

pour toute: fonction (p sur Y, 0 et §=mesurable la urmartingale

est régulière.
w -- . ..----oo---.- 

On a alors le théorème fondemental suivant,Bqui utilise natu-

rellement le théorème 2*3 mais aussi d’autres propriétés des surmartin-

gales : ;

Théorème 2.7 : Si (t,w) v t est une surmartingale à intégrale t J t
,, 

- w .

continue a droite, elle admet des modifications régulières et deux d’entre

elles sont’ dans l’un quelconque des 2 cas

suivants :’ ,1

’ 

&#x3E;’ 
«
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1) Y est un espace topologique, sa tribu borélïenne, et chaque J
est portée par une réunion dénombrable de compacts metrisables de J -

mesures finies; 

2) 0 èst un espace topologique, n sa tribu borélienne, et À. est portée

par une reun ion dénombrable de compacts métrisables"de À-mesures finies.

’ 

Le théorème t*2 est une conséquence immédlate de celui-ci. Prc-
. 

Le théorème 1.2 est une conséquence immédiate de celui-ci. Pre-

nons (n,C) = (y, et soit, pour tout t, w une désintégration
de X pour la tribu Y.Alors est une surmartingale (et même
une martingale) à valeurs mesures sur (n,C). En effet, si A ~ 7s, S s t,

on a L’intégrale ici

est cons’ante, w d%(w) = X. Donc il existe une modification régulière,

qui sera’une désintégration régulière de X. )/
Le théorème 2-7 est au théorème 2.3 ce qu’lest le théorème 3.2

de l’exposé XXIII à la proposition 1.1 de XXIII. Mais les difficultés à
i i

vaincre gont plus importantes. ’

l’ Í i
§ 13 . TRIBUS FORTES. .

j

.Dé,finitidn 3.1 : Soit 7 une sous-tribu de la tribu -mesurable. On dit

que T est’À-forte si elle a les propriétés suivantes :
1) T est contenues dans la tribu universellement mesurable;

2) Si est une désintégration de X relativement à 7, alors pour

À-presque tout w,  donne à tout ensemble élément de 7’ la mesure 0 ou 1.

j... 
w 

.j- 
.--

&#x3E;’ Il y a des tribus qui ne sont pas .-fortes,,. Néanmoins :
1

10 Une, tribu dénombrablement engendrée et universellement mesurable

est 

2° Une, intersection dénombrable de tribus X-fort;es est À-forte.
&#x3E; 

- B .

30 Si 17 est k-forte, T = où n parcourt l’ensemble de toutps les

mesures de Radon sur n, est forte.. 
,

!
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Lies tribus intervenant dans les processus stochastiques sont
À-fortes. Reprenons en effet ce qui a été dit au début., " du § 1. Chaque4/
est dénombràblement engendrée, si l’on suppose (comme il est usuel) que

E est un espace souslinien complètement régulier, &#x26; sa,tribu borélienne,
et que chaque trajectoire t #-- X(t,w) est continue à droite, donc chaque

alors chaque T = n lUt’ est -forte, et même chaque
~I t ’&#x3E;t 

’

7" est /’~-forte.

0- a alors les deux théorèmes très intéressahts suivants :

Théorème 3.2 : Soit 7 une tribu À-forte sur n, et soit À r une désin-
tégration de relativement à 7. Soit  une sous-tribu de 7, et soit

w - À4 une! désintégration de À relativement à Alors, pour À-presque
w , 

’

tout w, %4 admet, comme désintégration relativement à T, la même que
- w-

À, soit 0)’ À o
; j lU 

,

G’énéralisatà’.on :

Théorème 3.3 : Soit (t,w) - À une désintégration régulière de À rela-

tivement à 1 et supposons -toutes les 7t À-fort~s.
Alors, pour 

, À-presque tout w, pour tout s, À admet, comme désintégration
2013201320132013 (jj 201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013

régulière relativement à , la même que savoir 
201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 S)+ 201320132013201320132013 

2013201320132013 (jij

!
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