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XXII.1

§ 7. LE CAS C? : ENONCE DU THEOREME PRINCIPAL

Soit k un entier; soit d'autre part ¢ une fonction de classe
G des m + 1 variables x et Y = (yl,.,.,y ), deflnle au voisinage de
(o,Y ), et 3 valeurs dans R™ ; notons & son développement de Taylor en
(0,Y%).

Theoreme 7,1 : Supposons qu'il existe H € Sm, a coefficients réels, avec

A
k+i dH _ 3(x,H). Alors il existe

m b ’ 2’ } . dx k+1 dF i
F €&, a valeurs réelles vérifiant F = H, x Iz - (x,F)

H(0) = Y°, qui vérifie 1'équation x

Nous allons d'abord indiquer comme ce théoreme peut étre
déduit d'un lemme sur les équations linéaires, lemme qui sera démontré
dans les paragraphes suivants., Soient a > 0, et p entier = 0; nous
désignerons par B(p;a) 1'espace des fonctions f continues sur ]0,a]
a valeurs complexes, et telles que x'pf(x) soit bornée sur cet intervalle;

. Pour £ € B(p;a)™, F = (f,00,1)

on poseré [flp = sup o |xPs(x)
x € , @

on poseralpar exemple IFlp = suplfi]p.

Lemme fondamental 7.2 : Soit D = xk+1—%; - M, avec M € End(&m) et

k € Z; on peut trouver 1 € 7%, P, € N, et a, > 0, possédant les proprié-

i

tés suivantes

Pour 0 < a < a,» il existe une application lindaire K : B(po,a)mﬁB(po—l,a}m

i

inverse & droite de D (i.e. DKG= G), et telle que, pour tout p = P,

la restriction de K a B(p,a)m soit une application linéaire continue

B(psa)m - B(p-l,a)m,

Remarquons que 1l'on peut aussi supposer la norme de
K : B(psa)™ - B(p-1;a)™ majorée par une quantité indépendante de a
(mais non de p), pourvu qu'on ait supposé P, - 1 20, ce qu'on fera par

la suite; en effet, supposons K obtenu pour a = a s et notons le K 3 pour
a
0
obtenir un K .0 o0 peut opérer ainsi : soit G le prolongement a D, a ]

d'une fonctlon G continue sur ]JO,a)] obtenu en posant G(x) G(a),anSa ;on a



XXII.2

~
évidemment IGlp = [G,p, et 1'on posera simplement KaG = (restriction &

J0,a] de K“ E)c

I(O ‘

fr

Montrons comment ce théoreme 7.1 résulte du lemme précédent
(appliqué aux fonctions & valeurs réelles). Comme au.§ 6, on se ramene

. . A
d'abord au cas oh Y° - 0, H=0; on a alors %(x,0) = 0, et on cherche
F plat; il suffit de trouver F 3 droite de 0 (on 1le ?rouvera ensuite a
gauche de la méme maniere, en changeant x en -x); écrivons alors
8(x,Y) = 8(x,0) + M(x)Y + ¥(x,Y)(Y,Y) avec M € End(€"), ¥ une forme
quadratique a coefficients C?(x,Y); on applique le lemme précédent, et
1'on cherche F € B(p,a)™ (p et a & déterminer), solution de 1'équation

F = K[3(x,0) + v(x,F)(F,F)].

Notons L(F) le second membre de 1'équation précédente, et choi-
sissons p 2 P, et vérifiant p - 1 2 1, Supposons a < 1; on a alors,
puisque 8(x,0) est plat [8(x,0)]| b S c{a), avec C(a) = 0 si a = 0;
d'autre part, si [Flp <1, on a FIO < 1 donc Y(X,F) est borné, et par

"

suite on q; avec C indépendant de a :
i 1 2

2
](y(x,F)(F,F)[2p < ClF|p, donc ]Y(x,F)(F,F),ﬁ+1 < c,|F|p

|
il résulte de la, et de la remarque qui suit 1'énoncé du lemme que,

pour a ass@z petit, L envoie la boule unité I de Bm(p,a) dans elle-méme,

Un calcul analogue montre que pour [Flp <1, |G|p <1, on a

[¥(x, F) (F, F) - ¥(x,6)(G,6)], = C|F - Gip
d'ol
[¥(x, F)(F,F) - ¥(x,6)(6,6)| ;s Ca|F-G

7 '0 - i
on en déduit que, pour a assez petit, L est contractante sur X; alors

1'équation F = L(F) a une solution et une seule dans,Z; comme F vérifie

xK+1 %g = ;(x,F) dans ]0,a], F est de classe c” sur 10,a]. Reste &
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montrer que F est plate en O,

‘Tout d'abord, montrons que x UF est borné 'sur ]0,a], quel que
soit q =2 P; ceci est vrai pour p, donc par récurrence, il suffit de le
montrer pour q + 1, en supposant le résultat établi %our q; or, on a alors
F € B(q;2)™, donc ¥(x,F)(F,F) € B(2q;a)™; a fortiori ¥(x,F) € B(q+l+1l,a)"
et, par hypothétse x, &(x,0) € Blg+l+1,a)%donc L(F) € B(g+1,a)™, ce qui

démontre le résultat; en utilisant 1'équation différentielle

o+l %g = 8(x,0) + M(x)F + v(x,F)(F,F), et le résultat précédent, on voitl
—q dF 4 4 . 1 2 . .
que x ° 4% est encore borné pour tout q; en dérivant 1l'equation, on voit
- sz .
que X g 3 est encore borné pour tout q, et ainsi de suite. Par conse-
dx o

quent modulo le lemme 7.2, le théoreme 7.1 est complétement démontré.

1

Proposition 7.3 : Si D a un point singulier régulier en 0, le lemme

7.2 est vrai,

"Il est clair que, si le lemme garde un sens lorsqu'on suppose
M € End(K&m), et que d'autre part, on ne change rien (sauf les valeurs
éventuelles de P, et 1) en multipliant D par xp(p € Z) et en faisant une

transformation du type F = AF , G = AG , avec A € Gl(m,KE). D'apres

1!
le corollaire (6.4), on peut donc supposer k = 1, et M constant ; on
peut méme supposer que M est triangulaire inférieure; alors en raisonnant
par récurrence, on est ramené a démontrer le résultat lorsque D est

1'opérateur différentiel scalaire x—%; - A, M € €; ce cas peut étre

laissé au lecteur. (ici, on pourra méme prendre 1 = 0, mais peu importe).



XXI1I.4

§ 8. LE CAS FAVORABLE

La proposition suivante est classique :

. .
Propositiwn 8.1 : Avec les notations du lemme 7.2, 'supposons k 2 1, et

supposons que les valeurs propres KJ de M(0) verlflent Re(A ) = 0. Alors

le lemme 7 2 est vrai avec 1 = 0.

i

Demonstratlon L

i) Il sufflt de démontrer la proposition pour M= M(b), en effet, suppo-

sons le rekultat établi dans ce cas; soit K° : B(p;ay - B(p;a) l'inverse
a droite de x*'1 %; - M(0) (X° dépend de a, mais nori de p 2 po); on pose

alors M(x) = M(0) + xN(x), N ¢ End(&m), et on note L 1l'application

F = xNKoF; il suffit de trouver Kl, inverse de I ~ L, car alors KOK1 = K

sera un inverse a droite de D.

Or, pour a < a , on a IK FI < CIF] (cf iremarque suivant
1'énoncé dh lemme 7.2), d'ou, par un calcul ana?ogue a ceux du § 7 :
[LF] SC'a ]F]

Py
que la série K = ZL

p,i en choisissant a pour qu'on ait C'a< 1, on voit
n converge dans 1'espace des applications linéaires
continues de B(po; a)™ dans lui-méme. f

i

Montrons par récurrence sur p 2 P, que K1 envoie continuement

B(p;a)m dans lui-méme; supposons donc le résultat acquis pour p - 1
l'equatlon H = KlG équivaut a H = G + LH; si G parcourt un borné de B(p,afi
H parcourt un borné de B(p—i;a) par hypothese de récurrence; donc
LH= xNI@IIparcourt un borné de B(p—l;a)m ; donc & - & +# LH parcourt un

borné de B(p;a)™, ce qui démontre le résultat.

I1 est alors clair que K = KOK1 répond a lg question; d'ou la
propositioh. 3

ii) Démontrons maintenant le résultat pour M constanf; on peut supposer

~

M triangulaire inférieure; alors par récurrence sur m, on est ramcné a
k+1 d

établir le résultat pour l'opérateur différentiel scalaire x =
. Y. -1
ayec A € €, Re A # 0; posons A = k(u +iv); la transformation f =§xp( T ,H

ngus ramene au cas ou v = 0; ﬁlors la solution générale de l'éq%ation
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k+1 gi R s'ﬁc;1t
' f(x) = I t_k_lexp[u(t—k—x-k)]g(t)dt,
~ x
' 0
t
:Pour u > 0, on choisira x = a (par exemple x, = 1), et pour

g < 0, on choisira x, = 0; dans les deux cas, on doit démontirer que

pour p € ¥, et x tendant vers 0, on a ‘

Al

x ) ) )
] Iy PR (0 ExE) Jg (1) at 2 0(=xP)
0 t

Faisons la démonstration pour g > 0 (le cas u < 0 edt analogue et un peu
plus simp}e); par le changement de variables s = t"k, y = x~k, p/k = q,

on est ramené a démontrer qu'on i, pour y — +®,
i
R \ -q
Ji 870 exp uls-yjdy = oy

En 1ntegranf par parties, on frouve que le terme tout intégré est de 1'c:

q-lexp u(s-y)dy; supposant y > 2.

dre voulu, et il reste a évaluer f
1
vie v * v/ 2
N : o~ -
on coupe la derniére 1ntégrale en ] et y $ on majore f en v rem-
Al
1 y,/2 1
Y i
I
par 1, et J en y remplagcant exp u(a-y) par 1; nous
/ t

3

y'2

i

plagcant amq_
: P N ~1‘ 3 7
laissons les details au lecteur, (en fait, en continuant les intégrations
par parties, on obtiendrait un développement asymptotique de 1l'intégrale
envisagde; cela correspond en fait & démontrer le théoreme 7.1 pour
k+1 df . .
iz kuf= x", ct la solution formelle évidenie de cetto

dquation!). La proposition est donc démontrde.

1'équation x

Jorollaire 8.2 (cf. Wasow [1]) ¢ Dans les hypotheses du théoreme 7.1,

bupposons en cutre qu'on ait k = 1, ¢t que la matrice —-(0 YO) alt

toutes ses valeurs propres de partie t.elle non nulle, Alor* le théoreme

(7.1) est vrai. ‘

!
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‘Cela résulte de la démonstration de 1'implication (7.2) = (7.1).

Remarque 8.3 : Dans les hypotheses précédentes, et.méme dans 1'hypothese

us faible , =0, == ’ inversible", il.existe une et une
plus faible " (0,Y° 0 g% (0,Y°) i ibl i1, exist t

A
seule série formelle H vérifiant H(0) = Y° et xetl di 3(x,H). Cela se

. dx
voit par le méme calcul que le théoreme des fonctions$ implicites pour
les séries formelles (puisque l'application H = xk+1;%% augmente

strictement le degré des mondmes). .
y
. . \ i

Donnons maintenant une application des résultats précédents

qui jouera un réle essentiel dans la suite,

k+l d

Proposition 8.4 (Sibuya ; cf. Wasow [1]) : Soit D = x P

- M, avec

M € End(S?). Supposons qu'on ait une décomposition de M(0) en deux blocs
M(0) =(g g), P € Fnd (¢P), Q ¢ Ena (€9), p + q = m; désignons par

Xi (resp g.) les valeurs propres de P (resp de Q) et supposons que,

pour tout (i,j), on ait Re (Ai) # Re(uj). Alors il existe A € Gl(m,&),

avec A(O);= I tel que la transformation F = AF, transforme D en

¢ 1
St T N, avec N =(N O"), N' € End (€P), N ¢ Ena (&9).
dx | _— O N
M M !
Posons M = 11 712 avec M11 € End(ﬂp), etc...; on cherche
Myy Moo !
: 0 A' .
a priori A sous la forme A = I + , At(n) =0, A"(") = 9; on doit
N A" O N
avoir x~*1 44 _ 4y AN; en annulant les blocs d'indice (11 et (21) dans

dx

cette équdtion, on trouve

M + M A" = N!

11 12
k+1 dA"
" - " 1 ————
M21 + M22 A" = A"N' + x ax

En tirant N' de la premiére équation, on trouve 1l'équation

k+1 dA" wo_ aw _ AW "
b'¢ = le + M22A A M11 A"M, A",

suivante pour A"
p dx

12
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tNous allons appliquer a cette équation la remarque 8.3 et le
corollaire 8.2 (le fait que notre équation soit a coefficients complexes
n'est pas génant, il suffirait de séparer les parties réelles et

, '

imaginaires); on prend ici 8(x,A") = My, + M ,A" - A*Mll - AT AT

21 2
on a bien $(0,0) - Mqi(O) = 03 et %%"(0,0) est l'application

o M22(0)a - aMll(O) = Qo - oP, a € Hom(mp,mq); le Yemme (6.2) montre
que les valeurs propres de cette application sont les uj - Kl, donc

ont leur partie réelle non nulle; la remarque 8.3 donne alors l'existence
A

d'une solution formelle , et le corollaire 8.2 1'existence de A": on

opere de méme avec les blocs (1 2) et (2 2) pour trouver A'.

Remarque 8.5 : Si 1l'on affaiblit les hypotheses de la proposition 8.4

en supposant seulement qu'on a, pour tout (i, ) ki %lu. , la partie

J
formelle du raisonnement précédent montre qu'on peut trouver A, avec
e AN NY
A(0) = I, tel que N soit de la forme N = /P . Cela jouera un réle

T \

important dans la suite (en fait, le théugé%e (7.1) montrera finalement
que la proposition 8.4 reste vraie sous cette hypothese affaiblie:
mais, au point ol nous en sommes, nous n'avons pas encore le droit
d'utiliser ce résultat; comme on va le voir, cela va nous obliger a

gquelques contorsions').

¢ 9. DEMONSTRATION DU LEMME FONDAMENTAL

A. Démontrons d'abord le résultat pour m = 1: soit
= xk+1 g; - m, m € & s1 Re m(0) % 0, cela résulte de 8.1; s1 k = 1,
et m(O).= i k A, A\ £0, la transformation { = exp (—-ihx"k)f1 nous
ramene a mTO) = 0, donc on est ramené de k a k- 1; par réecurrence. on
est ramené & k = 0. i.e. au ras d'un poin: <ingulier régulier,

Dans la suite, nous procéderons par récurrence sur m, c¢f suppe

serons donc le vrésvltat étably pour 1...,m- 1,

B, S1 k =0, le résultat est établt par la piepositien 7.3,

Supposons donc k 2 1, et soient Xl,,onjl les valeurs propre< distinete-
a
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|

de M(0); ;upposons qu'on ait, pour un i au moins Re(ii) % 0; alors le
lemme fondamental résulte de 1'hypothese de récurren}e; en effet, si pour
tout 1 onfa Re Ai # 0, on est dans le cas favorable $.1; si, pour un j,
on a Re A, # 0, on peut décomposer M(0) par une trambéformation linéaire

J 0
en deux blocs P , les valeurs propres de P(resp ﬂe Q) étant toutes

0
de partie réelle # 0 (resp = 0); le lemme fondamental résulte alors de
8.4 et de' 1l'hypothése de récurrence,

:

C. Supposons maintenant k 2 1, et supposons que les valeurs
propres de M(O) vérifient toutes Re Aj = 0., On appel%ra "systeme
standard"!un tel systeme, muni d'une décomposition du type suivant
on suppose donnée vne partition de {1,..,m} en sous-ensembles {1,°.,m1},
{ml + 1,.,,m1 + mz},.,,{m1+...+mp_1,,.,m1+,.+mp = mx!avec ml"";?p # 0,
tel que, dans cette décomposition, les termes non diagonaux de M
soient nuls ("les termes de couplage entre les difféyents blocs sont
plats"). A un tel "systeme standard ", on associe lés deux entiers
C(D) =m - p (son"couplage“) et i(D), son irrégularité; on a
0 = C(D) < m-1, et C(D) = 0 signifie que tous les m, sont égaux a 1;

d'autre part, en posant

%o
}:1\ 1 /I‘) k+1 d ~
= \‘ A y .= X ‘d' - M.,
0o i J x

1

)

! A
on a facilement i(D) = E i(Dj).

On ordonne les couples (c,i) 1exicographiduement, i.e. on pose
(c,i) s (C',i') si C<C'ouC =2C', i Si', Pour démontrer le lemme
fondamental, nous allons faire une seconde récurrence sur (C,i), et plus

précisément démontrer le résultat suivant. ;

Lemme (C,i) : (On suppose toujours m fixé, et le résultat démontré

pour m' < m).
4Soit i > 0, et supposons le résultat démontré pour les systemes

gtandard D avec (C(D), i(D))< (C,i). Alors, le résultat est vrai pour les

{
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systeémes standard D vérifiant (c(D), i(D)) = (c,i). !
c ‘

'Par récurrence, on sera ramené au cas ou i(D) = 0, c'est-a-dire

au cas des points singuliers réguliers, cas réglé par la proposition 7.3.

D. Restons dans la situation précédente, et supposons qu'une
, d'un des MJ(O) (disons de M (0) soit # 0).

Deux cas sont alors p0551b1esﬁ81M (0) a deux valeurs propres distinctes

des valeurs propres A

d'apres la remarque (8. 5) on peut décomposer le systeme D par ce procé-

H
dé, on a diminué C(D). '
2)Si toutes les valeurs propres de M (0) sont egales a k = ik u
(. € R- {0}), on fait la transformation F = exp(-i ux )F',
F, = Fg,.q,,Fp = F' ( en posant = (fl"°" ) etc...), alors
A A N kel d_ (0
on ne chaﬁge pas D2"‘°’Dp’ et on a remplacé D1 par Di = X iz -(Ml—ﬁlx};

on n'a donc pas changé C(D) et, d'apres la prop051t10n (5.6), on a

diminué 1(D ), donc i(D) = £ 1(D ). Dans les deux cas, on a démontré (C.:)
Notons que ce procédé permet, en particulier en raisonnant com-

me en A et. B de démontrer (0,i) par récurrence descendante sur i

(formellement, cette remarque n'est pas indispensable pour la suite).

E. Reste a régler le cas ou les MJ(O) sont tous nilpotents,
Nous allons faire une transformation ("transformation de Turritin-Katz"®
voir Deligne [1] ou Katz [1]) qui élimine ce¢ cas. Pour plus de clarté,
expliquons d'abord en quoi consiste cette transformation lorsqu'on a
p = 1. Comme on l'a déja observé en démontrant la proposition 7.3 on
peut multiplier D par une puissance de x, et faire sur D une transforma-
tion du type F = AFl’ afﬁf A € Gl(m,K €); en particulier, en utilisant
le théoreme (3.1) (avec K au lieu de K), on peut supposer que l'on a

A
D= x %; - M, M ayant la forme suivante
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O

Faisons alors la transformation suivante

= avec A, €K &

J

]
Iy

£, = x~rg1, £, = x_zrgz,.,.,fm = x-mrgm , T 20 a déterminer;
A
le systeme devient G = xr+1 %g - NG, avec N donné par la formule suivante

" O\\

-1)rx’
A
(A,

Si les A.
. i

l'on prend r =

n'ont pas de pdle, on est dans

0. sinon,
’

suivent, on élimine les pdles :

-v(kl) < mr....,~v(km) < r.

4

1
\

+'m r)xr/
‘1

le cas régulier et

en choisissant r satisfaisant aux inégalités qui

Pour obtenir une partie principale d'ordre 0 non nilpotente,il
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faudra alors choisir r = sup ( —.Xiﬁil__~ ); si r est entier, cela va
m- j+1 :
1

bien, sinon, on pose r

i

{
< et on fait le changement:ide variable x = yq
(ce qui ne géne pas pour démontrer le lemme fondamental); combiné avec

la transformation précédente, on arrive finalement & une équation

G = y1+1 %g - qP, avec P ¢ End (Em), et P(O) ayant la forme suivante
? O 1 ‘
’ O
| T O\\
o O 1
dl"'dm-l dm
avec d. = lim k.(x)xsr; donc certains dj sont # 0; comme l'équation ca-
r—0 i
ractéristique de P(0) est A" - d_ \m1 +ooatag, P(0) est non nilpotente.
Observons enfin ceci : si toutes les valeurs propres de P(0)
sont confondues, leur somme dm est £ 0; par suite on a r = —v(xm), donc

¢

r est entier et 1'on peut prendre g = 1.

A A
Revenons maintenant & la situation générale : a D ,..,Dp

1
correspondent respectivement des rationnels rl,..,rp, l'un au moins
étant > 0, (sinon on est dans le cas régulier); on prend alors

r =sup(r1,.,rp), et on fait simultanément la transformation de Turrittin-

A A
Katz avec cette valeur de r sur D1,..,Dp, joint au changement de
variable y = x4 (r = é); on a alors remplacé D par D' = y1+1 %; - N,
AN
~ Mo . T N .
avec N = o % , 1'une au moins des matrices Nj(ﬂ) étant non nilpotente.
N
P
. On est alors dans le cas B, le cas ])1 ou le cas D2; dans le
cas B, le résultat suit par récurrence sur m; dans le cas Dl’ on diminue

¢(D); dans le cas D2, d'apres la remarque précédente, r est eptier, donc
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o
‘
)

le procédé donné en D, diminue i(D).

i

2

! 't

i Le lemme (C,i) et donc aussi le lemme fonﬁamentak est ainsi
completement établi. i
Remarque ': Au lieu de faire une récurrence sur 1l'irrégularité i(D),
aurait été tout aussi naturel (et méme encore plus) d'utiliser a priori
"l’irrégu?arité de Katz", i.e, le nombre r qui vient d'étre introduit
et qui megure 1'ordre minimum des pdoles a considérer.

(Voir & ck sujet Gérard-Levelt [1], et un article a éaraitre de Levelt).

§ 17, APPLICATIONS

N
1A) Le théoreéme 7.1 entraine le théoreme suivant, en apparence
’ x‘
plus général : g

1
\

Théoreme 10,1 : Soit & une fonction de classe C? des 2m + 1 wvariables

~

x,Y = (yl;o.o,ym) et 2 = (zl,.,,,z ) au voisinage de 0,Y°,Zz°

valeurs dans R™; supposons qu'il existe une série formelle H G‘?p

(2 coefficients réels) vérifiant H(0) - Y°, %g (0) - , et

A~ dHy . ) aHy _ .

8(x,H, 33! = 03 supposons enfin que la matrice Sz(x,H(x),E;) soit

. . L. . N . . m

inversible sur K (i.e appartienne 2 Gl(m,ﬁ)); alors, il existe F € &,
A

4 valeurs réelles vérifiant F = H, &(x,H, %%) = 0,

La réduction de ce résultat au cas (7.1) sé fait suivant une
méthode habituelle dans des questions voisines, i
a) On traite d'abord le cas ol l'on a &(x,Y,Z) = Y(%,Y)Z - x(x,Y),
une matrice d'ordre m a coefficients C?; pour cela, on se ramene au cas
ou H = 0, donc Y® - z°
x(x,o) est.plat, et ¥(x,0) est inrersible dans K&; il existe donc
M € End(e™) et k € N tel qu'on ait M ¥(x,0) = x5 I; posons alors
F = ka; on a MY(x,xk G) = kal(x,G), avec Yl(x,O) =" I, donc Yl(x,Y) est

= 03 on a alors la situation suivagpte
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~ . . @©
inversible au voisinage de (0,0) dans les matrices a..coefficients C ;

on a aussi M X(x,ka) = xkxi(x,G), avec x, de classe‘C?; on est alors

;\1'/ .
ramene a équation

k d

X T = —kxk
X

Q

g Yzl(x,G)Xl(x,ﬂ)

b) On ramene le cas général au précédent, par dérivation, en remplagant

1'équation initiale par le systéme
]

/

| ar

‘ dx G=20

N
Q/
€

ﬂ

FY/

Q/

X

oY oy 46 _
(x,F,G) + Sy (% F GG + (x,F,G),dx =0
k .

B) Dans le cas linéaire, on a le théoreme, suivant

Théortme 10.2 : Soit D = x* & - MF, avec k € N, M € End(€"); soit D’

l'espate des germes de distributions en O dans Rj; alors, on a D9'=9

ISoit a > 0, assez petit, et soit I l'intervalle [-a,al; par
dualité, il suffit de démontrer que l'application D' : €>? - 2)? est
d'image fermée fEDI désignant l'espace des fonctions de classe C a
support dans l1';d'aprés un lemme classique puisque 591 est un espace
de Fréchet, il suffit de démontrer que D'fa? est de codimension finie
dans %’?; soit E l'espace des F € & (I)™ telles qu'on ait D'F < Ea?;
d'apres le théoreme d'existence et d'unicité usuel,Ea? est le sous-espace
de E formé des F telles qu'on ait F(-a) = F(a) = 0, donc DT est de
codimension finie dans E, et il suffit de démontrerlque D'E est de codi-
mension finie dans Eai; or, le théoreme 7.1, joint au théoreme usuel
de prolongement des solutions d'une équation différentielle montre que
D'E est l}ensemble des F € 29? tels qu'on ait i?<;3§2¥“; ceci joint au
fait que D' : AT LA™ est & indice (proposition 3.6) et & la surjectivité

0 A ’ ’
de l'application A 2& - 3, entraine le résultat cherché.
H
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C) Une appliéation importante du théoreme 7.1 est due a'
Kouznetsov, qui a lui-méme démontré indépendamment 7.1 (communication
personnelle, cf. articlé 4 paraitre a Funktsional'nyi Analyz). Disons

. dx
sil'onaM=2% A xPI+M,M €End (€") et A_ € €. On a alors le
résultat suivant P ! 0 P

1

qu'un systeme §%fférentie1 p=xL _ M, M € End (K &™) est "élémentaire"

Théorbme 10.3 : (Kouznetsov). Soit D = x 4= - M, M € End (ke™), un

systeme différentiel, Par un changement de variables x = yq (q entier = 0),

suivi d'une transformation F = AF_, A € Gl(m,K€), on peut réduire D a la

1,
forme "diagonale" D = D{ O \, les D, étant élémentaires.
01, J

!
Donnons quelques indications tres rapides sur la démonstration;

tout d'abord, le théoreme 7.1 permet de se réduire & démontrer 1le
résultat analogue dans le cas formel, i.e. M ¢ End(%m), etc... Dans ce
cas, le résultat se démontre essentiellement de la méme maniere que celle
employée au § 9; mais ici les choses se simplifient, il suffit d'une dou-
ble récurrence sur m d*uné part, i(D) (ou mieux encore, 1l'irrégularité

de Katz) d'autre part. Nous n'entrerons pas dans les détails. Notons

que cela précise des résultats classiques sur les développements
asymptotiques des solutions d'une équation différentielle au voisinage

d'un point singulier (cf. Wasow [1]).



XXII.15 4

I. M. Bernpstein [1] : Modules sur des anneaux d'opérateurs différentiels.
Solutions! fondamentales des équations a coefficients constants [en russe],
Funk tsional'nyi Analyz, 5-2 (1971), p.1-16,

P. Delignk (1] : Equations différentielles & pointé singuliers

réguliers, Lecture Notes in Math., 163, Springer-Verlag 1970,

A. Douady [1] : Le probleme des modules pour les : ' 's-espacesanalytiques
compacts d'un espace analytique donné, Ann, Inst. Fourier, 16-1 (1966)
p.1-95.

R. Gérardiet A. Levelt [17 : Mesure de 1'irrégularité en un point singu-
lier d'un, systeme d'équations différentielles liréaires, C, R Acad. Sc.,
Paris 274-9 (1072) p.774-776

N. Katz [1] : Nilpotent connections and the monodromy theorem; Applica-
tion of a result of Turrittin Publ. Math. I.H.E.S. 39 (1970)p.176-232

B, Malgrange [1] : Remarques sur les points singuliers des équations
différeniielles, C. R, Acad. Sc., Paris 273-23 (1971) p.1136-1137,

i
J. Moser [1 : The order of a singularity in Fuchs'theory, Math., Zeit-
schrift 72 (1960) p. 379-398,

1
W, Wasow [1] : Asymptotic expansions for ordinary 'differential equations,
Interscience Publ. 1965,



